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‚ Предиспове автора къ первому изданю. 


Настоящее литографированное издане, которое я предлагаю 
вниманю математической публики и въ особенности преподава- 
телей математики въ нашихъ среднихъ учебныхъ заведеняхъ, 
должно представлять собою, по мысли автора, первое продолжене 
тЬхъ лекий „о преподаван!:и математики въ среднихъ 
учебныхт заведентяхъ“, спещально посвященныхъ вопросу 
объ „организаци математическаго преподаван! я“, 
которыя я вынустиль въ свфтъ въ прошломъ году вм$еть съ 

Шиммаком ъ=). Въ этой послфдней книг» былъ сдЪланъ 
обзоръ различныхъ формтъ, въ которыхъ осуществляется препо- 
даван!е математики въ средней школЪ; теперь было необходимо 
присоединить сюда разборъ самаго учебнаго матер1ала. 
Въ этихъ лекщяхъ я имЪлъ въ виду представить учителю— или 
даже болфе зрфлому студенту—содержане и обоснованйе обла- 
стей, входящихъ въ кругь преподаванля, принимая при этомъ во 
вниман!е фактически существующую постановку послЪдняго: 
я старался подойти къ этому съ точки зр$юя современной науки 
въ возможно простой и живой формЪ. При этомъ я не имфлъ въ 
виду дать систематическое изложене, какъ это дфлаютъ, напри- 
мЪръ, Веберъ и Вельштейнъ; я хотфль придать этимъь 
лекщямъ характеръ эскизовъ въ той самой форм, вь какую онЪ 
выливались, когда я ихъ дЪиствительно читалъ. & 

На такую программу которая въ данномъ случаЪ прозбеиа 
пока лишь для Ариеметики, Алгебры и Ана аа, - 

я указывалъь уже въ предислови къ упомянутой книгв Ба ейна- 
Шиммака (апрфль 1907 г.); я тогда надфялея. ‘ тосе” Шиммак ь, 


несмотря на мно препятствия, все же и время, Чтобы 
:% С 
Я ЗВ а &”” 


*) См. выноску на стр. 3. к 
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снова взять на себя обработку моихъ лекий для печази. Но я 
самъ, можно сказать, помфшалъь ему сдБлать это, такъ какъ 
постоянно пользовался его энертей для работы въ другихъ напра- 
вленяхъ по интересующимъ насъ обоихъ педагогическимъ вопро- 
самъ. Какъ бы тамъ ни было, но векорЪ выяснилось, что выпол- 
нить первоначальный планъ въ короткий срокь было неосу- 
ществимо, а между тЪмъ это казалось желательнымъ въ интере- 
сахъ фактическаго воздфИиств!я на вопросы преподаваня, стоя- 
ще теперь на первомъ планЪ. Поэтому я снова прибЪгнулъ, 
как въ прежние годы, къ болфе удобному средству —- литогра- 
фирован1ю моихъ лекщй; къ тому же мой теперешний асси- 
стевтъ, г. Геллингерт (Егпзё Не! ]1псег) оказался исклю- 
чительно умфлымъ помощникомъ въ этомъ ДФлф. 


Я долженъ сказать, что работу, которая выпала на долю 
г. Геллингера, отнюдь не слфдуетъ считать незначительной. 
ВЪль отъ устнаго изложеня преподавателя, обусловленнаго все- 
возможными случайными обстоятельствами, до письменнаго изло- 
женя, въ значительной мЪрЪ сглаженнаго и обработаннаго, еще 
очень Далеко. Но только въ литографированномъ издани точ- 
ность обработки и выдержанность изложеня не приводятся съ 
такою строгостью, какъ это считается необходимымъ, согласно. 
установившемуся обычаю, для нечатныхъ произведений. 


Я н$Ъеколько боюсь опредфленно обфщать, что за этими 
лекцями послФдуетъ продолжене этого изданя по вопросу о пре- 
подаван!и другихъ отраслей математики и прежде всего Гео- 
метр1и*); я хочу только высказать въ заключен!е пожелане» 
чтобы настоящая книга оказалась полезной тфмъ, что побудитъ 
иного учителя нашей средней школы къ самостоятельному раз- 
мышленю о новомъ, болЪе цфлесообразномъ изложени того а 
наго матерала, который онъ преподаетъ. Исключительно 25 
такой точки зр$фн1я надо смотр$ть на мою кН, 
а не считать ее готовы мъ учебнымъ итаномь; раз- 
работку послЪ дняго я всец$ ло предоставлию т$мъ, 

которые сами работаютъ въ школ$. № о нибудь 


*) №ъ счастью, оказалось возможнымъ уже вЪ Ро излать „Гео- 
метрию“, какъ вторую часть „Элементарной математик а высшей точки зр$ня“. 


ХШ 
предполагаетъ. что я когда либо понималъ свою дъятельность 
иначе, то это недоразум те. Въ частности, учебный планъ Педа- 
гогической Коммисси Общества Германскихъ Естествоиспытателей 
и Врачей (т. наз. „Меранская программа“) *) выработанъ не мною, 
а лишь при моемъ участи выдающимися представителями школь- 
ной математики. 

Наконецъ, относительно характера изложеня въ этой книг 
достаточно будетъ сказать, что я здфсь, какъ и прежде въ под- 
ходящихъ случаяхъ, старался всюду соединить геометрическую 
наглядность съ той точностью, какую даютъ ариеметическя фор- 
мулы; я особенно старалея проел$дить истор1ю возникновения 
различныхъ теорй, чтобы этимъ путемъ выяснить особенности 
различных способовъ изложенля, которые въ современномъ пре- 
полавании постоянно уживаются рядомъ. 


Гёттингенкь, конецъ юня 1908 г. 


60. Клейн. 


^Сх 


2 х 


РА ыы фе ак ох 


*) См. статью В. Кагана „О реформВ преподаваня ‚ матоматики ВЪ 
среднихъ учебныхъ заведеняхъ Германии н Франщши“. Ветупите) ьная статья къ 
русскому изданио книги: Борель — Штеккель „59. к" Математика“ 
(См. также примЪч. на стр. 5). 
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Предиспове автора ко второму изданю. 


Чтобы не слишкомъ задерживать выходъ въ свфТЪ этого 
новаго изданя, вмфсто уже разошедитагося перваго, пришлось во 
веЪхь существенныху пунктахъ повторить первое издане безъ 
измфненй. Поэтому вся обработка текста свелась къ тому, что 
во многихъ мЪетахъ было сглажено изложене, исправлено было 
нфеколько недосмотровъ, а также внесены кое-гдф кратюмя допол- 
нен1я къ литературнымъ указанямъ. Н\Ъеколько болЪе подробныя 
„лобавленя“ по нЪзкоторымъ вопросамъ, затронутымъ вЪ этихъ 
лекщяхъ, помфщены отдЪльно въ конц$ книги; въ нихъ, между 
прочимъ, содержатся-—безъ всякой претенз!и на полноту—кратше 
обзоры новЪйшей литературы и дальнЪйшаго развитя тЪхъ стрем- 
ленй кь реформЪ преподавашя, о которыхъь упоминается въ 
лекшяхъ. Выполнене новаго издаюшя снова было поручено 
д-ру Геллингеру, состоящему въ настоящее время приватъ- 
доцентомъ въ Марбургф. 


©. Хлейнъ. 
Гёттингенъ, 
Мартъ, тот. 
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Предиспове редактора. 


Лекщи, первую часть которыхъ мы выпускаемъ въ настоящее 
время въ севфтъ на русекомъ языкЪ, были читаны профессоромъ Ф. 
Клейномъ въ Гёттингень въ 1907—1908 уч. году для будущих 
учителей среднихъ учебныхъ заведений. Организащя этого курса на- 
ходитея въ тЪеной связи съ дЪятельностью Клейна, направлен- 
ной въ послъдне десять лфтъ къ реформированшю преподаван!я 
математики въ средней школЪ. Въ чемъ заключается эта рефор- 
ма, какъ она намфчается и какъ осуществляется, объ этомъ мы 
номЪфстили подробную статью въ предисловии къ [-0й части сочи- 
немшя Бореля-Штеккеля „Элементарная Математика“ *). Самъ 
Клейнъ указываетъ въ своемъ предислов!и, что настоящая лек- 
щи, по существу, представляютъ собой продолжене другого кур- 
са: „Лекши о преподаваюи математики въ средней школ. Ч. Г. 
Организащя преподаваня математики“, который Клейнъ читалъ 
на 3 года Е и опубликовалъ въ 1907 г. въ обработкЪ г. 
Шиммака. Казалось бы поэтому естественнымъ, чтобы и въ рус- 
СКОМЪ ВЕРИТ - настояния лекщи слфлдовали за названной ввод- 
ной книгой Клейна-Шиммака. Мы, однако, не сочли нуж- 
нымъ издать порусеки и первую книгу, так» какъ она слишкомъ 
много занимается германской, даже боле того — прусской шко- 
лой. Намъ кажется, что все важнфйшее, имВющее общий интересъ, © 
передано нами въ упомянутой выше статьф. -.©° 

Но и выпуская въ свфть настоящее сочинен1е, мы считаем 
нужнымъ войти въ нФеколько большя подробности относительно 


сы. о 


*) Профессоръ 9. Борель. Ариеметика и Алгебра. № обработкЪъ 
профессора Штеккеля. Переводъ съ нЪмецкаго _ „жь редакщей 
прив.-доц. Кагана и съ приложенемъ его статья: “реформъ препо- 
даван!я математики въ среднихь учебныхъ залёедёеняхь Германи и 
Франщи“. 
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«одержаня и назначеня этой книги, чфмъ мы это дБлаемъ обык- 
новенно. 

Лекщи Влейна представляютъ собой, несомнфнно, рёдюй 
вкладъ въ учебную математическую литературу. НЪкоторыя гла- 
вы представляютъ собой настояпие перлы, тБмъ болфе цЪнные, 
что ни въ какомъ другомъ сочинени ихъ въ подобной обработкЪ 
нельзя найти: многое заимствовано непосредственно изъ науч- 
ныхъ мемуаровъ, изъ обширныхь историческихъ ^сочинен!й, ма- 
лодоступныхъ или даже вовсе недоступныхт, тому читателю, Для 
котораго назначены лекши Клеийна. Мало того, книга интересна 
отнюдь не только для учителя, а м®стами, пожалуй, и вовсе не 
для учителя. Она интересйяа для всякаго лица, заканчивающаго 
высшее математическое образоване: она даетъ ему такой обзоръ 
руководящихъ идей, проникаюпий всЪ отдфлы современной мате- 
матики, какого онъ не найдеть ниглфЪ. 

Но два замфчаня мы должны къ этому прибавить. Во пер- 
выхъ, книга имфетъ эту ифнность лишь для того, кто подойдетъ 
къ ней съ надлежащими требованями, такъ сказать, съ надлежа- 
щей стороны, и съ надлежащей подготовкой. Во вторыхъ, не всЪ 
части сочинен1я достаточно уравновзшены. На той и другой 
сторон дЪла намъ необходимо остановиться НЪоколько по- 
дробн$е. 

'Гочное назван1е лекши Клейна такое: „Элементарная ма- 
тематика съ высшей точки зрфюя“. Поняте объ „элементарной 
математикЪ“ вообще очень растяжимое; но Клейнъ имфеть на 
это совершенно особенный взглядъ. Въ указанной выше статьЪ „О 
реформ$ преподаваня математики“ мы привели принадлежащую 
Елейну критику различныхъ опред$лешй элементарной матема - 
тики, взрн$е, его соображеня, въ силу которыхъ онъ считаетъ, что 
ни одно изъ извЪстныхъ ему опред$лени не выдерживаеть крити- 
ки. Онъ самъ признаетъ лишь слЪдующее опред$леше: элементарно 
все то, что доступно юношЪ школьнаго возраста. Но полОИдемь 
ли мы именно съ этой или съ какой бы то о ней другой 
точки зрЪвя на элементарную математикх, сбЪ высшей“ 
какъ сказано въ заглав1и книги, мы ай бу бо РЬ призналь, что 
не только мног1я части сочиненя, о пожалуй большая часть 
ихъ не можеть быть признана элементарной: Ни учете о ква- 
тернтонахъ въ его связи съ механикой, НИ уравненя и групны 
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многогранниковъ въ ихъ связи съ Римановыми поверхностями, 
ни учешя о малыхъ колебамяхъ, о рядахъ Фурье, объ интер- 
полящи не могутъ быть признаны элементарными. Это отнюдь 
не уменьшаетъ достоинства книги для тЪхъ, кому эти вопросы 
доступны. Но намъ казалось, что сохранить заглав!е книги зна- 
чить ввести читателя, а главное, покупателя въ заблужденге; 
Т$мъ болЪе, что это заблуждене прикрывалось бы громкимъ и 
популярнымъ у насъ именемъ „К лейна“. Мы сочли поэтому 
болЪе правильнымъ, болЪе отв$5чающимъ содержанйю книги оза- 
главить ее: „Вопросы элементарной и высшей математики“ 
ДалЪе, обрашаясь къ характеру изложеня матерала, мы 
должны лишн разъ подчеркнуть то, что объ этомъ говорить 
самъ авторъ: лекци не содержать систематическаго и догмати- 
ческаго изложеня соотвфтетвенныхъ дисциилинъ: онз содержать 
только обиий обзоръ относящихся сюда ученй, онф имфютъ въ. 
виду ярко освфтить ихъ основные моменты, сущность задачъ, ихъ 
трудности, елабыя м%ета, спорные вопросы. Учиться той или 
иной дисциплинЪ по этой книг нельзя; для этого существуютъ 
руководства, лучиия изъ которыхъ авторъ всегда указываетъ на 
своемъ мфеть. Но въ качеств$ дополнеюшя къ руководствамъ эти 
лекции особенно пБнны въ слЪдующемтъ отношен!и. Авторы догмати- 
ческихъ сочиненй стараются побЪдить тЪ трудности, съ которыми 
связано точное изложене дисциплины. Удается ли имъ это или 
нфтъ,—въ результат наиболЪе спорные пункты всегда остаются 
скрытыми, сглаженными. И даже въ тБхъ случаяхъ, когда уда- 
ется довести ту или иную теортю до полной точности, учанийся 
часто недоум$ваетъ, для чего автору понадобился тотъ или иной 
сложный аппарать, тБ или иныя громоздыя разсужденя. Вотъ 
эти именно вопросы Блейнъ и старается освЪтить, онъ старается 
выяснить идею въ свфтЪ ея историческаго развит!я, въ сопоста- 
влени попытокъ ея разрфшеня. Но ясно вмЪетз съ тёмъ, что 
тотъ, кто станетъ читать эту книгу безъ предварительнаго, зна 
комства съ этими вопросами, не найдетъ въ ней того, что ищет. 
Теперь остановимся на отдфльныхЪ частяхЪ пастоящаго 
перваго тома. Первая часть представляетъ собой об Зоръ совре- 
менной теоретической ариеметики. КромЪ 3-ей част и ГУ главы 
(„Умножене кватерноновъ и преобразованя поворотнаго растя- 


женя вь проетранств$“), здЪеь все очень доетиио и можеть въ 
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такой же мЪрЪ служить введенемъ въ теоретическую ариемети- 
ку, какь и донполнетемъ къ ней. Читатель долженъ только пом- 
нить, что доказательства нигдЪ не доводятся до конца, что ав- 
торъ выясняеть лишь руководяния ихъ идеи. 


Иначе обстоитъ дЪло со второй частью— съ „Алгеброй“. Хотя 
отнесенныя сюда авторомъ вещи принадлежать къ числу изящ- 
ныхЪ перловъ математической литературы, мы считаемъ, что вы- 
боръ сдЗлань ВКлейномъ — вь виду назначемя этихъ лекци-— 
весьма неудачно. Изъ обиптрнаго матерала, который предетавляетт, 
Алгебра для бесфды съ будущими учителями, Клейнъ выбралъ 
вопросы, составлявипе, главнымъ образомъ, предметы его с0б- 
ственныхъ работъ и изложенные отчасти въ мемуарЪ „Сеоте- 
г1ъспез 7аг Ааа о Чег \Ушгиешт аоеБгалхейег (еспипоет“, и 
частью въ книгь „\уоезипоеп ег Чаз Цозаеег“. Что заставило 
К лейна сдфлать такой странный выборъ? Одна изъ завЪтныхт 
идей Клейна заключается въ томъ, чтобы слить различные 
отдфлы математики въ одно ифлое и чтобы геометричесюя пред- 
ставленя уясняли аналитическя теори. Эти идеи дЪйствительно 
находятъ себЪ замЪчательное осуществлене въ разбираемыхт, 
авторомъ вопросахъ; но онЪ стоять чрезвычайно далеко отъ шко- 
лы, и изученте ихъ врядъ ли можетъ принести существенную 
пользу будущему преподавателю. Мы полагали, что авторъ отдалъ 
здЪеь дань увлечению собственными работами. Но для студентовъ 
и молодыхъ математиковъ, которые интересуются алгеброй Ъопа 
Пае, независимо отъ тфхъ или иныхъ примЪненш, эти главы пред- 
ставляютъ глубочайш!й интересъ. Чтен1е первой главы, хотя и 
потребуетъь отъ хорошаго студента напряженя, но больших» ва- 
трудненй не представитъ. Иначе обстоитъь д$ло со М главой. 
Она требуетъ знакометва съ Римановыми поверхностями, какого 
мы у нашихъ студентовъ предполагать не можемъ. Мы Сочи, 
поэтому ц®лесообразнымъ присоединить въ качествЪ приложении” 
къ книг небольшую статью о Гимановыхъ поверхностяхъ, УВЪ 
которой это учене изложено въ томъ объемЪ, какой необходим Ь 
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Но и самая руководящая нить, проникающая у часть кни- 
ги, можеть показаться недостаточно опытному цитателю неясной. 


Мы сочли поэтому нужнымъ выяснить также н”еамый ходъ идей 
“У” 
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Клейна въ небольшомъ добавлении, предпосланномъ статьЪ о 
Римановыхъ поверхностяхъ. 

Въ третьей части, посвященной анализу, Клейнъ вновь воз- 
вражается къ основнымъ вопросамъ и трактуетъ ихъ въ высшей 
степени доступно. Это, на нашъ взглядъ, лучшая ‘часть сочине- 
ня. Такъ же, какъ и первую часть, мы не можемъ не рекомен- 
довать ее всфмъ, изучающимъ математику съ дЪйствительнымъ 
интересомъ къ дЪлу. 

Переводъь былъ сдЪланъ съ перваго изданя и былъ уже 
почти отпечатанъ, когда появилось второе н%®мецкое издаве. 
Какъ видно изъ предисловля автора ко второму изданю, текстъ 
остался почти безъ измфненя; но ко второму изданю прило- 
женъ рядъ дополнений, которыя веф внесены въ настоящее рус- 
ское издаше. 
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ВВЕДЕНГЕ. 


Въ посл$дне годы въ средЪ университетскихъ преподава- 
телей математики и естествознаюя сталъ обнаруживаться инте- 
ресъ къ вопросу о цзлесообразной, соотв тствующей всзмъ по- 
требностямъ, подготовкЗ кандидатовъ на учительскя должности. 
Это явлене замчается сравнительно недавно. До того, въ течен!е 
долгаго пер1лода, въ университетахъ культивировалась исключи- 
тельно высокая наука безъ внимая къ тому, что, собственно, 
нужно школ$; объ установлени связи между университетскимъ 
преподаванемъ и школьной математикой никто не заботился. Но 
къ какимъ послфдетвямъ привела такая практика? Вступая въ 
высшую школу, молодой студентъ оказывается лицомъ къ лицу 
съ такими задачами, которыя совершенно не напоминаютъ ему 
того, ч$мъ онъ до сихъ поръ занимался; естественно, что все это 
онъ быстро и основательно забываетъ. Когда же онъ заканчиваетъ 
университетское образовате и становится преподавателемъ, то онъ 
вынужденъ въ качествЪ учителя преподавать традицюонную мате- 
матику; не будучи въ состояи самостоятельно связать эту задачу 
съ тфмъ, что онъ слышалъ въ высшей школЪ, онъ быстро усваи- 
ваетъ старую традищю; университетское же образоваюе остается 
у него только въ видЪ болфе или менфе пр1ятнаго воспоминания, 
не оказывающаго никакого влляютя на его преподаване. «АУ 

Въ настоящее время возникло стремлене уничтожить этот” 
двойной разрывъ, который несомнЪ%нно былъ одинаково вродонть 
какъ для средней, такъ и для высшей школы. Именно, мы ‘стара- 
емся, съ одной стороны, провести черезъ весь матервая» ШКоЛЬ- 
наго обучен1я тЪ идеи, которыя отвфчаютъ современн ой развит1ю 
науки и общей культуры (къ этому мы еще неоднократно будемъ 
возвращаться); съ другой стороны, мы стараемся. въ универси- 
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тетскомъ преподавании принять во внимаюе нужды учителей. Въ 
этомъ именно дълЪ очень полезнымъ средствомъ представляются 
мнЪ научные обзоры, къ одному изъ которыхъ мы нынче присту- 
паемъ. Я имЪю, сл$довательно, предъ собой не начинающихъ ; на- 
противъ, я считаю, что всЪмъ вамъ обий матералъ важнЪйшихъ 
математическихъ дисциплинъ хорошо знакомъ. Мн$ придется не- 
однократно говорить о задачахъ алгебры, теорли чиселъ, теори 
функщй, не входя въ детали. Вы должны быть со всфми этими 
вещами до н%Ъкоторой степени знакомы. Моя задача будетъ по- 
стоянно заключаться въ томъ, чтобы выдвигать взаимную связь 
между вопросами отдЪльныхЪъ дисциплинЪ, которая часто скрады- 
вается въ спещальныхъ курсахъ,—чтобы указывать ихъ отноше- 
не къ вопросамъ школьной математики. Я полагаю, что этимъ 
путемъ мнЪ удастся значительно облегчить вамъ достижен1е той 
пли, которую вы должны имЪть въ виду при изучени матема- 
тики въ высшей школф: чтобы позже въ вашемъ соб- 
ственномъ преподаван1и вы сохранили живую 
связь съ той наукой, которая вамъ здЪсь преполд- 
носится въ большомъ обилии. 

Позвольте прежде всего представить вамъ н%фкоторые доку- 
менты, относящлеся къ послзднему времени и свид$тельствующе 
о томъ интерес, который въ широкихъ кругахъ вызываетъ во- 
просъ о подготовкВ учителей; эти документы должны составить 
и для васъ цфнный матерлалъ. Въ частности эти вопросы очень 
занимали также послздн!й съЪздъ естествоиспытателей въ Дрез- 
ден, состоявшийся въ сентябрЪ 1907 г., на которомъ мы, согласно 
представлентю педагогической коммисеи, приняли „предложе- 
н1я относительно научной подготовки препода- 
вателей математики и естествознан1я“. Эти пред- 
ложеня вы можете найти въ послЪдней глав общаго доклада 
коммисс1и*), которая съ 1904 года занималась разработкой 
всего комплекса вопросовъ обученя математик и естествознаею, 
а въ настоящее время закончила свою дфятельность. Я настойчиво 
прошу васъ ознакомиться, какъ съ этими предложениями, такъ и 
съ другими частями этого въ высшей степени иукореенаго до- 


*) [Ле ТаАйске 4ег Ошщегг1с Кот ил188100 ег о Цел$- 
зспег МафигТогзспег ип Аег74е, ргз=. уоп А. @а аа ег (1.е1р272>х ипа 


Веги, 1908). Ц <” 
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клада. ВскорЪ послЪ дрезденскаго съЪзда аналогичные вопросы 
дебатировались также на съфздЪ германскихъ филологовъ и пре- 
подавателей въ БазелЪ, гдЗ движене въ пользу реформы препо- 
даваня математики и естествознаня представляло собой только 
одно звено въ ЦЪпи аналогичныхъ стремленй, параллельно воз- 
никающихъ также въ филологическихъ кругахъ. Одновременно съ 
моимъ рефератомъ о нашихъ реформаторскихъ стремлеяхъ въ 
области математики П. Вендландъ (Р. \еп ]апа) докладывалъ 
о вопросахъ, относящихся къ классическимъ наукамъ; Н. Брандль 
(№. Вгап)—о новыхъ языкахъ, А. Гарнакъ (А. НагпасК) — объ 
истори и релити*“). ВеЪ четыре доклада соединены въ одной бро- 
шюрз, на которую я также настойчиво обращаю ваше вниман!е. Я 
считаю чрезвычайно важнымъ прокладываемый этимъ путь къ сов- 
мЪетному культивированю нашихъ наукъ,’ такъ какъ связь и 
взаимное понимане въ высшей степени желательны между тЪми 
группами, которыя обыкновенно чужды, а нерЪдко даже враждебны 
другъ другу. Мы всегда должны стремиться поддерживать эти 
добрыя товарищескя отношетя, хотя бы иногда, когда мы нахо- 
димся въ своемъ кругу, у насъ и проскальзывало острое словцо 
по отношеню къ филологамъ, что, конечно, не разъ происходить 
и въ ихъ средЪ. Будьте выше этой обособленности спешалистовъ 
и помните, что вамъ именно и придется въ школ$ работать со- 
вм$стно съ филологами на общую пользу, а для этого совершенно 
необходимы взаимное уважене и взаимное пониман!е. 

Въ качеств$ введеня въ настоящий курсъ я хочу сдЪлать 
вамъ нФкоторыя болфе спещальныя указаня, именно, я хот®лъЪ 
обратить ваше внимане на н%®которыя полезныя для васъ сочи- 
нен1я. Три года тому назадъ я читалъ лекщи, преслфдовавпия 
такую же цзль, какъ и настояпай курсъ. Мой тогдашей асси- 
стентъ г. Шиммакъ (В. ЭевпитасКк) разработалъ эти лекщи, 
‚такъ что первая часть ихъ недавно появилась въ печати”"). ЗдЪсь ‚_ 
идетъ р$чь о различнаго рода школахъ, включая и высшя школы,’ 


*) „Оттуег${а ипа освие“. Уоггасе..., сераЦеп уоп К. я, Р. 
\УМепа!апа, А 1. Вгапа1 А. НагвасКкК а 1907). ее - 

*#) К. К|]е1т. „Уогтасе ибег аеп табпета свет беге ап 
Юбрегепй Зепщеп“. Веагрейеф уоп В. Зсв1ш шасК. тен\ 1: Уоп аег 
Огоап1заЙоп 4ез таетаеевеп Ощегг! с. гор, 198.1 Ниже это сочи- 
нене мы будемъ цитировать подъ назвашемъ „К1е я-Зев1ттаск“. 
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объ общемъ ходф школьнаго преподаваня въ нихъ, о взаимной 
связи между этими школами. Ниже, при случа, мнЪ придется и 
здЪсь указывать на изложенные въ этомъ сочинен!и вопросы, не 
повторяя ихъ; но тЪмъ подробнЪе я буду здЪеь, какъ бы въ видЪ 
продолжен1я того же изложеня, останавливаться на томъ, что 
относится собственно къ математик®, и что имЪетъ то или иное 
отношеше къ преподаваню. Касаясь при этомъ часто препода- 
вательской практики, я основываюсь при этомъ не на однихъ 
только расплывчатыхъ соображеняхъ о томъ, какъ это дзло могло 
бы обстоять, или же на собственныхъ старыхъ школьныхъ воспо- 
минашяхъ, напротивъ, я нахожусь въ постоянномъ общени съ 
г. Шиммакомъ, который въ настоящее время преподаетъ здЪсь. 
въ одной гимназши и постоянно освЪдомляеть меня 0 настоя- 
щемъ положеши преподававя, несомнЪнно ушедшемъ далеко впе- 
редъ по сравнению съ прошлымъ. Въ настоящемъ семестр® я на- 
м$ренъ изложить „три велиюмя А“: ариеометику, алгебру, и ана- 
лизъ; продолжен1е же этого курса въ слфдующемъ семестрЪ бу- 
детъ посвящено геометрли. ЗамЪчу кстати, что въ высшихъ учеб- 
ныхъ заведевяхъ эти три отдЪла нерфдко именуются общимъ 
назватемъ ариеметики; да и вообще мы не разъ ветрЪтимся съ 
уклонепемъ терминолоти, принятой въ школЪ отъ той, которая 
царитъ въ высшемъ учебномъ заведети. Только живое общене, 
какъ вы видите на этомъ незначительномъ простомъ примЪрфз, 
можетъ привести ко взаимному пониман!ю. 

Во вторую очередь, обращу ваше вниман!е на обширное со- 
чинене, которое въ общемъ преслЪдуеть т$ же цЪли, каюмя 
имъю ия въ виду, —это „Энциклопедя элементарной математики“ 
Вебера и Вельштейна”). 

Въ настоящемъ семестрз намъ придется имЗть дЪло съ [-мъ 
томомъ — съ '„Энциклопещей элементарной алгебры“ Вебер а. 
Укажу сейчасъ же на н%Ъкоторое разлище между этимъ со не- 
немъ и планомъ настоящаго курса. У Вебера и Вель штойн а, 
вся система элементарной математики систематически ; и догически 
развивается на зрфломъ математическомъ язык», доступном» сту- 
денту, далеко подвинувшемуся въ своихъ занятяхь "0 ТОМЪ, ВЪ 


*) „нису Кора е аег Нететатта ета“ у И, \МУМерег ппа +. 
\е115;$е1!п; томъ [-й вышелъ въ русскомъ пер подъ редакщшей 
прив.-доц. В. Ф. Кагана, изд. „МабВез1з“; второй томъ печатается. 


какомъ собственно видф этотъ матералъ долженъ фигурировать 
въ школф, здфесь вовсе нфтъ р$чи. Между тзмъ изложен!е 
въ школ, выражаясь образно, должно быть психологиче - 
кое, а не систематическое. Учитель долженъ быть, такъ 
сказать, дипломатомъ; онъ долженъ учитывать и душевныя дви- 
женя юноши, онъ долженъ умФть возбудить его интересъ, а это 
будетъ ему удаваться только тогда, если онъ будетъ излагать 
вещи въ наглядной, доступной формЪ. Лишь въ старшихъ клас- 
сахъ возможно также и болЪе абстрактное изложеше. Приведемъ 
прим$ръ. Ребенокъ никогда не пойметъ, если мы будемъ вво- 
дить числа акс1оматически, какъ объекты, не имфющие никакого 
содержатя, надъ которыми мы оперируемъ по формальнымъ пра- 
виламъ, установленнымъ нашими собственными соглашенями. На- 
противъ, онъ соединяетъ съ числами реальное представле- 
н1е; они являются для него нич$мъ инымъ, какъ количествами 
орзховъ, яблокъ и тому подобныхъ хорошихъ вещей; только въ 
этой формЪ эти вещи можно передавать въ начальномъ обучети, 
только въ этой формЪ ихъ и будутъ въ дфйствительности пере- 
давать дфтямъ. Но и вообще, во всемъ ходЪ обученя математик», 
даже въ высшей школ, необходимо всегда указывать связь ме- 
жду этой наукой и т$ми интересами, которые занимаютъ учаща- 
гося въ повседневной жизни. Это именно имфютъ въ виду новыя 
тенденщи, стремяпляся поднять прикладную математику въ уни- 
верситетЪ. Впрочемъ, въ школЪ этимъ требованемъ никогда не 
пренебрегали въ такой мЪрЪ, какъ въ университет$. Эти психо- 
логическе моменты я и намренъ особенно подчеркнуть въ своихЪ 
лекщяхъ. Другое различе между книгой Вебера и Вельштей- 
на и моей точкой зр$ я заключается въ разграничении матерала 
Школьной математики. Въ этомъ отношени Веберъ и Вель- 
штейнъ настроены „консервативно“, я же—„прогрессивно“. Эти 
вопросы подробно разобраны въ книг$ Клейнъ-Шиммакъ. > 
Мы, которыхъ называютъ теперь реформатора ми, стремимся” 
положить въ основу преподаваня понят1е о функ кц, 
это есть то понят1е, которое въ течене послФднихъ 2003 ат за- 
няло центральное м$сто всюду, ГД только мы петубчна мате- 
матическую мысль. Это поняте мы желаемъ выработать при 
преподавани столь рано, какъ это только возуой, постоянно 
примфняя графическую методу изображен!я, каждаго закона си- 
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стемой х — у’ковъ, которая теперь употребляется при всякомъ 
практическомъ прим$нени математики. Чтобы сдфлать возмож- 
нымъ это нововведене, мы готовы отказаться отъ многихъ частей 
матер1лала, входящаго въ составъ дЪйствующихъ программъ; эти 
вопросы, несомнфнно, интересны сами по себ%; но по общему 
своему значению и по связи со всей современной культурой они 
представляются менфе существенными. Сильное развитте 
пространственных ъ представлений должно при этомь 
играть первенствующую роль. Обучене въ школ должно прони- 
кнуть вверхъ, въ область началъ исчислен1я безко- 
нечно малыхъ въ такой мЪрЪ, чтобы молодой челов$къ вы- 
ходилъ уже изъ средней школы во всеоружии того математиче- 
скаго матер!ала, безъ котораго будуний естествоиспытатель или 
страховой дЪятель совершенно не въ состояни обойтись. Въ про- 
тивоположность этимъ сравнительно современнымъ идеямъ Ве- 
беръ и Вельштейнъ по существу держатся стараго разгра- 
ничен1я матертала. Въ настоящихъ лекщяхъ я имЪю, конечно, 
цфлью пропагандировать т идеи, которыхъ я придерживаюсь. 
Наконецъ, въ третью очередь, я хочу указать вамъ еще 
одну весьма любопытную книгу, принадлежащую М. Симону, 
работающему какъ и Веберъ и Вельштейнъ, въ Страсбург, 
именно —„Дидактика и методика счета и математи- 
ки“; новое издане этой книги только-что вышло въ свфтъ*). Во 
многихъ вопросахьъ Симонъ соглашается съ нашими тенденц- 
ями, но во многомъ онъ съ нами р%шительно расходится. Такъ 
какъ это личность съ ярко выраженнымъ субъективизмомъ и съ горя- 
чимъ темпераментомъ, то именно этимъ разногласямъ онъ нерздко. 
даетъ острое выражене. Приведемъ примфръ. Предложешя Пе- 
дагогической Коммисаи Съфзда Естествоиспытателей настаиваютъ 
на одномъ часф$ геометрической пропедевтики уже во второмъ 
классф, между тфмъ какъ въ настоящее время геометрля начи- 
нается только въ третьемъ класс. Вопросъ о томъ, роли 
ственно система предпочтительнфе, дебатируется очень давно, да 


я га (< В 
и въ самой школьной практик$ та и другая система “уже не 
хх 
разъ смЪняли другъ друга. Мы имфемъ предъ собой, такимъ 
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образомъ, вопросъ, о которомъ, во всякомъ случа, можно спо- 
рить. Между тфмъ Симонъ категорически заявляетъ, что по- 
зиця, которую коммисся заняла въ этомъ вопросф, „хуже, чёмъ 
преступлене“, и, главное, этого своего утверждения онъ не об- 
основываетъ ни единымъ словомъ. Такихъ м$стъ можно было бы 
указать еще много. Въ качествЪ предшественницы названнаго со- 
чинен1я укажу еще книгу того же автора—„Методика эле- 
ментарной ариеметики въ связи съ алгебраиче- 
скимъ анализомъ”). 

Посл этого короткаго введенмя обратимся къ главному 
предмету нашихъ занятий. 


*) М. З1 топ. „Меоб1К 4ег е@етет{фатеп Аней К ш Уегытапия 


т ЕЕ Апа[уз15“. Герие, 1906. т 
“У. 


1. Двиствя надъ натуральными числами. 


Естественно, что мы начнемъ прежде всего съ основного 
вопроса всей ариеметики, т. е. съ дЪйствй надъ цфлыми поло- 
жительными числами. ЭдЪсь, какъ и во всемъ своемъ изложени, 
я намфренъ прежде всего поставить вопросъ о томъ, какъ этотъ 
предметъ трактуется въ школ$, а зат$мъ уже займусь изелфдо- 
ванемъ того, что онъ, собственно, въ себЪ содержитъ съ болЪе 
глубокой точки зря. 


1. Введен!1е чиселъ въ школф$. 


Я ограничусь здфеь краткими указаюями, такъ какъ вы, 
несомн%нно, еще помните, какъ вы сами учились этимъ вещамъ 
въ школз. Я здфсь, конечно, отнюдь не имфю въ виду дЪИстви- 
тельно ввести васъ въ практику школьнаго обучен1я, какъ это дЪ- 
лается на семинарскихъ занятяхъ, учрежденныхъ при средне- 
учебныхъ заведенмяхъ. Я намфренъ только привести матералъ, 
который поможетъ намъ ор1ентироваться въ нашихъ критиче- 
скихъЪ разсужденяхъ. 

Ознакомить дътей съ ученшемъ о цфлыхъ числахъ, приспо- 
собляясь къ ихъ пониман!ю, научить ихъ ДФйствямъ надъ ними 
такъ, чтобы они этимъ предметомъ вполнф овладфли,—въ высшей 
степени трудно и требуетъ многол$тнихъ усилй, начиная съ пер- 
ваго года обучентя вплоть до третьяго класса гимназли. Тотъ спо- 
собъ изложеня этихъ началъ, который въ настоящее время гос- 
подствуетъ почти во вс$хъ нашихъ школахъ, можно лучше веего 
характеризовать словами „наглядно“ и „генетически“. 
Это значитъ, что весь матералъ разрабатывается постененно СЪ 
самаго начала на почв хорошо извЪетныхъ, НАГЛяДНЫЬ прел- 
ставлеюшй. Въ этомъ заключается коренное отли от лОГи- 
ческой и систематической системы обучение которая прак- 
тикуется въ высшей школ$. Весь матераль расчленяется при- 
близительно слфдующимъ образомъ (въ точности, конечно, этого 


указать невозможно). Весь первый годъ обученшя посвящается 
счету въ предёлахьъ первыхъ двухъ десятковтъ, а, при- 
м$рно, первое полугоде даже счету въ предфлахъ одного де- 
сятка. Числа вводятся, какъ числовые образы, составленные 
изъ точекъ, или какъ количества всевозможныхъ доступныхъ 
дЪтямъ предметовъ. Сложеше и умножене объясняется д$тямъ 
И усваивается ими на нагляцныхъ представленяхъ. На второй 
ступени разрабатывается числовая область отъ единицы до 
ста; въ этотъ пер1одъ обучеюя, а зачастую еще и раньше, вво- 
дятея арабскя. цифры, выясняется значене мъЪста, занимаемаго 
цифрой въ числ, и вообще вводится десятичная система. Хочу 
здЪсь попутно указать, что установившееся назваюе „арабсяя 
цифры“, какъ и многое въ обычной терминолоши, исторически 
неправильно. Эта система счисления въ дЪиствительности ве- 
детъ начало отъ индусовуъ, а не отъ арабовъ. Сл$дующая важ- 
ная задача, относящаяся къ этой ступени обученя, есть разучива- 
не таблицы умножения. Сколько составить 5ЖЗ или 
3х 8, нужно всегда помнить наизусть, а Поэтому и заставляютъ 
дЪтей выучить табличку наизусть, конечно, выяснивъ имъ ее 
предварительно на наглядныхъ примфрахъ. Для этого служить, 
главнымъ образомъ, „счетная машина“, которую обычно 
проще называютъ счетами. Она состоитъ изъ десяти парал- 
лельно укр%пленныхъ проволокъ, по которымъ свободно пере- 
вигаются по десять шариковъ на каждой. Отбрасывая надлежа- 
щимъ образомъ эти шарики, мы можемъ прочесть на цоскз ре- 
зультатъ умножешя, написанный уже въ десятичной форм$. 

'Гретйй годъ обучеюмя посвящается дйств1ямъ надъ 
многозначными числами по извфетнымъ простымъ прави- 
ламъ, справедливость которыхъ дфтямъ обыкновенно ясна или, по 
крайней мЪрЪ, должна была бы ‘быть ясна. Правда, этой ясности 
еще обыкновенно недостаточно для того, чтобы ученикъ вподнЪ, 
усвоилъ правило, и учитель нерздко апеллируетъ къ авторитету 
очень дфйствительнаго средства: „такъ оно есть, и, если р ЭТОГО 
не будешь знать, то теб придется плохо!“ 5$ 

Я хочу здфеь подчеркнуть еще одну стор ну Всего этого 
обученя, ибо этой стороной дфла обыкновенно пренебрегаютъ ВЪ 
высшей школ$; именно, съ самаго начала удЬдяется особенное 
внимаше приложен1ямъ счета к®СОПотребностямъ 
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практической жизни. Числа съ самаго начала приводятся 
на конкретныхъ примфрахъ практической жизни; ученикъ очень 
скоро начинаетъ считать монетами, мфрами, вЗсами, и вопросомъ, 
столь важнымъ въ повседневной жизни, — „что стоитъ?“ — начи- 
нается обыкновенно большая часть нашихъ школьныхЪъ задачъ. От- 
сюда преподаватель постепенно воесходитъ къ такимъ задачамъ 
(къ такъ называемымъ „скрытымъ“ задачамъ), въ которыхъ ходъ 
вычисленя предполагаетъ уже н$зкоторое самостоятельное разсу- 
жден!е; это приводить къ задачамъь на пропорц1ональное 
цъфлен!е, смф шен!е. Въ словамъ „наглядно“ и „генетически“, 
которыми мы старались выше охарактеризовать школьное обучение, 
мы могли бы присоединить, въ качествЪ третьей характеристики, 
„практичесмя приложешя“. 

Если бы мы, наконецъ, еще хотфли охарактеризовать въ не- 
многихъ словахъ и цзль обучен!1я ариеметик$, то мы 
должны были бы сказать слфдующее: она заключается въ 
томъ, чтобы пр1учить дЪътей увфренно владёть 
ариеметическими дфйств1ями, пользуясь при этомъ 
различными параллельно развивающимися душев- 
ными свойствами, къ которымъ приходится ацел- 
лировать, но не настаивая глубоко на логической 
концепц!и, связывающей этотъ матер1алъ. 

Упомяну зд$сь кстати о нЪ%Ъкоторой вражд$, играющей для 
школы нер$дко фатальную роль, — именно, о враждЪ между пре- 
подавателями, получившими образован!е въ учительскихъ семи- 
нар1яхъ, и преподавателями, вышедшими изъ высшихъ учебныхъ 
заведений *). Начиная съ третьяго класса, на м$сто преподава- 
теля, получившаго образован1е въ семинарти, вступаетъ лицо съ 
высшимъ образованемъ. Вел детв!е этого въ ходЪ обученя часто 
происходить разрывъ, достойный всякаго сожал5юя. Б®дныя дфти 
часто бываютъ вынуждены внезапно оперировать совершенно дру в 
гими выражешями, нежели т$, къ которымъ они до того ‚ при- 
выкли и надъ которыми теперь даже изд$ваются. Небо; тЬИтИМЬ 
прим$ромъ является, скажемъ, различ1е въ знакахъ умножения: 


$ 
крестъ, который предпочитаетъь начальный Ух ‹@оточка, ко- 
Пе и Ге. 
*) Мы имЪемъ въ виду семинар!и для подготовденй начальныхъ 


учителей; это не относится къ семинарскимъ занацямъ при средне- 
учебныхъ заведеняхъ, о которыхъ мы упоминали `ВЫШе. 


К 
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торой охотн%е пользуются академисты. Это враждебное отношеше 
можно изгладить только такимъ путемъ, что преподаватели, иду- 
ще изъ высшей школы, отнесутся съ большимъ вниманемъ къ 
своимъ коллегамъ изъ семинар!и и будутъ стараться сойтись съ 
ними. Это вамъ легко удастея выполнить, если вы всегда будете 
помнить, съ какимъ уваженемъ вы должны относиться къ на- 
родному учителю. Подумайте только, какую нужно выработать въ 
себ$ методическую выдержку, чтобы постоянно обучать ариеме- 
тикЪ сотни тысячъ неразумныхъ мальчишекъ, не приносящихъ 
въ школу никакой предварительной подготовки. Попытайтесь это 
сдфлать и вы уб$дитесь, что вся вала академическая подготовка 
принесетъ вамъ здЪсь мало пользы. 

Однако, послЪ этого краткаго отступлентя возвратимся къ 
школьному преподаваню. Въ третьемъ и, въ особенности, въ че- 
твертомъ класс$ обучеюе счету постепенно принимаетъ уже бла- 
городное облачене математики, что характеризуется прежде всего 
переходомъ къ буквенному исчислен1ю. Буквами а, 6, с 
или х, у, 3 обозначаютъ каюмя-нибудь числа, хотя первоначально 
все-же цфлыя положительныя; надъ этими числовыми понят1ями, 
изображаемыми буквами, производятъ дЪйств1я, исходя изъ кон - 
кретнаго, нагляднаго содержатя, которое присваивается числамъ. 
Это представляетъь уже такой шагъ впередъ въ дЪлЪ абстракщи, 
что математика, собственно, именно и начинается 
съ ДБИСТВ1Й надъ буквами. Конечно, этотъ переходъ не 
долженъ совершаться въ школ$ внезапно; напротивъ, мы должны 
пручать юношу къ этой абстракцги постепенно. 

Но уже здфсь въ дЪлЪ обучен1я становится совершенно не- 
обходимымъ, чтобы самъ преподаватель былъ хорошо знакомъ съ 
логическими законами и основами счета и теор! и 
ц$лыхъ чиселъ, хотя бы ему естественно и не приходилось 
непосредственно сообщать ихъ ученикамъ. Займемся, поэтому, ры 


перь нзеколько подробнЪе ОСНОВНЫМИ законами счета. р 
5©? 
м, Основные законы ариеметическихъ дао 
<< 


Въ ход историческаго развит!я, конечно, долго. «иладывали 

и умножали, не отдавая себЪ отчета въ тЪхъ законе о, которымъ 
слфдуютъ эти операщи. Лишь въ 20-хъ и 30- хр РОдахь предыду- 
щаго столЪт1я, главнымъ образомъ, франтузо9” И ангийсюе ма- 
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тематики выяснили основныя свойства этихъ операщй, на чемъ 
я, впрочемъ, не буду здфсь останавливаться. Вто хочетъ озна- 
комиться съ исторей этого вопроса подробнЪе, тому я могу ре- 
комендовать здЪсь, какь буду это д$лать неоднократно ниже, 
большую „Энциклопед1ю математическихь наукъ“ *), а также ея 
французское издане, отчасти носящее характеръ второго пере- 
работаннаго издан1я **). Эта „Энциклопедля“ больше, чфмъ какое 
бы то ни было другое сочиневе, должна было бы найти себЪ 
М$ето во всякой школьной бибмотекЪ, потому что она даетъ 
возможность всякому математику, учителю въ томъ числф, орлен- 
тироваться въ любомъ интересующемъ его вопрос. Въ тому 
предмету, которымъ мы теперь занимаемся, относится первая 
статья Т тома ***) „Основы ариеметики“ Шуберта****), фран- 
цузское издан1е которой переработано Ж. Таннери (.. Таппегу) 
и \. Молькомъ (1. Мою). 

Возвращаясь къ нашей тем$, я имЪю въ виду теперь дЪи- 
ствительно перечислить Т$ пять основныхЪъ законовуъ, къ 
которымъ приводится сложен!е: 

1) а--6 всегда представляетъ собой число; 
иначе говоря, дз йств1е сложен1я всегда безъ вся- 
кихъ исключен!й выполнимо (въ противоположность вы- 
читан!ю, которое въ области положительныхъ чиселъ не всегда 
выполняется): 

и) сумма а--6 всегда однозначна; 

3) иметъ м%сто сочетательный, или ассоцта- 
тивный, законъ: (а 65) с=а--(-с), такъ что скобки 
можно и вовсе опустить; 

4) имъетъ м%сто перем стительный, или ком- 
мутативный, законъ: а о=ф--а. 


*) „ЕисуКюора@е 4ег табветайзсвеп М!1ззепзспайеп шй Ес и38 
Штгег Апмепаипсел“. [.е1р712. В. а. Теифпег, съ 1898 года; т. [ Вышивль 


весь, томы П—У[ выходятъ постепенно. о @° 
**) „Кисуоре@е 4ез Зе1епсез шапётайдиез ригез её ар и 

Раг1з (бац Ь1ег-У11!агз) и 1е1р7х (Теафпег), съ2190 ть. | 

выходить въ настоящее время. У 


***) | томъ посвященъ ариеметикЪ и алгебр» и выде подъ ре- 
дакщей В. Ф. Мейера (\. Ег. Меуег, 1896—1904); во франц. издаши | 
томъ редактируетъь Ж. Молькъ. 50° 

*ж**ж*) Н. Зспирегф. „СгапШахет аег Азов 
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5) имфетъ мзсто законъ монотонности: если 
> с, то аб >а-с. 

Эти свойства всф понятны безъ дальнёйшихъ пояснений, 
если мы имфемъ передъ глазами наглядное представлене о чи- 
слз, какъ о количеств$. Но они должны быть выражены строго 
формально, чтобы на нихъ можно было основать дальнфйшее раз- 
вит1е теорти строго логически. 

Что касается умножевнля, то здесь дфйствуетъ, прежде всего, 
пять законовъ, аналогичныхъ только-что перечисленнымъ: 

1) а.б всегда есть число; 

2) произведенте а.6 однозначно; 

3) законъ сочетательный: @а.(6.с) = (а.6).с=а.6.с; 

4) законъ перем$ стительный: а.6=6.а; 

5) законъ монотонности: если 6 с, то а.б > а.с 

Наконецъ, связь сложен1я съ умножен1емъ уста 
навливаетея шестымъ закономъ: - 

6) законъ распред$ лительный, или дистрибу- 
тивный: а.(6- с) =а.б--а.с. 

Что вс вычислеюня опираются исключительно на эти 11 
законовъ, можно себЪ легко уяснить. Я ограничусь простымъ 
примфромъ, скажемъ, умноженемъ числа 7 на 12; согласно за- 
кону распредзлительному, 

71.12 —17 (10-2) =70- 14; 
далЪе, если мы разобьемъ 14 на 10--4 (чтобы вывести „перене- 
сене десятковъ“), то, опираясь на законъ сочетательный, имЪемъ: 
70-|- (10-4) = (70-Е 10)--4 =80- 4 = 84. 

Въ этомъ короткомъ разсужденти вы, конечно, узнаете от- 
дфльные шаги, которые мы производимъ при вычислемяхъ въ 
десятичной систем$. Предоставляю вамъ самимъ разобрать при- 
мфры посложнфе. Мы здфеь выскажемъ только сводный резуль- 
тать: наши цифровыя вычислен1я заключаются во 
повторномъ прим$нен!1и перечисленныхъ ве 
одиннадцати основныхъ положений, а тако ВЪ 
прим$ нен!и заученныхъ наизусть резу  РАТОВЪ 
дфИств1й надъ простыми единицами (т ца Сло- 
жен!я и таблица умножен1я). А 

Однако, гдф же находятъ себЪ примЗнене в КОНЫ МОНО- 
тонности? Въ обыкновенныхъ, формальныхь` вычисленяхЪ мы 
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на нихъ дЪйствительно не опираемся, но они оказываются не- 
обходимыми въ задачахъ н%®еколько иного рода. Напомню вамъ 
зд$сь о перед$лк$, которую въ десятичномъ счет$ называютъ 
сокращеннымъ умножен1емъ и д$лен1емъ. это пр!- 
емъ величайшей практической важности, который, къ сожалЪн!ю, 
въ школ и среди студентовъ далеко еще недостаточно изв$- 
стенъ, хотя при случа о немъ говорятъ уже во второмъ класс$з; 
я здЪеь ограничусь только примромъ. Положимъ, что намъ нуж- 
но помножить 567 на 134, при чемъ въ этихъ числахъ простыя 
единицы установлены, — скажемъ, посредствомъ физическихъ из- 
м$решй,—лишь весьма неточно. Въ такомъ случа было бы со- 
вершенно безполезно вычислять произведен!е съ полною точно- 
стью, такъ какъ таковое все равно не гарантируетъ намъ точ- 
наго значетя интересующаго насъ числа. Но что намъ дЪйстви- 
тельно важно, это— знать порядокъ величины произведенля, 
т. е. опредзлить, въ пред$лахъ какого числа десятковъ или сотенъ 
число заключается. Но эту оцфнку законъ монотонности дъйстви- 
тельно даетъ вамъ непосредственно, ибо изъ него вытекаетъ, 
что искомое число содержится между 560.134 и 510.134 или 
между 560.130 и 510.140. Дальнфйшее развиле этихъ сообра- 
жешй я опять-таки предоставляю вамъ самимъ. Во всякомъ слу- 
чаз, вы видите, что при „сокращенныхъ вычислен1яхъ“ 
приходится постоянно пользоваться законами мо- 
НОТОННОСТИ. 

Что касается дЪйствительнаго примзненя всзхъ этихъ ве- 
щей въ школьномъ преподаванйи, то о систематическомъ изложе- 
ни всфхъ этихъ основныхЪ законовъ сложевня и умножетя не 
можетъ быть и р%чи. Учитель можетъ остановиться только на 
законахъ сочетательномъ, перем$стительномъ и распред$литель- 
номъ, и то только при переход$ къ буквеннымъ вычислениям, 
эвристически выводя ихъ изъ простыхъ и ясныхъ численных ь 


примфровъ. д 
дс” 
3. Логическ1я основы теор1и цълыхъ чисел. 


Если въ дфлф школьнаго преподаван1я мы, естественно, еще 
менЪе можемъ дойти до постановки болЪе тр вопросовъ, 
то въ современномъ математическом ъ Иизслдо- 
ван1и серьезные вопросы здъЪсь, соботвойю, и возникаютъ : 
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какъ обосновать эти законы, какъ обосновать по- 
нят1е о числ? Зд%сь я намЪренъ орлентировать васъ въ 
этомъ вопросф, оставаясь вЪрнымъ цфли настоящаго сочиненя — 
освЪтить матерлалъ школьнаго преподаван1я съ высшей точки 
зрзтя, и я дЪлаю это тфмъ охотнфе, что эти современныя идеи 
и помимо того проникаютъ къ вамъ со всЪхъ сторонъ въ течене 
вашихъ академическихъ занят й, между тЪмъ какъ психологиче- 
ская сторона этого дфла обычно не оговаривается въ той мЪръ, 
въ какой это необходимо. 

Что касается, прежде всего, саматго понят1я о числЪ, то 
корни его въ высшей степени трудно вскрыть. Легче всего ды- 
шится, быть можетъ, тогда, когда рёшаешься вовсе оставить въ 
сторонЪ эти трудныя вещи. За болЪе подробными указан1ями отно- 
сительно этихъ вопросовъ, очень усердно дебатируемыхъ филосо- 
фами, я вновь долженъ указать вамъ на приведенную выше статью 
французской энциклопед1и; здЪеь же ограничусь немногими замЪ- 
чанями. Очень распространена точка зря, что понят!е о 
числ т$ено связано съ понятемъ о послдовательности во вре- 
мени. Изъ представителей этого воззрзня укажу изъ философовъ 
Канта, изъ математиковъ —Гамильтона. Друте, напротивъ, 
полагаютъ, что понят!е о числ стоитъ ближе къ пространствен- 
нымъ представлешямъ; они сводятъ понят1е о числЪ къ одновре- 
менному созерцан1ю различныхъ предметовъ, находящихся въ про- 
странствз другъ подлВ друга. Наконецъ, третье направлене усма- 
триваетъ въ представлеши о числ$ выраженте особой спо- 
собности нашего духа, независимо стоящей рядомъ съ на- 
шими представлешями о пространств$ и времени, а, можетъ быть, 
и выше ихъ. Я полагаю, что эта точка зря хорошо выражается 
цитатой изъ „Фауста“, которую профессоръ Г. Миньковск!й*) 
приводитъ относительно чиселъ въ сообщени о новомъ его сочи- 
нен!и „Д1офантовы приближеня“: «5 

„@бшеп @Штгопеп Шег ш Етзашкей, ©° 
Ош зе Кеш Огф, пос мешеег еше {ей **)., © 

Если въ этой задачв мы имфемъ дёло болве съ? `Вопро- 

сами теор1и познан1я и психолог! и, то, в Яроблема 


\У 
А 


*) Н. М1п Ком Ку. „О1орвапИзеве Арона 
НИХЪ НЪТЪ НИ 


**) „Тамъ царятъ въ уединеши богини, вокругь 
какого мЗета, нЪтъ никакого времени“. мо 
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объ обосновании нашихъ одиннадцати законовъ мы стоимъ суще- 
ственно передъ вопросомъ логики. 


Мы здесь будемъ различать четыре точки зрёня. 


1. Первая точка, зрЪня, представителемъ которой я могу на- 
звать Канта, смотритъ на правила дЪйствй, какъ на непо- 
средственный результатъ воззрзюя (Апзейалате), при 
чемъ это слово въ наиболЪе широкомъ его значении нужно пони- 
мать, какъ „внутреннее воззр$ ние“, или интуицию. 


Впрочемъ, ЭТОТЪ ВЗГЛЯДЪ ОТиюЮДЬ Не сводится КЪ тому, что вся ма- 
тематика опирается на экспериментально контролируемые факты 


грубаго внфшняго опыта. Приведемъ простой примфръ. Законъ 

перем стительный доказывается ссылкой на при- 
[2 @ #5 веденную здфсь фигуру, въ которой соединены 

двЪ группы по три точки въ каждой, при чемъ мы 
49 @ 8 видимъ, что совокупность ихъ распадается также 

на три группы по двЪ точки въ каждой: 2.8==3.х%. 
Если на это, однако, возражаютъ, что, при сколько-нибудь значи- 
тельныхъ числахъ, это непосредственное воззрЪне уже не приво- 
ДИТЪ къ сознан1ю справедливости высказанной истины, то прихо- 
дится прибфгнуть кь закону совершенной индукции: 
если н$которое предложен1е справедливо для не- 
большихъ чиселт, и если, сверхъ того, оно оста- 
ется справедливымъ для числа и--1 всяк!й разъ, 
какъ оно справедливо для числа и, то оно справед- 
ливо вообще для всякаго числа. Это предложеше, им*- 
ющее интуитивное происхождене, дЪйствительно всегда помогаетъ 
намъ выйти за тф предзлы, въ которые насъ необходимо ставитъ 
конкретное воззрзше. На этой, приблизительно, точкз зря сто- 


ить также и Пуанкарэ въ своихъ извЪстныхъ философскихъ 
сочинен1яхЪъ. 


© 
Если мы хотимъ уяснить себ значен!е этого вопроса. 0бЪ 

обоснованйи одиннадцати основныхъ законовъ счета, то мы ‚Должны 
принять въ соображение, что, совмЪетно съ ариеметикой- на НИХЪ, 
ВЪ конечномъ счетз, покоится и вся математика. Мыие1 впадемъ, 
поэтому, въ преувеличене, если скажемъ, что, соглаеНО выяснен- 
ной сейчасъ точкВ зрЪня, Достовзрность в} его здан1я 
математики, въ конечномъ счеты опираотся на 


_ 
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воззр$нте (интуиц!ю), въ самомъ обычномъ смысл 
этого слова. 


2. Во вторую очередь мы приведемъ н®которую модифи- 
кац1ю первой точки зр%н!я. Она заключается въ томъ, 
что пытаются расчленить эти основные законы на значительно 
болфе мелюя ступени, такъ что на непосредственномъ воз- 
зрзн!и приходится основать только немноге простзйше слу- 
чаи, изъ которыхъ можно вывести остальные уже чисто логиче- 
ски, не прибфгая вновь къ воззрЪн1ю. Въ то время, какъ обычно 
чисто логическя операщи примЪзняются лишь по установлени 
названныхъ одиннадцати законовъ, здЪсь оказывается возможнымъ 
воспользоваться ими раньше, именно послф введенья упомяну- 
тыхъ болфе простыхъ предложенй. Граница, отд ляющая 
воззр$н1е отъ логики, отодвигается, и при томъ 
въ пользу посл дней. Эту точку зрзюя впервые провелъ 
Германъ Грассманнъ (Н. Отаззтапи) въ своемъ „УчебникЪ 
ариеметики“ *), выпущенномъ въ 1861 году. 


Въ качеств» примфра я укажу, что законъ перемститель- 
ности съ помощью совершенной индукщи можетъ быть выведенъ 
изъ закона сочетательности. Посл книги Грассманна слф- 
дуетъ указать сочинене итальянскаго ученаго Пеано *®) (Реапо) 
„Начала ариеметики, изложенныя новымъ методомъ“. Однако, не 
думайте по этому заголовку, что книга написана по латыни. На- 
противъ, она написана на собственномъ символическомъ языкЪ 
автора, который имфетъ ц$лью выд$лить каждый шагъ логическаго 
доказательства. Пеано имфетъ въ виду такимъ образомъ достиг- 
нуть гарант, что онъ дЪйствительно опирается исключительно 
на т положенмя, которыя онъ предварительно принялъ, и не 


*) Н. Сгаззшапи. „[.ейграсВ 4ег АтиИшейк Гаг вбБеге Гевгап- .^, 
зфает“. ВегИп, 1861. ВажнЪйпия главы отпечатаны въ полномъ собра-<; У 
ни математическихъ и физическихъ сочинешй Г. Грассманн В.Э , 

„Н. Сгаззш апоз 2еззатте йе табпетайзеве ипа рнузЖайзенес\® ет- 
Кеп“ (пегалзеесеЪ. у. Е. Епсе1), Ва. П,1 (Гериах, 1904), р. р. Сю 

*#*) Реапо. „Агпешейсае ргте1а поуа ше®ойе ехрозв”. Айет- 
ае Таогтогиат. Того, 1889. ЗамЪтимЪъ, что авторъ а ‚идею, изло- 
женную въ указанномъ выше сочинен!и, въ новой ни „Аг фтейса 
хепега]е е а1эефга еететбаге“ (1902). НО ННОЙ в5° идеографической 
системЪ. о 
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пользуется никакимъ другимъ интуитивнымъ матерталомъ. Онъ 
хочетъ избЪжать опасности, которую необходимо вноситъ обыкно- 
венный языкъ своими безконтрольными ассощащями идей и во- 
споминан1ями о наглядныхъ образахъ. Долженъ сказать вамъ къ 
тому же, что Пеано является главой цфлой школы, очень 
обширной въ Италии, которая такимъ же образомъ расчленяеть 
предпосылки каждой отд$льной математической дисциплины и ста- 
рается посредствомъ идеограф!и (по нёмецки Вест зе, пи- 
сан1е понятями) изслЪфдовать ея логическя концетици. 

3. Мы переходимъ теперь къ современному разви- 
т1ю этихъ идей, которое, впрочемъ, оказало уже свое влляне 
и на Пеано. Я разум$ю ту обработку учешя о числВ, которое 
кладетъь въ основу поняте о комплекс, или множеств $. 
Общую идею о комплекс — вы составите себЪ представлеше о 
широкомъ объемЪ этого поняття, если я скажу вамъ, что совокуп- 
ность всЪхъ цфлыхъ чиселъ, съ одной стороны, и совокупность 
всЪхъ точекъ отрфзка, сь другой стороны, представляютъ собой 
частные примЪры комплексовъ—эту общую идею впервые сдлалъ 
предметомъ систематическаго математическаго изслЪдовавя Ге- 
оргъ Канторъ (4. Кашог), профессоръ въ Галле; созданное 
имъ учен!е о комплексахъ, или множествахъ (Меп- 
эещейге), въ настоящее время значительно заинтересовало мо- 
лодое покол$не математиковъ. Позже я еще попытаюсь дать 
вамъ возможность заглянуть въ эту теортю; здЪеь же я ограни- 
чусь сл$дующей краткой характеристикой этой новой системы 
ариеметики: эта система старается свести свойства 
ц$лыхЪъ чиселъ и относящихся къ нимъ операц!й 
къ общимъ свойствамъ комплексовъ и связан- 
ныхЪ съ ними абстрактныхъ соотношен!йЙ; этимъ 
имфется въ виду достигнуть возможно болфе глубокаго и_00- 
щаго обосновашя теори цфлыхъ чиселъ. Въ качествь, тоне ера 
этого направленя я долженъ указать еще Р. Дедеки ин аа (В. 
Редекша), который въ своей небольшой, но весьма < содержатель- 
ной книжкз „Что такое числа и каково ихъ значе ож {6 2) впервые 
далъ такое обосноване ученя о пцлыхъ ма ”Къ этой точкЪ 

«9 

*) В. Редек!та. „Уаз эта ипа аб, Зоне Фе /аШеп“. Вгаяп- 

зспмех, 1888. 
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зр$зн1я по существу примыкаетъ и Г. Веберъ (Н. УеЪег) въ 
первой глав? 1-го тома „Энциклопедли элементарной математики“. 
Однако, оказывается, что развитл1е теорли становится при этомъ 
настолько отвлеченнымъ и мало доступнымъ, что въ ‘приложени 
къ третьему тому того же сочинетя авторъ былъ вынужденъ 
дать боле элементарное изложене того же предмета, оперирую- 
нее исключительно надъ конечными комплексами. На это 
приложенте я настойчиво обращаю вниман!е всЪхъ, кто интере- 
суется этимъ предметомъ. 

4. Наконецъ, въ заключен!е, я хочу привести еще чисто фор- 
мальную теор1ю числа, которая восходитъ еще до Лейбница и 
которая въ послЗднее время особенно выдвинута Гильбертомъ. 
ЕКъ ариеметикЪ относится въ этомъ смыелЪ его докладъ на треть- 
емъ международномъ математическомъ конгрессЪ въ Гейдельберг$ 
„Объ основахъ логики и ариеметики“*). Точка исхода здЪсь за- 
ключается въ сл$дующемъ. Если мы уже располагаемъ одиннад- 
цатью законами счета, то мы можемъ вести счетъ въ буквахъ 
а, 6, с, выражающихъ любыя числа, совершенно не считаясь съ 
тЪъмъ значенемъ, которое таковыя имфютъ, какъ числа. Или ясн$е: 
пусть а, 6, с...будутъь вещи безъ всякаго значенгя, вЪрн%е, 
вещи, о значени которыхъ намъ ничего неизв$стно. Положимъ 
также, что намъ все же извЪстно, что надъ ними можно производить 
операции согласно перечисленнымъ одиннадцати основнымъ поло- 
женямъ, хотя бы эти операши не имфли какого-либо извЪстнаго 
намъ содержан1я; тогда мы можемъ оперировать надъ этими объ- 
ектами совершенно такъ же, какъ и надъ обыкновенными числами; 
но при этомъ возникаетъ только вопросъ, не могутъ ли эти 
операц1и когда-либо привести къ противор ч!ю. 
Если обыкновенно говорятъ, что опытъ обнаруживаетъ суще- 
ствован1е чиселъ, для которыхъ перечисленныя правила имФютъ 
мъето, и что въ этихъ правилахъ, сл$Здовательно, нётъ противо- „5 
ря, то теперь, когда мы отказываемся отъ реальнаго значення” 
этихъ символовъ, такого рода ссылка на наглядное продставхене 
уже недопустима. Вм$ст$ съ тёмъ возникаетъ совершенно. новая 
задача доказать чисто логически, что при любыхъ операкбяхь надъ 


+) 0. АЕБ ыы „Оъег @1е бгапасеп ег Ъо21К а. САН тейкя . Уег- 
Вапапхеп @ез Ш пфегпайопаеп Мабпета&Кег- Копа ш Неаеегх 
уоп 8 №15 13 Аиси8ё 1904 (лшерих, 1905), р. р. 174 44” 


нашими символами согласно перечисленнымъ одиннадцати основ- 
нымъ законамъ, мы никогда не придемъ къ противор$чию, т. е. 
упомянутые одиннадцать законовъ логически совмЪетны (с0пз1- 
зфепб). Если мы вначалЪ, при изложевши первой точки зрЪея, 
сказали, что достов$рность математики покоится на существовани 
наглядныхъ объектовъ, для которыхъ имфютъ м%сто ея законы, то 
представитель настоящей формальной точки зрён1я усматри- 
ваетъ достов$рность математики въ томъ, что 
основные ея законы, съ чисто формальной точки 
зр$н1я, независимо отъ ихъ нагляднаго содержа- 
н1я, представляютъ логически ц%льную систему, 
не содержащую противор$ чия. 

Для выясненмя и оцнки этой новой точки зря я долженъ 
сдфлать еще н$еколько зам чанйй. 

а) Гильбертъ формулировалъ эти идеи по отношен1ю къ 
ариеметик$ и началъ ихъ разрабатывать, но онъ отнюдь не далъ 
полнаго развитя ихъ. Посл упомянутаго доклада онъ еще разъ 
возвратился къ этому предмету въ одной лекщи, но больше этими 
вопросами не занимался. Мы можемъ, сл$довательно, сказать, что 
здфсь мы имЪемъ передъ собой только программу. 

Ъ) Попытка совершенно изгнать воззр%:е и удержать только 
логическое изслЗдоване представляется мнф въ полной мЪфрЪ не- 
осуществимой. Н$который остатокъ, нф который мини- 
мумъ интуиц1и всегда долженъ сохраниться, и эти 
остаточныя интуитивныя представления мы необходимо должны 
соединять съ символами, надъ которыми оперируемъ, даже уже 
потому, что мы должны эти символы постоянно вновь узнавать, 
— хотя бы этотъ остатокъ и сводился только къ внЪшнему виду 
нашихЪ символовъ. 

с) Но примемъ даже, что поставленная задача, дВйствительно 
безупречно разр$шена, что обнаружено чисто логически отеут- 
стве противорзя въ нашихъ одиннадцати основныхъ подоже- 
няхъ. Но тогда все еще остается мЪсто возражен!ю, ме озорому Я 
придаю наибольшее значенше. Нужно себф уяс он ЕТЬ, ЧТО. 
эти соображен1я собственно обоснован! я арие- 
метики еще отнюдь не даютъ, и что ЭТОомМЪ по- 
рядк $ идей его и нельзя провести, Именно, совершенно. 
невозможно чисто логическимъ путемъ показать, что законы, въ 
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жоторыхъ мы обнаружили отсутетве логическаго противорЪ‘ая, 
дфиствительно имфютъ силу по отношеню КЪ числамъ, етоль хо- 
рошо намъ извЪетнымъ эмпирически, что неопред®ленные объекты, 
о которыхъ зд$сь идетъ рЪчь, могутъ быть отождествлены съ 
реальными числами, а сопряженя, которыя мы производимъ,—съЪ 
реальными эмпирическими процессами. Что здфсь дЪйствительно 
достигается—это только расчленен1е обширной задачи 
обоснован1я ариеметики, мало доступной по своей 
сложности, на ДвЁ части; первая часть представляетъ 
собой чисто логическую проблему установленя независимыхъ 
другъ отъ друга основныхъ положенй, или аксломъ, и доказа- 
тельства ихъ независимости и отсутетвя противор$я. Вторая 
часть задачи относится скорЪе къ теорти познаня и въ изв стной 
мЪзрЪз выражаетъ примЪнене названныхъ логическихъ изслздо- 
вай къ реальнымъ соотношеютямъ; къ разработкЪ этой второй 
задачи, строго говоря, еще не приступлено, хотя для ДЪЙстви- 
тельнаго обоснован1я ариеметики и она необходимо должна быть 
исчерпана. Эта вторая часть вопроса представляетъ крайне глу- 
бокую задачу, трудность которой коренится въ общихъ пробле- 
махъ теор1и познаня. Быть можетъ, я выражу наиболЪе ясно 
постановку этого вопроса, если выскажу нЪсколько парадоксальное 
утверждене, что всяюмй, который признаеть чистой матема- 
тикой только чисто логическое изслЗдоване, необходимо вынуж- 
денъ будетъ отнести вторую часть проблемы обосноватя ариеме- 
тики, а вмфетф съ этимъ, стало быть, и самую ариеметику, къ 
прикладной математик$. 

Я считаю необходимымъ отчетливо все это здфсь указать, 
такъ какъ въ этомъ именно пункт наиболфе часто возникаютъ 
недоразумЪн1я велфдств1е того, что многе просто не зам5чаютъ 
существовая этой второй задачи. Гильбертъ самъ отнюдь 
не стоитъ на этой точкё зрзшя, и мы не можемъ признать ни, ^ 
одобреюмй ни возраженй его теорли, которыя исходятъ изъ такогд>`” 
именно допущеня. Томэ (Тпошае), профессоръ въ ВЪи$, остро- 
умно назвалъ людей, стоящихъ на почвЪ этихъ чисто аботрактно 
логическихъ изслздованй о вещахъ, ничего не обозначающихт, И 
о предложеняхъ, ничего не выражающихт, которые, \7 экимъ обра- 
зомъЪ, не только забываютъ эту вторую проблему;) но вмЪоть съ 
ней и всю остальную маломатику, — мыслитедями безъ мысли; 


конечно, это ироническое зам$чан1е не можетъ относиться къ ли- 
цамъ, которыя занимаются этого рода изел$дованями попутно, 
рядомъ съ многочисленными другими вопросами. 

Въ связи съ этими разсужденями объ основахъ ариеметики, 
обзоръ которыхъ я вамъ изложилъ, я хочу представить вашему 
вниманю еще н%Ъкоторыя соображеня общаго характера. Много- 
кратно высказывалось мнЪн!е, что обучене математик» можно и 
даже должно вести строго дедуктивно, полагая въ основу ц$лый 
рядъ акаомъ и развивая изъ него все остальное строго логи- 
чески. Этоть премъ, который такъ охотно поддерживаютъ исто- 
рическимъ авторитетомъ вклида, однако, отнюдь не соотв$т- 
ствуетъ историческому ходу развит1я математики. Напротивъ, въ 
дфйствительности математика развивалась подобно дереву, которое 
разрастается не путемъ тончайшихъ развфтвленй, идущихъ отЪ 
корней, а разбрасываетъ свои вЪтви и листья вширь и вверхъ, 
распространяя ихъ зачастую внизъ, къ корнямъ. Совершенно такъ 
же и математика, оставляя образное выражеше, начала свое раз- 
вите съ опредФленнаго пункта, соотвЪтствовавшаго, скажемъ, 
здравому челов$ческому смыслу, и по м$р$ того, какъ мы вос- 
ходили къ новымъ и новымъ познанямъ, мы одновременно опу- 
скались также и внизъ къ изслфдованю основатй науки. Такъ, 
напримЪръ, мы стоимъ теперь относительно основанй на совер- 
шенно другой точкЗ зрфня, чЪмъ та, которой придерживались 
изслЗдователи н%фсколько десятковъ лЪтъ тому назадъ; точно такъ 
же то, что мы выдаемъ за посл$дюе принципы, черезъ короткое 
время сд$лается пережиткомъ, такъ какъ послфдея истины 0у- 
дутъ все глубже и детальнЪе расчленяться и приводиться къ бол$е 
общимъ положенямъ. Въ основныхъ изсл дован1яхЪ въ 
области математики не можетъ быть и конечнаго 
перваго начала, которое могло бы служить абсо- 
лютной исходной точкой для преподаваня. «У 

Я хот$Злъ бы сдфлать еще одно замВчанте, касающееся @тво- 
шея между логической и интуитивной математикой, между Чи- 
стой и прикладной математикой. Я имзлъ уже случай уномянуть, 
что въ школ$ приложене съ самаго начала, сопронождаеть обу- 
ченте ариеметик$, что ученикъ не только должен, понимать пра- 
вила, но долженъ также учиться дЪлать изУоНИХЬ то или иное 
употреблеше. Такъ оно нормально должно” было оставаться и 


всюду, гдЪ идутъ занят1я математикой. Чисто логическя концепции 
должны составить, такъ сказать, твердый скелетъ орга- 
низма математики, сообщающий ей устойчивость и достовр- 
ность. Но самая жизнь математики, важнЪйпия наведения и ея про- 
дуктивность относятся преимущественно къ ея приложен!ямъ, 
т. е. къ взаимнымъ отношенямъ ея абстрактныхъ объектовъ ко 
вс$мъ другимъ областямъ. Изгнать приложене изъ математики 
значило бы то же самое, что искать живое существо съ одной 
только костной основой безъ мускуловъ, нервовъ и сосудовъ. 

Въ дфл$ научнаго изслЪдованя будетъ, конечно, всегда оста- 
ваться раздфлене труда между чистой и прикладной наукой, но, 
если только мы хотимъ сохранить здравое соотношене, мы должны 
заботиться о непрерывной связи между этими сторонами дФфла; 
здфсь же я хот$лъ бы съ особенной силой подчеркнуть то обстоя- 
тельство, что въ школ такого рода разд ленте труда, 
такого рода спец1ализац1я отдзльнаго учителя 
совершенно невозможна. Вообразите себЪ, наприм$ръ,— 
чтобы это р®зко выразить,—въ какой-либо школ% учителя, кото- 
рый трактуетъ числа, какъ символы, лишенные значеня; другого, 
который ум$етъ изъ этихъ ничего не означающихъ символовъ 
выполучить наглядныя числа; наконецъ, третьяго, четвертаго, пя- 
таго, которые владЗютъ приложенями этихъ символовъ въ гео- 
метрли, механикЪ, физикЁ. Представьте себф, что въ распоряже- 
н1е воБхъ этихъ различныхъ учителей будутъ предоставлены уче- 
ники. Вы понимаете, что такимъ образомъ дЪло обученя не мо- 
жетъ быть организовано; этимъ путемъ предметъ не можетъ 
быть усвоенъ учениками, а различные учителя не смогутъ пони- 
мать другъ друга. Потребности школьнаго преподаван1я, такимъ 
образомъ, предполагаютьъ изв стную разносторонность 
каждаго учителя, умЪнье довольно широко ортентироваться 
въ области чистой и прикладной математики въ самомъ широком, 
смысл$ этого слова; этимъ путемъ учитель долженъ всегда сбз- 
давать коррективъ противъ слишкомъ мелкаго расщепленя науки. 

Я возвращусь здёсь еще разъ къ упомянутымъ ух 8’выше 
дрезденскимъ предложенямъ, чтобы дать практическов” напра- 
влен!е вс$мъ посл$днимъ замфчанямъ. Въ этихт ‘предложешяхь 
мы настаиваемъ на томъ, чтобы прикладная махематика, которая 
съ 1898 года введена въ испыташе на званле” учителя, какъ 
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особая спещальность, была признана необходимой со- 
ставной частью каждаго нормальнаго математи- 
ческаго образования, чтобы, такимъ образомъ, удостов$ре- 
не въ правЪ преподаванйя чистой и прикладной математики вы- 
давалось всегда совмЪстно. Наконецъ, упомянемъ также, что пе- 
дагогическая коммисс1я въ такъ называемой меранской программЪ 
ставить цфлью обученя математик въ выпускномъ классЪ*“). 
Эта цЪль должна быть троякаго рода: 

1) научный обзоръ систематическаго построеня математики; 

2) умЪнье толково справляться съ численной и графической 
разработкой отдзльныхЪъ задачъ; 

3) н$ёкоторое ознакомлеше съ значешемъ математической 
мысли въ естествознани и современной культурЪ. 

Ко веБмъ этимъ резолющямъ я присоединяюсь съ глубочай- 
шимъ убЪждешемъ въ ихъ правильности. 


4. Практика счета съ ц$лыми числами. 


Посл отвлеченныхъ разсужденй, которыми я преимуще- 
ственно занимался до сихъ поръ, я обращусь къ конкретнымъ ве- 
щамъ, именно— исключительно къ вы числен!1ямъ, производи- 
мымъ надъ числами. Изъ литературы, дающей возможность въ 
этомъ вопросЪ орлентироваться, я прежде всего укажу опять-таки 
на статью въ энциклопед1ли по этому предмету, принадлежащую 
Р. Мемке “*). Я лучше всего дамъ вамъ обзоръ относящихся сю- 
да вопросовъ, если сначала изложу вамъ планъ этой статьи. 
Она распадается прежде всего на двЪ части, именно: А. Учеше о 
точныхъ вычислен1яхъ; В. Учеше о приближенныхъ вычисленяхъ. 
Къ отдфлу А принадлежатъ всЪ методы, облегчающие точныя дЪй- 
стыя надъ большими числами, какъ, напримзръ, удобное располо- 
жене тфхъ или иныхъ схемъ въ вычисленши, таблицы произведенй 
и квадратовъ, въ особенности же счетныя машины, которыми мы сей» 


у 
сз вы. НЕА БА. 25° 
*) ВеогтуогзсШасе [г еп шайй. ии пафбаглу. ОтбеггсВ тре све 
ег Уегз. 4. Хаба огзевег и. Аег24е ха Мегам (1е1р71х 1905). ОТоть отчетъ 
напечатанъ также въ общемъ отчетЪ коммисаи на стр. 08. (см. нашу 
ссылку въ № 479, на стр. 529); свъдЪюшя о немъ юн найти также 
въ книгь Кет-зевиптасКк, на стр. 208 (см нашу, ы у въ № 419, на 
стр. 530). < 


**) В. МейшКе. „ХатегзеВез Восниен" Оби, Ва. Г, Тей 2 
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часъ займемся подробн%е. Въ отдЪлЪ В, напротивъ, вы найдете раз- 
работку всЪхъ тзхъ премовъ, которые имЪютъ въ виду опред$лить 
только порядокъ величины результата, т. е. установить первыя 
значаная его цифры. Сюда относятся таблицы логариемовъ и ана- 
логичныя средства вычисленя, какъ, наприм$ръ, счетная линейка, 
которая, строго говоря, предетавляетъ собой только графическую 
таблицу логариемовъ, особымъ образомъ приспособленную, и, на- 
конецъ, многочисленные графическе методы. Кром этого рефе- 
рата, я могу еще рекомендовать вамъ небольшую книгу Лю рота— 
„Лекщи о ычисленяхъ, производимыхъ надъ числами“ *), которая 
написана знатокомъ дЪла и при прлятномъ изложени даетъ возмож- 
ность быстро ор1ентироваться въ вопрос$. Изъ всего того, что отно- 
сится къ вычисленямъ, производимымъ надъ цзлыми числами, я на- 
мЪренъ описать вамъ подробн$е счетную машину, которую въ насто- 
ящее время въ весьма разнообразныхъ конструкщяхъ можно найти 
въ любой болЪе или менЪе значительной конторЪ и которая практи- 
чески дъйствительно имЪетъ весьма большое значене. Въ нашемъ 
кабинет математическихъ моделей имЪется экземпляръ одного изъ 
наиболфе распространенныхъ типовъ, такъ называемой „Вгап з- 
у15а“, которая изготовляется фирмой „@тилте МабаП$ ипа Со.“ 

ВЪ т Это одна изъ наиболфе универсальныхъ и въ то 
же время изъ наиболЪе простыхъ машинъ; хотя это и не лучигая ма- 
шина, но она имЪетъ то большое преимущество, что она сравни- 
тельно дешева—она стоить только отъ 200 до 300 марокъ. Въ 
первоначальномъ своемъ видЪ она была изобрЪтена русскимъ ма- 
тематикомъ Однеромъ и долгое время была извЪетна подъ на- 
звапемъ ариемометра (рис. 1). Устройство этой машины я 
хочу вамъ объяснить здесь, въ видВ примфра, нёсколько подроб- 
нёе; описате другихъ конструкшЙй вы найдете въ упомянутыхъ 
выше сочиненмяхъ. Конечно, по моему описаню вы только Въ 
томъ случа д$йствительно поймете устройство машины, свели 
вы потомъ къ ней присмотритесь и сами на ДЪлз ознакймитесь 
съ ея функщями. Машина находится въ вашемъ распоряжен!и 
послъ вы. Что касается, прежде всего, ыы вида ма- 


ыы © 
*) К. Гигоб В. „Уоезапеет йрег с Весппеп“. Веро, 
1900. 
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щимъ образомъ. Къ довольно большой кр$икой коробкз (бара- 
бану) снизу прикрзпленъ меньший продолговатый футляръ (ка- 
ретка), которая можетъ передвигаться вдоль по барабану впе- 
редъь и назадъ. Съ правой стороны съ барабана выступаетъ ру- 
коятка, которую можно крутить рукой. На барабан сдЪлано нз- 
сколько продолговатыхъ прорЪзовъ, вдоль каждаго изъ которыхъ 
сверху внизъ нанесены цифры 0, 1, 2,...,9. Изъ каждаго 
прор$за выступаетъ спица 5, которую можно установить про- 
тивъ любой изъ этихъ цифръ. Каждому изъ этихъ прор$зовъ от- 
взчаетъь на каретк$ отверсте, въ которомъ можетъ появиться 
цифра. Я полагаю, что устройство машины вамъ выяснится луч- 
ше всего, если я опишу вамъ выполнене какого-нибудь вычи- 
слешя и выясню, какъ его производитъ машина. Выбираю для 
этого умножене. 


Прлемъ заключается въ сл$дующемъ. Прежде всего 
нужно поставить при помощи спицъ, выступаю- 
щихъ изъ барабана, множимое. Это значитъ, что нужно 
поставить сначала первую спицу съ правой стороны на цифру, 
стоящую въ разряд единицъ, вторую—на цифру въ разрядЪ де- 
сятковъ и т. д. Вс остальныя спицы остаются на нуляхъ. Ебуи 
12 есть множимое, то первая спица справа должна быть: ‚Чюста- 
влена на 2, вторая на 1, а остальныя остаются на нуляхь ис. 2): 

Теперь повернемъ рукоятку слфва` направо 
на одинъ оборотъ. ‘Тогда внизу, въ отвероар каретки, 
появится множимое. Стало быть, въ нашемъ. `случаз появится 
двойка въ первомъ отверстии справа, сдинии - 
въ остальныхъ останутся нули. Одновремейно” съ этимъ на счет- 
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чикЪ, цифры котораго появляются въ ряд$ отверстий, пом$ща- 
ющихся съ лФфвой стороны каретки, появляется единица, показы- 
вающая, что мы повернули каретку одинъ разъ (рис. 3). Если 
мы вообще имфемъ однозначный множитель, то 
рукоятку нужно повернуть столько разъ, сколько 
во множител$ единицъ. Вм$ест$ съ ТЁМЪ МНОЖИ- 
тель появится на каретк$ съ л$вой стороны, а про- 
изведен1е — съ правой. 

Какимъ же образомъ аппаратъ воспроизводитъ этотъ ре- 
зультать? Прежде всего, внизу въ кареткВ, съ лЪвой стороны, 
подъ отверст1емъ счетчика, прид$лано счетное колесо, на 
перифер!и котораго, на равныхъ разстоямяхъ, нанесены цифры 
0, 1, 2,...,9, при чемъ, при помощи передачи зубчатыми 
колесами, счетное колесо совершаетъ одну десятую оборота, когда 
рукоятка дЪлаетъ цфлый оборотъ, такъ что цифра, находящаяся 
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наверху колеса подъ отверстемъ каретки, дЪйствительно пока- 
зываетъ число оборотовъ рукоятки, т. е. показываетъ множитель. 

Что касается умноженя, то для его производства подъ 
каждымъ отверстемъ съ правой стороны каретки пом$щается 
счетное колесо такой же конструкщи. Но какимъ образомъ 
оказывается, что теперь при оборот® рукоятки въ приведенном) 
выше примр одно колесо проскакиваетъ на одну единипу, 
второе въ то же время на двЪ единицы? ЗдЪфсь, собственно, и 
находить себЪ примЪнене конструктивная особенность ‘Машины 
„Вгипзу1о'а“. Именно, подъ каждымъ прор$зомъ барабана нахо- 
дится плоское колесо (двигательное колесо) ‘въ нему при- 
дфлано девять зубцовъ, которые могутъ Двигаль въ радлаль- 
номъ направлени. По краю плоскаго круга, ‘Движется кольцо А 
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(рис. 4 и 5), поворачивающееся, когда мы переставляемъ спицу 5, 
о которой была рЪчь выше; именно, смотря по мъткф, на кото- 
рую мы ставимъ спицу 5 на прорфзЪ, наружу выскакиваютъ 
0, 1, 2,..., или 9 подвижныхъ зубцовъ (на рис. 4 выдвинуты 
два зубца). Эти зубцы непосредственно попадаютъ подъ соотв$т- 
ствующее отверстте счетнаго колеса, и поэтому при одномъ 
оборот рукоятки каждое двигательное колесо 
поворачиваетъ соотв$тствующее счетное колесо 
каретки на столько единицъ, сколько въ немъ вы- 
скочило зубцовтъ, т. е. сколько указываетъ цифра, 
на которую мы установили соотв$ тетвующую 
спицу 5. 

Сообразно этому, въ указанномъ выше примЪрЪ, если мы 
начинаемъ съ нулевого положення, посл одного поворота руко- 
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Рис. 3. 


ятки колесо единицъ должно повернуться на дв$ единицы, колесо 
десятковъ на одну, и на каретк$ появится 12; при второмъ пово- 
ротз рукоятки колесо единицъ вновь повернется на 2, колесо 
десятковъ на 1 единицу, и машина покажетъ 24. Такимъ же 
образомъь послф трехъь и четырехъ оборотовъ рукоятки мы по- 
лучимъ 36 —=3.12 и 48 ==4. 12. 

Теперь повернемъ рукоятку въ пятый разъ. Согласно тому, 
что было объяснено выше, колесо единицъ повернется Нас) ВЪ 
единицы и остановится, слфдовательно, на нулф, колесо ; в десят- 
ковъ должно повернуться на одну единицу и стать сы такъ 
что мы получили бы неправильный ие 50 вмъсто 
5.12 =60. Когда мы дЪйствительно будемъ она ру- 
коятку, то на кареткЪ незадолго до конца поворО ота дфиствительно 
появится 50; но, когда мы доведемъ оборот “Зо конца, То ВЪ 
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послёдюй моментъ цифра м$няется на 6, такъ что появляется 
правильный результатъ. ЗАФЗсь произошло, слЪдовательно, еще 
кое-что, чего мы не описали— процессъ, представляющий наи- 
болфе тонмй пунктъ при устройств каждой счетной машины, — 


Рис. 4. 


такъь называемое перенесение десятковъ. Принципцъ, при помощи 
котораго эта задача разр$шается, заключается въ сл$дующемъ: 
когда одно изъ счетныхъ колесъ каретки (въ нашемъ примЪр$ — 
колесо единицъ) проходитъ черезъ 
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ющее счетное колесо такъ, что 
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себЪ выяснить, только непосред- Рис. 5. ке: 
ственно разсмотр$въ самый ап- а 
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паратъ. Останавливаться на этихъ деталяхъ тёмъ ‘боле нец%ле- 
сообразно, что именно въ дЪл$ перенесен1я десятжовъ въ маши- 
нахъ различныхъ системъ находятъ себ примфнене друге прин- 
у” 
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ципы. Тмъ не мене я очень рекомендую вамъ разсмотр$ть нашу 
машину, какъ примфръ чрезвычайно остроумной конструкщи. 
Въ нашей коллекци имфются особые экземпляры отдфльныхЪ со- 
ставныхъ частей машины „Вгипзу а“, которыя въ составленной 
машинЪ почти не видны. Вы можете, такимъ образомъ, составить 
себЪз вполнф ясное представлене объ устройств машины. 


ДЪиств!е машины, насколько мы съ нею до сихъ поръ 
познакомились, мы можемъ выразить однимъ словомъ, если мы 
назовемъ ее машиной сложент!я въ томъ смыелЪ, что она, 
при каждомъ оборотЪ рукоятки, прибавляетъ къ числу, стоящему 
справа внизу каретки, множимое одинъ разъ. 


Наконецъ, я хочу еще въ общихъ чертахъ описать то при- 
©пособлене, которое даетъ возможность быстро оперировать также 
©ъ многозначными сомножителями. Если бы намъ нужно было 
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Рис. 6. 


умножить 12 на 15, то мы должны были бы, сообразно выяснен- 
ному прему, повернуть рукоятку 15 разъ. КромЪ того, если бы 
мы пожелали, чтобы съ лЪвой стороны на счетчик появился 
весь множитель, то и къ счетчику должно было быть придзлано 
приспособлене для счета десятковъ. То и другое устраняется 
слфдующимъ образомъ. Мы выполняемъ сначала умножене нахЪ, 
такъ что на каретк$ появляется съ правой стороны вы. СЪ 
лЪъвой стороны —5. Теперь мы передвигаемъ каретку 
на одинъ разрядъ направо; при этомъ счетное колесо 
единицъ выключается, колесо же десятковъ устанавливается подъ 
прор$зомъ для единицъ въ барабанЪ и т. д.; `В” то же время 
на лзвомъ концЪ на счетчик вм$ето колеса. едивиць приходитъ 
въ соединене съ рукояткой колесо десятков.” Если поэтому мы 
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повернемъ теперь рукоятку одинъ разъ, то сл$ва появляется 
единица на м$фетЪ десятковъ, такъ что мы можемъ прочесть 15. 


Справа же производится сложене не въ порядкЪ а ВЪ 
а т. е. къ 60 прибавляется 120: прибавляемая двойка 
переносится на колесо десятковъ, а единица — на колесо сотенъ. 
Вы видите, такимъ образомъ, что этотъ прлемъ представляетъ 
собой машинное осуществлене того процесса, который мы про- 
изводимъ, когда дълаемъ умножеюше на письм$, именно, когда мы 
подписываемъ посл$довательныя частныя произведен1я одно подъ 
другимъ, постепенно отодвигая ихъ каждый разъ на одинъЪ 
знакъ влЪфво. Совершенно такимъ же образомъ мы всегда 
производимъ умножеюше съ многозначными числами, подвигая 
послЪ обыкновеннаго умножения на единицы каретку посл$лдо- 
вательно на одинъ, на два, на три разряда направо и повора- 
чивая послф этого рукоятку соотв тственно столько разъ, сколько 
въ множителЪ есть десятковъ, сотенъ и т. д. 


порядкЪ 


Какъ производятся при помощи машины другя вычисления, 
вы можете непосредственно видЪть на аппарат. ЗдЪсь достаточно 
будетъ замфтить, что вычитан!е и дфлен1е произво- 
дятся вращен1емъ рукоятки въ обратную сторону. 

Позвольте мн еще указать, подводя итогъ всему ска- 
занному, что теоретичесяй принципъ этой машины совершенно 
элементаренъ и представляетъ только практическое осуществле- 
н1е правилъ, которыми мы обычно пользуемся при механиче- 
скомъ вычислен!и. Конечно, чтобы машина вполнф надежно функ- 
ц1онировала, чтобы всЪ части были точно прилажены, чтобы не 
было мертвыхъ точекъ, при которыхъ могла бы произойти оста- 
новка во вращени счетныхъ колесъ, все это задача конструк- 
тора и механика, изготовляющаго машину. у 


Остановимся еще на минутку на общемъ знач ел И 
того факта, что дЪйствительно существуютъ счетныя 1 машины, 
которыя освобождаютъ математика отъ чисто механических 
вычисленй и которыя выполняютЪъ ихъ гораздо быстро и 6бо- 
ле безошибочно, такъ какъ машина свободна отъ “случайныхь 
ошибокъ, съ которыми всегда можетъ быть сопряжено бЪглое вы- 
числене. Самое существован!е такого рода 1 машины 
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можетъ служить для насъ подтвержден1емъ того, 
что для производства вычислен1й существенным 
является не значен1е ц$лыхъ чиселъ, а формаль- 
ныя правила, по которымъ они совершаются, ибо 
машина можетъ сл$довать только этимъ правиламъ — такъ она 
устроена, —но натляднаго представленая о значении чиселъ она 
имЪть не можетъ, Врядъ ли можно считать случаемъ то обето- 
ятельство, что такой человЪкъ, какъ Лейбницъ, который былъ 
въ такой же мБ5рЪ абстрактнымъ мыслителемъ перваго ранга, 
какъ и человЪкомъ выдающихся практическихъ дарований, является 
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д 
одновременно какъ отцомъ чисто формальной математики, Фа 
и изобр$тателемъ первой счетной машины. Его машина с рис. 7} 
еще по настоящее время представляетъ одно изъ наибблье ЦЪн- 
ныхъ достояюй музея ВКестнера въ Ганновер. Хотя это исто- 
рически и неудостов$ рено, но я склоненъ допусиФь, что Лейб- 
ницъ имфлъ въ виду изобрЪтенемъ счетной‹ кашины не только 
достигнуть практическихъ значенй, но н Жрко освЪтить строго 
формальный характеръ математическихъ вичисленй. 
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Само собою разумфется, однако, что Лейбницъ отнюдь 
не былъ склоненъ изобр$теюмемъ счетной машины умалить зна- 
чен1е математической мысли, а между тЪмъ такого 
рода выводы иногда приходится слышать. „Если“, говорятъ, „дф- 
ятельность науки можетъ осуществляться также машиной, то на 
эту науку, конечно, немного можно поставить, и роль ея неизбЪж- 
но должна быть совершенно второстепенной“. Однако, на такого 
рода аргументащю достаточно возразить, что математикъ, когда 
онъ самъ оперируетъь надъ числами и формулами, отнюдь не 
представляетъ собой только жалкой коши непогрёшимой маши- 
ны,— что онъ ни въ какомъ случа не является „мыслителемъ 
безъ мысли“ по выраженю Томэ. Напротивъ, онъ самъ себЪ 
ставитъ задачи, им$юпая опред$ленную и полезную ц$ль, и раз- 
р%шаеть ихъ всяюй разъ новыми, своеобразными прлемами 
Онъ изобрзлъ счетную машину только для того, чтобы освободить 
себя отъ н%®которыхъ операщй, постоянно повторяющихся въ 
однообразной послФдовательности; и что нужно менфе всего за- 
бывать, математикъ ее изобрзлъ, и математикъ посто- 
янно ставитъ ей на разр шене задачи. 

Позвольте мн% закончить пожеланемъ, чтобы со счетной 
машиной, въ виду большого значеня, которое она прлобртаетъ, 
познакомились боле широюме круги; въ настоящее время ее, къ 
сожалЪфн!ю, знаютъ еще весьма немноте. Прежде всего же съ нею 
долженъ, конечно, познакомиться учитель; я не могу не высказать 
пожелан1я, чтобы каждый ученикъ въ старшемъ класс$ средней 
школы имфлъ возможность хоть разъ посмотр$Зть эту машину. 


П. Первое расширене понят1я о числ$. 


Мы намфрены теперь оставить цфлыя числа и въ настоя- 
щей главЪ$ перейти къ расширентю понят1я о числЪ. Въ школЪ 
этотъ процессъ разд$ляютъ обыкновенно на слздующия ступени. 

1. Введенте дробей и дзйств1я надъ ними. 

2. Посл ознакомлен1я съ началами буквен- 
наго исчислен1я сл$дуетъ изложен1е теор1и от- 
рицательныхъ чиселъ. 

3. Боле или мене подробное развит1е по- 
нят!1я объ иррацтональномъ числ$ на прим$рахъ 
по различнымъ поводамъ;: вм$ст® съ этимъ уста- 
навливается представлен!е о совокупности всё хъ 
вещественныхъ чиселъ. 

Совершенно безразлично, начинать ли съ пункта перваго 
Или со второго. Мы предпочитаемъ посл$днее. 


1. Отрицательныя числа. 


Начнемъ съ одного замЪчанля, относящагося къ термино- 
лои. Въ школф положительныя и отрицательныя числа обыкно- 
венно называютъ „относительными“ числами, въ противоположность 
„абсолютнымъ“ (положительнымъ); между т$мъ въ университет® 
эта манера выраженя не принята. Въ школз т$ же относи- 
тельныя числа называютъ также „алгебраическими“ Е че? 
— терминъ, который въ университет мы употребляемъ ВБ) со- 
вершенно иномъ смыслф. дс” 

Что касается происхожденя и введен1я отрицательныхь ЧИ- 
селъ, то относительно фактическаго матерала я. \ ору быть кра- 

№ 


*) Относительно этой терминолоти см. Ме, „Наир$8е ег 
Нететагтафпешай к“, 19 АмйИ., ВегИт, 1795, $. 


35 


токъ: этими вещами вы владфете свободно и, во всякомъ случа», 
по моимъ указапямъ вы легко въ нихъ орентируетесь. БолЪе 
подробное изложене вы найдете, помимо книги Вебера- Вель- 
штейна, также въ сочинения Г. Буркгардта „Алгебраичесюй 
анализъ“ *). Послзднюю книгу легко также пр1обрЪети, такъ 
какъ она невелика. 

Ближайшимъ поводомъ для введеня отрицательныхъ чи- 
селъ является, какъ извфетно, требованте сд лать вычита- 
н1е операцтей, выполнимой во восБхъ случаяхъ. 
Если а<ф, то въ области натуральныхъ чиселъ разность а— 6 
не имфетъ смысла. Существуетъ, однако, число с=ф— а, и мы 
полагаемъ: 

а—ф=— 
и— с называемъ отрицательнымъ числомъ. Съ этимъ связываютъ 
обыкновенно съ самаго начала интерпретацию пцфлыхъ чиселъ при 
помощи скалы равноотстоящихъ точекъ на пря- 
мой простирающейся безгранично въ 06% сто- 
роны, или „оси абециссъ“ (рис. 8). Этотъ образъ можно 


Па аа тт Я о 9 3 + 
Рис. 8. 


считать въ настоящее время достояемъ всЪхъ образованныхъ 
людей, и нужно полагать, что своимъ распространешемъ онъ обя- 
занъ, главнымъ образомъ, извЪстной всфмъ термометрической 
скалЪ. Наглядный и хорошо извЪетный образъ отрицательныхъ 
чиселъ представляетъ купеческй балансъ, или разсчетъ при- 
былей и убытковъ. 

Но мы здфсь, прежде всего, точно выразимъ, въ чемъ за- 
ключается, собственно, принцип1альный и чрезвычайно 
трудный шагъ, который связанъ съ введешемъ отрицатель” 
ныхъ чиселъ въ школ». 2 

Если ученикъь привыкъ постоянно связывать съ ‚ числами 
и затфмъ съ буквами, надъ которыми онъ оперирует, кон- 
кретныя количества и при сложенши ихъ, а также © <ври другихъ 
дЪъйстваяхъ, всегда им$лъ предъ глазами соотвтетВующия опера- 
*) Н. Вагк Вага „А|егалзеве Апаузея: Би, 1903. 
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щи, которыя можно реально надъ этими количествами произво- 
дить, То теперь дфло совершенно м%няется. Ему приходится 
имфть ДЪло съ ЧЪмъ-то новымъ, съ „отрицательными числами“, 
которыя уже не им$ютъ ничего общаго съ нагляднымъ образомъ 
о количеств предметовъ; ему приходится производить надъ ни- 
ми дъйствя, какъ надъ количествами, а между т$мъ именно эти 
дъйств!я совсфмъ ужъ не имфютъ для него прежняго яснаго, на- 
гляднаго значеншя. ЗдЪеь приходится въ первый разъ д$лать пе- 
реходъ отъ реальной математики къ формальной, 
для полнаго уяснеютя которой нужно значительное развите спо- 
вобности къ абстракщи. 


Присмотримся, однако, подробнфе, что происходитъ съ арие- 
метическими дЪйствями по введении отрицательныхъ чиселъ. 
Прежде всего ясно, что сложен1е и вычитанте по суще- 
ству сливаются воедино. Прибавлеше положительнаго 
числа есть ’вычитате равно - противоположнаго отрицатель- 
наго числа. М. Симонъ д$лаеть по этому поводу остроумное 
зам чаше, что именно вслфдетв1е введения отрицательныхъ чи- 
селъ, благодаря которому вычитане становится дЪйств1емъ, не- 
имфющимъ исключен1я, оно перестаетъ существовать, какъ само- 
стоятельная операщя. Для этого обобщеннаго сложеня, охваты- 
вающаго также и вычитане, въ области положительныхъ и отри- 
цательныхъ чиселъ, неизм$нно остаются въ силф т$ же основные 
пять формальныхъ законовъ: 1) постоянная выполни- 
мость, 2) однозначность, 3) сочетательность, 4) пе- 
ремзстительность и 5) монотонность. Относительно 
свойства 5-го нужно замФтить, что а<ф теперь означаетъ, вы- 
ражаясь кратко, что, при геометрическомъ изображенти, число а 
лежитъ влЪво отъ 6, такъ что, напримфръ, — 2 < —1, —3<- 2 


И 78 д. - 


При умножен!и важнзйшимъ моментомъ является тайъ 
называемое правило знаков, согласно которому © 
© 


, ИХ <, . 
а.(—с)=(—с).а=—(а.с) и (—с).(—с ) = - 
О 
въ особенности посл$днее (минусъ на минусъ даеть ‚аюсь) часто 
представляетъ собой камень преткновен1я. Въ внутренней сущ- 


ности этого правила намъ придется еще сейчась возвратиться. 
Мы выразимъ его предварительно однимъ `предложенемт, отно- 


т 


сящимся къ произведентю какого угодно числа положительныхъ 
и отрицательныхъ чиселъ: абсолютная величина произ- 
веден1я равна произведен!1ю абсолютныхъ вели- 
чинъ сомножителей, по знаку же оно будетъ поло- 
жительнымъ или отрицательнымъ, смотря по тому, 
ВХхОДИТЪ ЛИ ВЪ его составъ четное или нечетное 
число отрицательныхъ множителей. По установлени 
этого положевя умножеюне въ области положительныхъ и отри- 
цательныхъ чиселъ опять обладаетъ слфдующими свойствами: 1) 
постоянная вВыполнимость, 2) однозначность, 3) со- 
четательность, 4) перем $ стительность и 5) распре- 
длительность относительно сложен!я. Только въ за- 
конЪ монотонности зд$сь оказывается уклонене. Его мЪсто теперь 
занимаетъ слфдующ законъ: если а>6, то ас>> бе, ае=6с 
или ас< с, смотря по тому, будетъ ли с>0, с=о0 
или сс 0. 

Спросимъ себя теперь, не заключаютьъ ли эти законы по 
чисто формальному своему содержаню логическаго противор$ тия. 
Мы должны, въ первую очередь, сказать, что доказательство от- 
сутетв1я противорЪчя, основанное на чисто логическихъ сообра- 
женяхъ, по настоящее время здЪсь еще мен$е удалось провести, 
чфмъ для цзлыхъ чиселъ. Но вопросъ удалось свести къ тому, 
что названные законы навЪзрно не имЪ$ютъ противорЗя, если 
они не содержатъ такового въ прим$нен!я къ пзлымъ положи- 
тельнымъ числамъ. До тЪхъ поръ, сл$довательно, пока этотъ во- 
просъ не будетъ доведенъ до конца, т. е. пока не будеть дано 
логическое доказательство отеутетвя противорз я въ области 
т$хъ же операщй надъ цфлыми числами, мы можемъ основывать 
увфренность въ отсутетви противорЪчя въ названныхъ зако- 
нахъ лишь на томъ, что существуютъ наглядные объекты и на- 
глядныя операщи надъ ними, которыя слЪдуютъ этимъ законамь, 
Въ качеств такихъ наглядныхъ объектовъ мы указали с ке 
выше рядъ равно удаленныхъ одна отъ другой точекъ а оси 
абсциссъ; намъ остается только прибавить, что означают ВЪ 
примЪнени къ этимъ образамъ ариеметическя диско `Сложеше 
х =х--а при постоянномъ а относить каждой $ “ОМЕВ х нЪко- 
торую точку х’такимъ образомъ, что неогра ох ченная п ря- 
мая просто передвигается по самой вебь на отр3- 


у 
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зокъ а и при томъ вправо или влЪво, смотря по тому, иметь 
ли а положительное или отрицательное значене. Точно такъ же 
и умножене х’ = ах представляетъ собой подобное преобра- 
зован!е прямой въ себф$ самой и при томъ при а > 0 
— прямое растяженте, при а< 0 — растяженте, свя- 
занное съ полуоборотомъ вокругъ нулевой точки. 

Я хочу теперь остановиться на томъ, какъ, собственно, всЪ 
эти вещи исторически возникли. Не нужно думать, что отрица- 
тельныя числа представляютъ собой открыт!е какого-либо одного. 
умнаго человЪка, который вмЪстЪ съ тфмъ, быть можетъ, даже 
обнаружилъ на основаши геометрическаго ихъ толковатя отсут- 
ств1е въ нихъ противорЪч1я. Напротивъ, въ процесев медлен- 
наго развитя употреблене отрицательныхъ чиселъ какъ бы 
само собой напрашивалось, и лишь позже, когда надъ ними уже 
давно оперировали, именно въ ХГХ столЪти, возникъ вопрост. 
объ отсутетв!и противор$ “я. 


Переходя къ истори отрицательныхъ чиселъ, позвольте 
мнЪ обратить ваше внимане на то, что древн!е греки не- 
сомнЪнно не влад$ли отрицательными числами, такъ что зд$еь 
мы имфемъ пунктъ, въ которомъ грекамъ не приходится отво- 
дить перваго м$ста, какъ это нфкоторые всегда склонны дфлать. 
Напротивъ, честь открыт1я отрицательныхъ чиселъ должна быть 
приписана индусамъ, которые ввели также нуль и нашу си- 
стему цифръ. Въ Европз отрицательныя числа постепенно вошли 
въ употреблене въ Эпоху Возрожденя въ тотъ именно пер1одъ, 
когда стали оперировать надъ буквами. Не могу не упомянуть 
при этомъ, что болЪе или мене совершенное буквенное исчисле- 
не было впервые дано В!ета (У1еа) въ его сочиненми „№ а ет 
апа\уиКаш 1за'0се“*). На этой почвЪ естественно пришли къ 
такъ называемымъь правиламъ скобокъ для дЪйствй надь. 
положительными числами, которыя, конечно, содержатся въ пере 
численныхъь нами выше основныхъ формулахъ, если мы только 
присоединимъ соотв тетвующе законы вычитания. Однако; Я хочу 
остановиться н%Ъеколько подробнфе, по крайней ивр Иа двухт 
примЗрахъ, чтобы, прежде всего, показать, что ая УНИХЪ МОЖНО 
дать крайне простыя и наглядныя док аЗА, ельства — 


те 
и 


*) Тойгз, 1591. СУ 
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доказательетва, которыя, собственно говоря, исчерпываются фи- 
гурой и словечкомъ „смотри“, какъ мы это часто ветр$чаемъ 
у древнихъ индусовъ. 

1) Пусть а>ф и са. Въ такомъ случа а— 6 есть 
положительное число, меньшее, нежели с. Поэтому разность 
с—(а— 6) будеть положительное число (рис. 9). Если мы на- 
несемъ эти числа на ось абециссъ и замЪтимъ, что разстояше 


Ея л Е 


а-Ъ 

Рис. 9. 
между точками фи а имФетъ длину а— 6, то достаточно взгля- 
нуть на рисунокъ, чтобы убфдиться въ сл$дующемъ: если мы 
отнимемъ отъ с отрФзокь а—6, то мы получимъ то же самое, 
что получили бы, если бы мы отняли сначала весь отрЪзокъ а, 

а затЗмъ прибавили отр%зокъ ф, т. е. 
с— (а — 6) =с—а-6. (1) 

2) Пусть а>одис›>4; тогда разности аб и с—а 
представляютъ собой цфлыя положительныя числа. Разсмотримъ 
произведене (а—6).(с— а). Съ этою цфлью мы построимъ 


Рис. 10. ох 


О 
прямоугольникъ 0 сторонами й—2 её й (рис 2510): ОНЪ с0- 
ставить часть прямоугольника, имфющаго стороны а и с. Чтобы 
изъ послфдняго получить первый, мы отнимемь сначала верхний, 
горизонтально заштрихованный прямоугольникъ а.а, а потомъ 
расположенный и заштрихованный вертикально прямоугольникъ 
р.с. Однако, небольшой прямоугольникъ 2.4, заштрихованный 
накрестъ, мы отняли лишей разъ; мы должны его поэтому снова 
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прибавить. Этимъ путемъ мы приходимъ къ извфетной формул 
(а— 65) (с — а) = ас— аа — бе - 68а. (2) 

Въ дальнЪйшемъ развит!и этихъ идей сказывается общая 
особенность человЪческой натуры, заключающаяся въ томъ, что 
мы постоянно стремимся распространять правила, 
выведенныя для частныхъ случаевъ, на другте, бо- 
лфе обще случаи. Ганкель въ своемъ сочинени „Теорля 
комплексныхъ числовыхъ системъ“ *) называетъ это прин- 
ципомъ перманентности формальныхъ законовъ 
и придаетъ ему значене руководящаго основного положення. Эту 
въ высшей степени интересную книгу я могу вамъ очень на- 
стойчиво рекомендовать. Этотъ обиай принципъ въ примзнеши 
къ интересующему насъ случаю означалъ бы, что мы желаемъ 
освободить формулы (1) и (2) отъ условй, касающихся отно- 
сительной величины чиселъь аи 6, въ предположени которыхъ 
онЪ только и выведены, и сдфлать ихъ прим$нимыми также къ 
другимъ случаямъ. Если мы прим$нимЪ, такимъ образомъ, фор- 
мулы (2), наприм$ръ, къ случаю а = с==0 (для какового слу- 
чая мы этой формулы отнюдь не доказали), то мы получимъ 
(—6).(— а) = 64, т. е. получимъ правило знаковъ 
при умножен1и отрицательныхъ чиселъ. Такимъ об- 
разомъ, мы дфйствительно можемъ почти безсознательно придти 
ко всЪмъ четыремъ правиламъ, которыя мы, пожалуй, склонны 
будемъ даже признать за совершенно необходимыя до- 
пущен!я. Въ дфйствительности же они будутъ необходимы 
лишь постольку, поскольку мы хотимъ сохранить для этихъ 
новыхъ объектовъь прежня правила дЪфйствя. Старые матема- 
тики, конечно, не съ легкимъ сердцемъ рЪшались на обравовануе 
этихъ новыхъ понят, и тяжелое чувство, съ которым» они на 
это шли, сказывалось въ тЪхъ назваюяхъ, которыя они" часто да- 
вали отрицательнымъ числамъ: „придуманныя ‚цисла“, „ЛОЖНЫЯ 
числа“ и т. д. Однако, несмотря на всЪ эти сом, въ ХУГ и 
ХУП столзи отрицательныя числа постененно пр1обрЪтаютъ 
всеобщее признане; много способствовало “этому, безъ сомнЪЕия, 
развит1е аналитической геометри. Конечно, сомнзея еще оста- 


*) Негтманп НапКкКе]. „Теоме 4ег Котрехеп ЛаШзузете“. 
[.е1р71х, 1867. 
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вались и должны были оставаться до т%хъ поръ, пока все еще 
старались интерпретировать отрицательное число, какъ количество 
предметовъ, и не уясняли себЪ возможности апр1орнаго устано- 
вленя формальныхъ законовЪъ; въ связи съ этимъ стояли по- 
стоянныя попытки доказать правило знаковъ. Простое разъяене- 
не, которое принесъ только ХХ вЪкъ, заключается въ томъ, что 
о логической необходимости этого положен!я, о 
его доказуемости не можетъ быть никакой р% чи. 
Напротивъ, рзчь можетъ идти только о томъ, чтобы 
признать его логическую допустимость; въ осталь- 
номъ же оно является совершенно произвольнымъ и регулируется 
лишь соображенями цЪфлесообразности и приведеннымъ 
выше принципомЪъ перманентности. 

При этихъ соображеняхъ нельзя не высказать мысли, ко- 
торая и помимо’ того часто напрашивается, что вещи нер$ дко 
представляются разумн$е, нежели люди. Вы видите, 
что одинъ изъ важнЪйшихъ шаговъ въ математик, именно вве- 
денше отрицательныхъ чиселъь и ДЪйствйЙ надъ ними, былъ сдф- 
ланъ не велфдетв1е сознательнаго логическаго сужденля одного 
челов$ка, а органически развился благодаря интенсивнымъ заня- 
ямъ этими вещами; можетъ даже показаться, что человЪ къ на- 
училея этимъ правиламъ отъ буквъ. Сознательное убЪждеше, 
что мы при этомъ поступаемъ правильно, не впадая въ кол- 
лиз!ю со строгой логикой, явилось лишь гораздо позже. Вообще, 
чистая логика при образовани такихъ новыхъ понят всегда 
можетъ имзть регулирующее значене, руководящей же роли 
она играть не можетъ, ибо единственное требоване, которое она 
ставитъ, заключается въ томъ, чтобы не было внутренняго про- 
тиворзя, а этому, конечно, могутъ удовлетворить и многя 
другя абстрактныя системы. 

Если васъ еще интересуетъ литература вопросовъ по тео, 
ри отрицательныхъ чиселъ, то я могу вамъ указать ощех па 
книгу Тропфке —„Исторя элементарной математики“ *) ‚ Это— 

55 

*) ТрорЕКе — „Сезе ее 4ег Бетевагта пота ее,” Вапае, 
Т.е1ртх, 1902/1903. \© 

Въ настоящее время печатается также подъ оао приватъ- 


доцента И. Ю. Тимченко въ русскомъ переводь“ очинеше Ф. Кэд- 
жори „Исторя элементарной математики“. “С 
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превосходное собране матер!аловъ, содержащее очень много по- 
дробностей относительно развит1я элементарныхъ понятй, воз- 
зрьйЙ и обозначений въ ясномъ изложении, очень удобномъ для 
обозрЪня. 

Обращаясь къ критическому обзору того, какъ отрицатель- 
ныя числа излагаются въ школф, нужно прежде всего сказать, 
что преподаватели часто зд$сь дЪлаютъ ту же ошибку, въ кото- 
рую впадали старые математики, именно они все пытаются 
доказать правило знаковъ, какъ нЪчто логически необходимое. 
Особенно часто выдаютъ за доказательство приведенный выше 
эвристический выводъ правила (—6).(— а) = ра изъ формулы 
для (а—Э).(с— а), фактически совершенно забывая, что эта 
формула первоначально неразрывно связана съ неравенствами 
а>р, с>4. Такимъ образомъ, доказательство какъ бы симу- 
лируется, и психологическ!1й моментт, который, въ 
силу принципа перманентности, приводитъ къ этому правиту, см$- 
шивается съ логическимъ доказательствомъ. Ученикъ, которому 
это въ такомъ вид въ первый разъ преподносится, естественно 
не можетъ этого понять, но повфрить этому онъ, въ конц кон- 
цовъ, вынужденъ; если же при повторени на высшей ступени 
обученя, какъ это часто бываетъ, ученикъ не получаетъ бол%е 
точныхъ разъясневшй, то у многихъ можеть установиться у0%- 
ждеюе, что эта теорля содержитъ н%Ъчто мистическое, непонятное. 

По поводу этихъ пруемовъ я долженъ, однако, вообще вы- 
сказать требоваше, что никогда не слфдуеть пытаться симули- 
ровать невозможныя доказательства. СлЪдовало бы, напротивъ, 
на простыхъ прим$рахъ, сообразно фактическому положеню д%- 
ла, убфдить ученика, а, если возможно, то заставить его самого 
придти къ тому, что именно эти положеня, основанныя на 
принцип перманентности, способны дать однообразный и удоб- 
ный алгорифмъ, между тёмъ какъ при другихъ правилаху)» 
всегда придется различать отдфльные случаи. Конечно, при этом 
не нужно проявлять лишней посизшности, нужно дать ученику 
время освоиться съ тёмъ внутреннимъ переворотомъ, который ВЪ 
немъ совершается при этомъ познаши. И въ тосвремя, какъ 
ученику легко понять, что друпя положешя и \лесообразны, 
необходимо настойчиво и безъ остатка выяснить ему, что чудес- 
ная сторона дзла въ томъ именно и-ааитючается, что дЪй- 
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ствительно существуетъ общее и цфлесообразное положене; онъ 
долженъ ясно понять, что существования такой системы отнюдь 
нельзя было съ ув$ренностью впередъ ожидать. 
Этимъ я заканчиваю теор1ю отрицательныхъ чиселъ и обра- 
щусь къ учению о дробяхъ. 


2. Дроби. 


Обращаясь теперь къ такому же изложеншю ученя о дро- 
бяхъ, мы начнемъ съ того, какъ трактуется этотъ во- 


& 


просъ въ школ$. ЭдЪсь дробь — съ самаго начала имфетъ 


|, 
чисто конкретное значен!е. Только по сравнентю съ на- 
глядными образами, которыми интерпретируются цфлыя числа, 
здЪсь субстратъ мфняется,— именно, оть количества предме- 
товъ мы переходимъ къ изм$рентю, отъ предметовъ, подле- 
жащихъ счету, мы переходимъ къ предметамъ, подлежащимъ из- 
мзреню. Примзромъ изм$римыхъ многообраз1й служатъ съ н%- 
которыми ограничениями система монетъ и система вЪсовъ и 
безъ всякихъ ограничений, въ полной мЪрЪ — система всЪхъ длинъ. 
На этихъ именно примфрахъ каждому ученику и выясняется 
значене дробей, ибо каждому челов$ку очень легко выяснить, что 


1 1 ке 
такое > метра или -> фунта. Изъ конкретныхъ же соображений 


легко устанавливается также значетше соотношений =, >, « 
для дробей, а также устанавливается сложене и вычитане дро- 
бей. Затфмъ умноженте выясняется обыкновенно путемъ не- 
значительной модификащи первоначальнаго опредфленя этого 


[5 ы = [21 
дфйств1я. Помножить число на дробь - — значить 


помножить его на цЪлое число а (согласно ста- 
рому опред$ лен!ю) и затф$мъ разд лить на 0. Или» 
иначе, произведен1е составляется изъ множим&то 
совершенно такъ же, какъ множитель фбоета. 


.@ ы 
вляется изъ единицы. Велфдъ за этимъ дъ ее на дробь 
опредЪляется, какъ операщя, обратная умножению ра ЗДВЛИТЬ 


[3 


а на 


4 
< 


о 

1% 
в. 
я 


о 
— значитъ найти такое числ которое, бу- 
С 
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[9 


дучи умножено на т дастъ число а. Эти опред$леня 


въ теорти дробей мы комбинируемъ дал$е съ введенмемъ отрица- 
тельныхъ чиселъь и такимъ образомъ получаемъ окончательно 
совокупность вс$хъ рашональныхъ чиселъ. Мы не имЪемъ воз- 
можности входить въ детали всего этого построеня, развит1е ко- 
тораго въ школЪ естественно требуетъ много времени; мы лучше 
сравнимъ это изложене съ современной разработкой этого изло- 
женя въ математик; въ видЪ примЪфровъ, остановлюсь на при- 
веденныхъ выше сочинен!яхъ Вебера-Вельштейна и Бурк- 
гардта. 


У Вебера-Вельштейна выступаетъ на первый планъ 
формальная сторона дЪла, выдвигающая изъ различныхЪ возмож- 
ныхЪ интерпретащй необходимыя обийя свойства дробей. ЗдЪсь 


Я [4-2 

-- просто является символомъ (ЧИСЛОВОЙ Па- 
рой). надъ которой нужно совершать д йствия со- 
гласно опредфленнымъ правиламъ. 


дробь 


Эти правила, которыя, какъ мы упомянули выше, есте- 
ственно вытекаютъ изъ реальнаго значен!я дробей, им$ютъ здЪеь 
характеръ совершенно произвольныхъ соглашений. Такъ, 
наприм$ръ, то, что представляетъ для ученика наглядное пред- 
ложен1е объ умножени дробей, пробрЪтаетъ здзеь форму опре- 
дъЪлен1я равенства: двЪ дроби = И -. называются равны- 


ми, если а4 = с. Аналогичнымъ образомъ опредФляется понят!е 

6 66 с. д тт а С 
„больше“ или „меньше“; сумма двухъ дробей -- и — про- 
; ИТ. Затфмъ. 


о ПЫ 
че 
< 


уже доказывается, что опредЗленныя такимъ образомъ ДЪйотВ 
въ получающейся при этомъ болфе обширной числовой области 
строго подчиняются прежнимъ формальнымъ законам, ое е. 11 
основнымъ законамъ, которые мы уже неоднократно»: ‘ЧЯриводили. 


а 
сто опред ляется, какъ дробь 


Не столь формально, какь въ системЪ В8б ера - Вель- 
штейна, изложенной здЪсь, конечно, только, ИТ самыхъ общихъ 
чертахъ, трактуетъ этотъ вопросъ Буркгардтъ. На дробь 
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[@ 
;. онъ смотритъ, какъ на посл$ довательность 
двухъ операц!й въ области ц$лыхъ чиселъ, именно 
умножен!е на число а и дзлен!е на число 0; объек- 
томъ, надъ которымъ эти операши должны быть выполнены, 
является совершенно произвольное цЪзлое число. Если мы произ- 
т @ С 

ведемъ двф$ таюмя пары операшй т И =. то это разсматривается, 
какь умножен1е дробей. Легко видЪть, что происходящая 
такимъ образомъ операшя представляетъ собой не что иное, какъ 
умножене на ас и дфлеше на 64. Такимъ образомъ, правило 
умножения дробей 

а с ас 

ь 4 а 
вытекаетъ здЪсь изъ значеня дробей и не представляется про- 
извольнымъ соглашешемъ. Совершенно аналогично можно, ко- 
нечно, опредлить и развить дфлене дробей; однако, сложене и 
вычитае не поддаются интерпретащи въ этомъ порядкЪ идей. 
Формула 


остается, такимъ образомъ, и у Буркгардта соглашешемъ, въ 
пользу котораго онъ приводитъ только наводяпля указанйя. 
Сравнимъ теперь школьную постановку вопроса съ указан- 
нымъ современнымъ изложенемъ. Существенно важно то, что въ 
этой новой постановк$ мы какъ въ одной, такъ и въ другой си- 
стем$ остаемся всецзло на почв цфлыхъ чиселъ. 
Изв$стными предполагаются только совокупность цзлыхъ чиселъ 
и дфйствая надъ ними; новыя же числа являются только объек- 
тами, которые опред$ляются, какъ числовыя пары и какъ опера: 
ши надъ цфлыми числами. Школьное же Е ы: $: 
щественно опирается на новое наглядное ‚ пред- 
ставлен1е объ изм$римыхъ величинахт, `Дающихь 
непосредственное интуитивное представлеше о \рс яхъ. Мы 
уяснимъ себф это разлише лучше всего, если пре; етавимъ себЪ 
существо, владъющее только идеей о прломъх ‹ЧислЪ и вовсе не 
знающее измфренй. Для такого существа ^чриольное изложене 
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казалось бы совершенно непонятнымъ, между тфмъ какъ поста- 
новка вопроса у Вебера и Вельштейна была бы ему со- 
вершенно доступна. 

Какая же изъ двухъ точекъ зрфн1я лучше, и что даеть 
каждая изъ нихъ? Отвфтъ на этоть вопросъ будетъ такой же, 
какъ и выше, когда мы разбирали аналогичный вопросъ относи- 
тельно цфлыхъ чиселъь. Новая точка зр$н1я, несомн% н- 
но, чище, но въ то же время и бЁфднЪе. Она, собственно 
говоря, даетъ только половину того, что въ ЦФльномъ видф со- 
держитъ въ себф школьное изложене: абстрактное, арие- 
метическое, логически точное введен1е дробей и 
дВйств1я надъ ними. 


Е Г -х оф ии мы Ая 9 


Рис. 1]. 


Но когда это исчерпано, то остается еще другой, незави- 
симый и не менЪзе важный вопросъ: можно ли примфнить по- 
строенную такимъ образомъ теоретическую доктрину къ нагляд- 
нымЪ, измфримымъ величинамъ, съ которыми намъ приходится 
имфть ДФло. И зд$сь, конечно, можно было бы смотрЪть на этотъ 
вопросъ, какъ на относяшайся къ „прикладной математик“ и 
допускаюпий строго самостоятельную обработку. Представляется, 
однако, сомнительнымъ, можно ли такое раздфлене считать цле- 
сообразнымъ и съ педагогической точки зрзюя. У Вебера- 
Вельштейна это раздзлене задачи на двЪ части находить 
себф, впрочемъ, своеобразное выражен!е: вводя абстрактно дЪй- 
стыя съ дробями, овъ зат$мъ посвящаетъ отдЪльную главу подъ 
заглав1емъ „отношетя“ вопросу о томъ, какъ рацюнальныя дроби 
могутъ быть прим$няемы къ внфшнему му. При этомъ изло- 
жене носитъ у него болЪе абстрактный, чёмЪъ не к 
рактеръ. 

Я закончу еще настоящее разсуждене о пробяхь, бщим 
замЗчанемъ, относящимся къ совокупности всЪхъЪ ‚ пблыхь Чи- 
селъ; при этомъ, для наглядности, я буду пользоваться изобра- 
женемъ чиселъ на прямой лими. Мы предотавиме себЪ, что на 
прямой (рис. 11) отм$чены вс точки съ ращональными абсцис- 
сами, которыя мы будемъ короче называть просто „ращональными 
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точками“. Говорятъ, что совокупность всЪхъ этихъ рацюнальныхъ 
точекъ на оси абециссъ образуетъ, „сгущенное“ многообразе. 
Этимъ хотятъ сказать, что вь каждомъ интервалЪф, какъ 
бы малъ онъ ни былъ, имфется еще безчисленное 
множество рац1ональныхъ точекъ. Точнфе, не вводя 
чуждыхъ понятй, можно еще выразить то же самое слфдующимъ 
образомъ: между двумя рац!ональными точками им$- 
ется еще, по крайней мЪрЪ, одна рацональиная 
точка. СлЪдетвемъ этого является то обстоятельство, что изт, 
совокупности вс$хъ ращюональныхъ чиселъ всегда возможно вы- 
дфлить конечную часть, не содержащую ни наибольшаго ни наи- 
меньшаго элемента. Примфромъ можетъ служить совокупность 
всзхъ рацональныхъ дробей, содержащихся между 0 и 1, если 
самыя эти два числа не включать. Въ самомъ дЪлЪ, какова бы 
ни была правильная дробь, всегда существуеть еще меньшая 
дробь, содержащаяся между нею и0, и большая, содержащаяся 
между нею и 1. Эти понят1я въ систематическомъ развит!и отно- 
сятся уже къ Канторовой теорйи многообразй, или комплек- 
совъ. Ниже намъ дЪйствительно придется воспользоваться рацюо- 
нальными числами съ указанными ихъ свойствами, какъь ваяж- 
нымт примфромъ комплекса. 


3. Иррацтональныя числа. 


Мы переходимъ теперь къ дальнфйшему развито понятия о 
числ$, именно къ ирращональнымъ числамъ. Здфсь мы не бу- 
демъ останавливаться на томъ, какъ этотъ вопросъ излагается 
ВЪ Школф, такъ какъ относительно ирращональныхъ чиселъь въ 
школ ограничиваются обыкновенно н®сколькими примфрами. Мы 
лучше перейдемъ прямо къ историческому развит! ю вопроса. 


их 

Исторически возникновен!е понятя объ иррацюнальномь >” 
числ имЪетъ своимъ источникомъ геометрическую интуицио-_и 
потребности геометри. Представимъ себф ось абсциссъ, сЪУНа- 
несеннымъ на ней сгущеннымъ комплексомъ ращеональныхь то- 
чекъ. На этой оси остаются тогда еще и другя числасСкакъ это, 
повидимому, показаль Пиеагоръ, прим?рно, слёдую ЦимЪ обра- 
зомъ. Если мы имфемъ прямоугольный треугольйикт, въ Кото- 


ромъ два катета равны единипЪ длины, то его-типотенуза рав- 
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няется У2 (фиг. 12); это же навфрное не ращюнальное число. 
Въ самомъ дфлЪ, если мы положимъ 


Уз=т, 


гдз а и 6 суть числа первыя между собой, то мы легко придемъ 

къ противорзчю съ извёстными законами дфлимости цфлыхЪъ чи- 

‚ сеелъ. Такимъ образомъ, мы геометрически постро- 

или такой отр$зокъ, отложивъ который на оси 

абсциссъ отъ нулевой точки, мы придемъ къ точк$, 

нерац!ональной, т. е. къ такой точк5, которая въ 

прежнемъ комплекс рац1ональныхъ точекъ не 

содержится. Вообще, въ большинствв случаевъ гипотенуза 

У 1212 7? прямоугольнаго треугольника, въ которомъ катеты 

выражаются цзлыми числами 2 и и, будетъ 

выражена иррацюнальнымъ числомъ. Школа 

Пиеагора очень усердно занималась 

о разыскашемъ такихъ паръ чиселъ ти и, 

которымъ соотвётетвуетъ ращюнальная ги- 

потенуза; это такъ называемыя Пиеаго- 

ровы числа, простфйшимъ примзромъ ко- 

о торыхъ является группа $3, 4, 5; МЫ КЪ 

нимъ еще возвратимся ниже. Во всякомъ 

случаЪ было известно, что при этомъ построени, вообще говоря, 

получаются иррашональные отрЪзки; это открытте стоило жер- 

твы въ сто быковъ, по поводу которыхъ такъ часто приходится 
слышать дурныя остроты. 

Посл$дующие гречесюме математики изучали болЪе сложныя 

иррацональности; такъ, наприм$ръ, у Евклида мы находимъ 


иррацональности вида Ууз -- УБ ит. п. Вообще же ор 
сказать, что они, по существу, сводятся къдт 
кимъ иррацтональностямъ, которыя можно бол у- 
чить повторнымъ извлечен1емъ квадратл 420 кор- 
ня, и которыя, сообразно этому, можн строить 
циркулемъ и линейкой. Общей же идеей ре 
номъ числ они еще не влад$ли. 

Я долженъ, однако, еще н%сколько ВЕ формулировать 
это замфчане, чтобы избЪжать недоразумн!й. Мы имфли въ 
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виду сказать только то, что греки не владЪли такимъ пртемомъ, 
при помощи котораго можно было бы дать общее ариеметическое 
опредЗлене иррацональнаго числа, какъ мы это сдфлаемъ ниже. При 
всемъ томъ понят!е объ общемъ вещественномъ числ; которое мо- 
жетъ и не быть ращюональнымъ, для нихъ было ясно, — правда, съ 
иной точки зрфня, ч$мъ у насъ; все это носитъ у нихъ другой 
характеръ, такъ какъ они не пользовались буквами для общаго 
обозначеня числа. Именно, они разсматривали, какъ это изла- 
гаетъ систематически Евклидъ, отношен!я двухъ про- 
извольныхъ отр$зковъ и оперировали надъ ними соб- 
ственно точно такъ же, какъ мы теперь оперируемъ надъ про- 
извольными вещественными числами. У Евклида встр$чаются 
даже таюмя опредЪлен1я, которыя совс$мъ напоминаютъ совре- 
менную теор1ю иррацшональныхъ чиселъ. Однако, названемъ ево- 
имъ они уже существенно отличаются отъ цфлаго рацлональнаго 
числа; посл$днее называется «@оиос», между тфмъ какъ отно- 
шен!е отр%зковъ, т. е. любое вещественное число, называется 
«10706.>. 

Еъ этому присоединимъ еще замЪчане относительно самаго 
слова „ирращюональный“. Оно ведетъ свое начало, вфроятно, отъ 
неправильнаго перевода греческаго слова «&40706» на латинсвый 
языкъ. Это греческое слово, повидимому, означало „невыгова- 
риваемое число“. Этимъ желали сказать, что эти новыя числа, 
т. е. отношеня отр$зковъ, не могутъ быть выражены . отноше- 
немъ двухъ цфлыхъ чиселъ; лишь непонимантемъ переводчика 
объясняется то, что эти числа оказались „нелогичными“, какъ 
это, повидимому, выражается словомъ „иррац1ональныя 
числа“. Общее понят! е объ иррац!ональномъ числ 
появилось, повидимому, только въ конц ХУГ сто- 
л$т1!я посл$ введеюмя десятичныхъ дробей, употреблене кото- 
рыхъ получило право гражданства въ связи съ Ванино ху 
логариемическихъ таблицъ. Когда мы обращаемъ ращюнальную° 
дробь въ десятичную, то мы можемъ, кромф конечныхъ ‚др бе ей, 
получать еще безконечныя десятичныя дроби, ‚ хоторыя, 
однако, всегда должны быть перодическими. Про тъйшйй при- 
мфръ будетъ мо 


1 < 
— = 0,3333...; 5 
3 -. 5 
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мы ‘имфемъ здфсь десятичную дробь, однозначный. перлодъ’ ко- 
торой 3 начинается непосредственно послЪ запятой. Но’ тогда 
нЪтъ препятств!й къ тому, чтобы представить себз неперто- 
дическую десятичную ‘дробь, цыфры которой слЗдуютъ другъ 
за другомъ по ‘какому-либо другому’ опред$ленному ‘закону; каж- 
дый, конечно, признаетъ такую ‘дробь опред$леннымъ изъ 
тоже время нерац1ональнымъ числомъ. Но въ этомъ, 
собственно, уже содержится понят объ иррацюнальномъ числф, 
къ которому, такимъ образомъ, насъ непосредственно‘ приводить 
десятичная ‘дробь. Исторически дЪло’ и здЪеь’ происходило совер- 
шенно такъ, какъ мы это выяснили выше относительно отрица- 
тельныхъ чиселъ: вычисленя съ необходимостью приводили къ 
введеню'  новыхъ понятй и надъ ними оперировали, не раз- 
мышляя много объ ихъ сущности ‘и ‘объ ихъ обосновани; ‘тёмъ 
болЪе, что они часто оказывались чрезвычайно. полезными. 


Лишь въ шестидесятыхъ годахъ ХХ. етол5тя была признана 
потребность въ точной ‘ариеметической  обработк® ‘ученмя объ 
иррацюнальныхъ числахъ, что и было выполнено Вейерштрас- 
сомъ (\еег$ газ) въ его лекщяхъ, относящихся къ указан- 
ному пер1оду. Общую теор1ю ирращюональныхъ чиселъ далъ вт, 
1879 году Г. Канторъ ((. Кащог) въ Галле, основатель уче- 
шя о многообразляхъ, или комплексахъ, и независимо ‘отъ него 
Р. Ледекиндъ (К. ОБедекта) въ Брауншвейг. Точку зрЗая 
Дедекинда я намф$ренъ пояснить’ здесь въ немногихъ - сло- 
вахъ. Допустимъ, что мы владфемъ совокупностью всФхъ ращюональ- 
ныхЪ ‘чиселъ, и устранимъ вс пространственныя ‘представле- 
ня, навязываюцая намъ интуитивно непрерывность числового 
ряда. Чтобы, исходя отеюда, придти къ ‘чисто ариеметиче- 
скому опредзленю иррапональнаго числа, Дедекиндъ *) 
строитъ поняте о с$ченши въ области рацюнальныхъ чиселъ. 
Именно, если 7 есть рацпональное число, то’ оно дЪлитъ всю бо- 
вокупность рацональныхъ чиселъ‘ на двЪ категории 4 В та- 
кимъ образомъ, что ‘каждое число категор1и 4 ыбньше, 
нежели любое число катогор1и В, каждой же рац1о- 

| Ако 

*) См. Р. Дедекиндъ „Непрерывность и к числа“. 


переводъ съ ньмецкаго прив.-доц. . С, Ш атую вскаго. Изд. 2-ое, 
Одесса, 1909. „Ма ез1з“. АСУ 
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нальное число принадлежитЪ: той или иной кате- 
гори. Категоря „4 есть ‘совокупность вовхъ чисельъ, которыя 
меньше числа 7, ‘а категоря Б’— совокупность вофхъ чиселъ, ко- 
торыя больше, нежели и; самое же число 7 можно отнести какъ къ 
одной, такъ и къ другой категорли. Кром$ этихъ „собственныхъ“ 
сфченй бываютъ еще сфченя „несобственныя“: подъ этимъ мы 
разум$емъ таюмя подраздъленя ‘чисель на двЪ категор!и, кото- 
рыя обладаютъ перечисленными выше свойствами, но не произво- 
дятся рацюнальными числами: иными ‘словами, это — сёченя, въ 
которыхъ категор1я 4 не имЪетъ наибольшаго, а категомя В 
не имфеть наименьшаго числа. ПримЪръ такого рода несоб- 
ственнаго с$чеюя даетъ намъ, скажемъ, И>2 — 1, 414... или во- 
обще всякая непер1одическая безконечная дробь. Относительно 
каждаго рацюональнаго числа мы можемъ тотчасъ рфшить, боль- 
ше ли оно или меньше, чёмъ эта безконечная десятичная дробь, 
и сообразно этому отнести каждое рацональное’ число либо къ 
категор!и 4, либо къ категори ВБ. Въ такомъ случа ясно, что 
каждое число категор!и 4 меньше каждаго числа категори В, а, съ 
другой стороны, вЪ категор1и „1 не можетъ быть наибольшаго, а 
въ категори В не можеть быть наименьшаго числа, ибо между 
каждымъ ращюнальнымъ числомъ и нашей безконечной дробью 
еще всегда найдется безчисленное множество другихъ рацональ- 
ныхЪъ дробей. 

Въ виду этихъ соображенй Дедекиндъ устанавливаетъ слф- 
цующее опред$леше, которое съ точки зр$н1я строго логической дол- 
жно быть, конечно, разсматриваемо, какъ чисто условное соглашеше. 
Каждое сз чен!е въ области рац!ональныхъ чиселъ 
мы будемъ называть рац1ональнымъ или иррац!о- 
нальнымъ числомъ, смотря по тому, будетъ ли это 
с<фчен1е собственнымъ или несобственнымъ. 

Къ этому непосредственно примыкаеть опредфлене равен-. 5 
ства: два числа называются равными, если они ир5- 
ИЗВОДЯТЬ ОДНО И ТО Же с$чен1е въ области, #1 0- 
нальныхъ чиселъ. Исходя изъ этого опредьльшр МОЖНО, 

- << 
напримЪръ, доказать, что — равняется бозвношочной десятичной 
дроби 0,333... Тотъ, кто станетъ на нашу точку: «врьня, ДЪйотви- 
тельно долженъ требовать доказательства, основаннаго на опред$ле- 
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ни, хотя человфку, наивно къ этому дфлу подходящему, это 
можеть показаться совершенно ненужнымъ. Получить же это дока- 
зательство нетрудно, если мы сообразимъ, что каждое рацональ- 


1 з 
ное число, которое меньше „-, при обращени въ десятичную 


дробь рано или поздно дасть меньший десятичный знакъ, чёмЪ 
въ нашей безконечной дроби; всякое же ращональное число, ко- 
торое больше этой безконечной дроби, раньше или позже дастъ 
больший десятичный знакъ. 

Въ лекщяхь Вейерштрасса соотв$тетвующее опред®ле- 
не гласитъ такъ: два числа называются равными, 
если они отличаются другъ отъ друга меньше, 
ч$мъ на любое данное число. Связь между этимъ опре- 
дфлешемъ и предыдущимъ легко усмотр$ть. Особенно нагляднымъ 
предетавляется посл$днее опред$лене, если мы сообразимъ, по- 
чему дробь 0,999... ==1: разница, очевидно, меньше, чЪмъ 0,1, 
чЪмъ 0,01,...; сл$довательно, на основани опред$леня, она 
равна 0. | 

Теперь спрашивается, благодаря чему мы имфемъ возмож- 
ность ввести въ нашу систему иррап1ональныя числа и произво- 
дить ДФИств1я надъ т$ми и другими числами, совершенно ихъ 
не различая* Причина кроется въ томъ, что сохраняетъ силу законъ 
монотонности элементарныхъ операшй. Принципъ этотъ заклю- 
чается въ сл$дующемъ: если два иррац!ональныхъ чис- 
ла нужно сложить, перемножить и т. п., то мы ихъ 
заключаемъ во все бол$е и бол$е тфеные пред$ лы 
и надъ этими предфлами соотв тственно произво- 
димъ т$ же дЪиств!я, которыя намъ нужно про- 
извести надъ самыми иррац1ональными числами: 

вол дств1е закона монотонности и результатъ по- 
т РАН замыкается во все болфе и бод 
т%сныя границы. к». 
_^ Мнё нётъ надобности излагать здЪеь эти вещи, „акь какъ 
вы можете подробно знакомиться съ ними по многимъ учебникам, 
лучше всего опять-таки у Вебера- `Вольштейна и Бурк- 
гардта. Тамъ вы найдете и болышя подробности относительно 
опред$леня иррацюнальнаго числа, которое`я Здесь ИЗЛОЖИЛЪ. 
только въ общихъ чертахъ. «У 
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Здфсь я предпочелъ бы остановиться еще на томъ, чего вы 
въ книгахъ обыкновенно не найдете: именно на томъ, какъ можно 
перейти отъ изложенной здфсь ариеметической теорти иррапло- 
нальныхъ чисель къ ихъ прим%нен!ю въ другихъ областяхъ. 
Въ особенности я имЪю въ виду зд$сь аналитическую геометрию, 
которую мы, по наивной интуищи, принимаемъ обратно за источ- 
никъ иррацюональныхъ чиселъ, и которая психологически дЪйстви- 
тельно является этимъ источникомъ. 


Если мы возьмемъ ось абециесъ, на которой, какъ выше, 
нанесены начало и вс$ ращональныя точки, то основное поло- 
жене, на которомъ покоится это примЗнеше, гласитъ: каждому 
рац1ональному или иррацтональному числу отв$- 
чаетъ точка, им ющая это число своей абсциссой; 
каждой точк% на прямой отв$чаетъ въ качеств$ аб- 
сциссы рац!ональное или иррац!ональное число. 


Такого рода исходное положеюе, которое стоитъ во главз 
дисциплины, изъ котораго все дальнёйшее вытекаетъ чисто логи- 
чески, тогда какъ само оно не можетъ быть логически доказано, 
мы называемъ акс1омой. Отд$льные математики, въ зависи- 
мости отъ сложившихся у нихъ взглядовъ, смотрятъ на акслому, 
какъ на интуитивно ясную истину или какъ на боле или ме- 
нфе произвольное соглашене. Настоящая аксома объ однознач- 
номъ соотв$тстви между всзми вещественными числами, съ 
одной стороны, и точками прямой, съ другой стороны, обыкно- 
венно называется акс1омой Кантора, который первый точно 
ее формулировалъ®). 
| ЭдЪсь, именно, будетъ умЪетно сказать нЪеколько словъ 0 
природ$ нашихъ пространственныхъ представлений. 


Самое это выражеве, строго говоря, можно понимать дво- 
яко: съ одной стороны, можно имЪть въ виду непосред- У 
ственное чувственное, эмпирическое лей Мая у 
н1е о пространств, которое мы контролируемъ при помо- 
щи измЪреня; съ другой стороны, —отвлеченное, вн утрен- 
нее. представленте о пространствф, можно. ‘было бы 
сказать, присущую намъ идею о пространств $ АА торая воЗ- 


*) Мабет. Апоаеп, Ва. У, 1872. е\ 
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вышается надъ неточностью › чувственныхъ воспраятий. ‹ Такого 
рода разлише вообще. имЗетъ место при каждомъ интуитивномъ, 
воззрЪ ти, какъ я уже ‘имЪлъ случай указать при развит!и по- 
нятя ‘0 числ$; лучше ‘всего оно выясняется, быть можетъ; ‹сл?- 
дующимъ примфромъ. Что означаетъ небольшое число 2, 5 или 7, 
намъ непосредственно ясно, но о большихъ числахъ — наприм$ръ, 
о числ 2503 — мы ‘уже не имемъ, такого непосредетвеннаго, 
нагляднаго представлемя. Здфеь, напротивъ, находитъ себЪ при- 
мЪнен1е внутреннее представлене о расположенномъ числовомъ 
рядЪ, которое мы себЪ составляемъ, исходя отъ начальныхъ чиселъ 
при помощи совершенной индукщи. Что касается представлен!я 
о пространств, то дЪло обетоитъ такъ: если мы разсматриваемъ 
разстояне между двумя точками, то мы можемъ оцфнить и из- 
мфрить его лишь съ ограниченнымъ приближешемъ, такъ какъ 
напгь глазъ неспособенъ различать отрфзки, падающе ниже н%- 
которой границы; это есть такъ называемый порогъ ощущеня, 
поняте, играющее чрезвычайно важную роль во всей психоло- 
ги. Но по существу дЪзло не изм няется и въ томъ случаф, если 
мы усиливаемъ нашъ глазъ самыми тонкими инструментами, 
такъ какъ существуютъ физическя свойства, которыя лишаютъ 
насъ возможности выйти за изв$стныя границы точности. Такъ, 
наприм$ръ, оптика учить насъ, что длина СВФТовоЙй волны, отъ 
которой зависитъ цвфтъ, есть величина порядка 0,001 миллиме- 
тра (1 микронъ). Она обнаруживаетъь далфе, что предметы неболь- 
ппе, по сравнению съ этими разм$рами, не могутъ быть ясно ви- 
димы, потому что никакие инструменты зд®сь не даютъ уже опти- 
ческаго изображен!я, точно воспроизводящаго детали. Велёдств1е 
этого оптическимъ путемъ мы не можемъ уже различать длины, 
менышя одного микрона, такъ что при выражеви ‘длины въ 
миллиметрахъ дЪИствительное значене могутъ имфть только пер- 
вые три десятичныхъ знака. Такимъ же образомъ и при всяких 
другихъ физическихъ наблюденшяхъ и измъреняхъ мы наталки- 
ваемся на такого рода пороги. ощущевя, ^ которые ‚устанаваи- 
ваютъ предфлъ возможной точнобти. Указаная, падая за’ эти 
пред$лы, никакого значення уже не имфютъ и свидётельствують 
о невфжеств$ или даже о недобросовЪстности. Такого рода, пре- 
увеличенно точныя числа мы находимъ, напрвиФрь, въ курорт- 


ныхЪ рекламахъ, указывающихъ содержание той ИЛИ ИНОЙ СОЛИ 
У 
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въ источникВ съ такою, точностью;: установленте которой при по- 
мощи дъйствительнаго взв$шиваня совершенно невозможно. 


Въ противоположность” этому свойству эмпирическато пред- 
ставленя о пространствЪ, необходимо ограниченнаго изв етнымъ 
приближенемъ, абстрактное или идеальное предста- 
влен1е о пространств ‘обладаетъ неограничен- 
НОЙ ТОЧНОСТЬЮ ‘и въ силу Канторовой акстомы 
вполнз параллельно ‘ариеметическому опред$ле- 
н1ю поняття о чиелЗ. 

Сообразно этому подраздъленю нашихъ представлений явля- 
ется `цфлесообразнымъ и самую ‘Математику раздЪлить’ на’ двз 
части: на математику точную и математику приближен- 
ную. Выяснимъ это разлище на уравнен!и /(х) =0. Въ прибли- 
женной математикз, какъ и въ случаЪ нашихъ дфйствитель- 
НЫХЪ эмпирическихъ представлен!й, здёсь р$чь идетъ не о томъ, 
чтобы /(х) точно обратилось въ нуль, а только о томъ, чтобы 
значене функщи |/Клх)| упало ниже достижимаго порога точно- 
сти; такимъ образомъ, равенство /(х) =0 должно служить толь- 
ко сокращеннымъ выражешемъ неравенства 


|1) <, 

съ которымъ фактически и приходится имЪть дфло. Выполнить 
же строго требоване равенства }(х) = 0 ‘составляетъ уже задачу 
точной математики. Такъ какъ въ приложеняхъ играетъ. роль 
только приближенная математика, то можно, выражаясь грубо, 
сказать, что нужду мы имфемъ собственно въ этой посл$дней 
дисциплин®, между тЪмъ какъ точная математика существуетъ 
только для удовольстыя т8хъ, которые ею ‘занимаются, а въ 
остальномъ составляетъ лишь опору для математики приближенной. 

Возвращаясь опять къ нашей тем, я долженъ сказать, 
что логическое опред лен!е иррац1ональнаго чик) 
ла несомнённо относится къ ТОЧНОЙ математике». 
Въ самомъ ДВлф, утверждеше, что ДВЪ ТОЧКИ ОТСТОЯТЬ прус рот 
друга на разстояне, выражающееся иррац!ональнымъ ь ЧИСЛОМЪ 
миллиметров, фактически не имзетъ никакого 6 вита, такъ. 
какъ десятичные знаки дальше шестого не’ `имВЮтЬ реальнаго. 
значення. Въ практик мы можемъ, таким образомт, 
свободно замф нять иррац!ональныя числа рац!0- 
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нальными. На первый взглядъ это находится въ противорф чи 
съ закономъ ращюнальныхъ указателей въ кристаллографли, или, 
наприм$ръ, съ тзмъ обстоятельетвомъ, что въ астрономйи при- 
ходится отличать случаи, существенно разные, когда времена 
оборотовъ двухъ планетъ имзютъ рацюнальное или иррацщюональ- 
ное отношене. Въ д$йствительности же здЪеь опять проявляется 
только многозначность нашего языка, такъ какъ здфеь поняття 
рацональное и иррацональное нужно понимать въ совершенно 
другомъ смысл, — именно въ смысл, свойственномъ прибли- 
женной математик$. Когда здЪеь говорятъ, что вели- 
чины имфютъ рацюнальное отношее, то подъ этимъ разум%- 
ютъ, что ихъ отношене выражается парой небольшихъ чиселъ,— 


° 


7053 
но отнесли бы уже къ ирращональнымъ. Насколько, собственно, 


велики могутъ быть числитель и знаменатель, это м$няется отъ 
случая къ случаю, въ зависимости отъ условай вопроса. 

Вс% эти интересныя соображеюня развиты мною въ лекщяхъ, 
читанныхъ въ весеннемъ семестрЪ 1901 года и изданныхъ подъ 
назватемъ „Апуепйип> 4ег РШегеп а] ип Гиестатгесвиито ап? 
Сеотеше, еше Кеузюп 4ег Ргшжареп“ (АизоеагЬ. у. С. Н. 
Ми|ехг). 

Въ двухъ словахъ я хот$лъ бы еще указать, въ заклю- 
чен!е, какъ я себЪ представляю желательное изложене этихъ 
вещей въ школ. Точное изложене теори иррапюональныхъ чи- 
селъ здЪсь врядъ ли уместно, такъ какъ она не можетъ быть 
интересна для большинства учениковъ. Юноша несомн%®нно 
всегда удовлетворится указавемъ ограниченнаго приближения; 
точность же въ 0,001 миллиметра уже вызоветъ удивлевше, а 
потребности въ полной точности у него несомнфнно не будетъ. 
Вел$дотв!е этого будетъ вполнЪз достаточно, если въ школ и 
яснить ирращональное число только на общихъ примЗрахъ, КАК 
это большею частью и д$лаютъ. Конечно, немног1е Юноши, обла- 
дающпе ясно выраженнымъ математическимъ дарованем, ЭТИМЪ 
не удовлетворятся -и захотять вникнуть глубже Вы” сущность 
вопроса. До стойной задачей учителя будетъ удовлетворить эту 
потребность, не нарушая интересовъ большинст а ‘учеников. 


3 
наприм$ръ, =. Такое же отношене, какъ здфсь несомн®н- 


<< 
А У 
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Ш. Особыя свойства цфлыхъ чиселъ. 


Мы начнемъ теперь новую главу, которую мы посвятимъ 
собственно учен1ю о ц$лыхъ числахъ, теорти чи- 
селъ, или ариометик$ въ болЪе узкомъ смыслЪ 
этого слова. 

Я прежде сдфлаю сводку отдфльныхъ вопросовъ, въ кото- 
рыхъ эта дисциплина соприкасается со школьнымъ преподаванемъ. 

1) Первой задачей теорли чиселъ является вопросъ о’ дфли- 
мости: длится ли одно число на другое? 

2} Можно указать простыя правила, которыя даютъ 
возможность легко распознать, дЪлится ли произвольное число на 
небольпия числа, какъ 2, 3, 4, 5, 9, 11 ит. д. 

3) ИмЪется безчисленное множество простыхъ 
чиселъ, т. е. такихъ, которыя не имфютъ собствен- 
ныхъ дълителей. (иными словами, которыя дфлятея только 
на себя и на единицу): 2, 3, 5, 7, 11, 13, 11,... 

4) Мы владфемъ всфми соотношенями, касающимися дЪли- 
мости любыхъ чиселъ, если мы знаемъ ихъ разложен1е на 
простыхъ множителей. 

5) Теорля чиселъ играетъ роль въ вопрос объ обращении 
ращюнальныхъ дробей въ десятичныя: она поясняетъ, почему 
десятичная дробь должна ` стать перлодической,. и какъ великъ 
пертодъ. 

Эти вопросы появляются уже въ младшихъ клаесахъ; позже о 
вопросы теор1и чиселъ появляются только спорадически. Во в 
комъ случаЪ, приходится ветр$чать слЗдующее: © ыУ 

6) Если и не во веЗхъ школахъ, то, во всякомъ случай, во 
многихъ излагаются непрерывныя дроби. «© 

7) Иногда излагаются ДЛофантовы урав нен1я, т; е. 
уравнен1я со многими неизвЪетными, при разрёщени которыхъ 
мы ограничиваемся цфлыми значешями неизвёетныхе. Въ видЪ 

< 
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примЗра я приведу пиеагоровы числа, о которыхъ мы имЗли 
уже случай говорить. Какъ извЪетно, здЪсь рЪчь идетъ о систе- 
махъ цълыхъ ршенй уравнен1я 


а? -- 62 — 62. 


8) Въ тЬеной связи съ теормей чиселъ находится вопроеъ 
‹ дЪлевши окружности на:равныя» части, хотя этотъ вопросъ врядъ 
ли когда либо разбирается въ школ. Если намъ нужно раздЪлить 
окружность на и. равныхъ ‚частей, — разумЪется, пользуясь всегда 
только: циркулемъ и линейкой, —- то это, легко удается при и ==2, 
3, 4,5, 6. Но при: и =1 это уже не удается, и учитель: обыкно- 
венно почтительно останавливается на этомъ пункт, не выска- 
зывая даже категорически того, что это выполнить . вовсе не- 
возможно: Причина ‘этого обстоятельетва коренится. въ: глубокихъ. 
соображеняхъ теори чиселъ. Чтобы избЪжать недоразумънй, съ. 
которыми, къ сожалЪ ню, въ этомъ именнно вопрос приходится 
довольно часто встрфчаться, я еще разъ подчеркну, что! ‹здЪеь. 
мы вновь имфемъ дЪло съ вопросомъ точной математики, . не: 
имфющимъ для практическихь примфненй никакого значення: 
Для практическихъ цфлей врядъ ли ‘кто-либо станетъ’ пользо- 
ваться’ точнымъ построенемъ. даже въ тьхъ случаяхъ, когда это. 
возможно: Напротивъ, будетъ гораздо цфлесообразнЪе, оставаясь. 
на почвЪ приближенной математики, простыми и умЪло. подо- 
бранными ' испытанями раздфлить окружность на’ любое ‹ число 
равных частей; при этомъ’ можно легко’ ‘достигнуть ‚всякой. прак- 
тически доступной точности. Такъ, несомнЪнно, поступаеть ‘каж- 
дый механикъ, которому нужн остроить инструменты съ раздфлен- 
ными кругами. 

9) Еще въ одномъ мЪеть въ школЪ приходится столкнуться 
съ высшей теорлей чиселъ — именно, въ вопросЪ о квадратурЪ 
круга и-связаннымъ съ ‘нимъ вычисленемъ л. При иво ноу 
этого отдфла тЬмъ или инымъ путемъ’‘вычисляютъ’ первые › деся- 
тичные знаки числа Л, а зат$мъ, несомнЪнно; упоминаюуз4 о ©.0- 

временномъ ‘доказательств трансцендентности 
числа л, рЬшающемъ древнюю задачус ок квадра- 
тур$ круга’ при помощи‘ циркуля их ли нейки въ 
0-трищцательномъ смысл. Въ концЪ ‚енот курса: я ‘во- 
звращусь къ ‚этому ‘доказательству, здЪсь в я ограничусь точ- 
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ной ‘формулировкой’ этого утвержденная; дЪло ‘сводится къ тому, 
что`число л не. можеть’ удовлетворять никакому о бы 
уравненю съ’ цфлыми коэффищентами вида: 


и о КО неа 


То обстоятельство, что коэффищенты. должны. быть. ифлыми чис- 
лами, играетъ здфсь особую. роль; оно ‚именно и относитъ. этотъ. 


вопросъ къ: теорли чиселъ. 

Само’ ‘собой разумЪется, что’и здесь мы имфемъ дфло’ съ 
вопросомъ точной математики, ибо для нея`только и ‘имЪ- 
етъь значенте числовой характеръ л.. Для математика, ' ограничи- 
вающагося ^ приближенемъ, достаточно  опред$лить’ первые деся= 
тичные знаки, которые даютъ ему возможность’ произвести ‘ква. 
дратуру круга’ съ любой достунной намъ точностью. 

Этимъ исчерпывается роль теор1и чиселъ въ школЪ. Спро+ 
симъ еще, какое. мЪсто она. занимаетъ въ университетскомъ пре- 
подавани. и ‚въ научномъ ‘изел$довави. Я‘ склоненъ раздЪлить 
математиковъ, занимающихся ‘самостоятельными изелдоваями, 
по ‘ихъотношеню къ теорли чиселъ — на двЪ категор1и; однихь 
я назову энтуз1астами, другихъ индиферентными. Для первыхъ не 
существуетъ никакой науки, которая ‘была ‘бы’ такъ ‘прекрасна и 
такъ важна, какъ теор1я чиселъ,-=‘ никакой науки, которая давала. 
бы столь’ясныя и точныя доказательетва ‘и теоремы такой безу- 
коризненной строгости. „Если математика, есть царица’ наукъ,.. то. 
теорля чиселъ ‘есть царица математики“, говоритъ Гаусеъ. Инди- 
ферентные же стоятъ далеко отъ теорли чиселъ; очень’ ‘мало за- 
ботятея о ‘ея развитии стараются’ вовсе ея. избъгать. Большин- 
ство ‘изучающихъ математику по своимъ ‘симпатямъ относятся 
къ послЪдней: категорли. бу 

Причина этого зам$чательнаго раздЪленя, по моему’ мн$- 
ню, коренится въ сл$Здующемъ: съ одной стороны; теорля чисель., 5), 
несомн$нно иметь, основное значене ‘для’ всякаго’‘ глубокаго 1 ал. 
тематическаго изслдоваюя. Необычайно часто мы наталкиваемей, 
исходя ‘изъ совершенно различныхъ” областей, на сравнительно 
простые ариометическе факты. Но, ‘съ другой сторона чистая 
теоря чиселъ является крайне абстрактной Дисцит ЯНС я. ‚ ©пособ- 
ностью .же воспринимать. съ. удовольствемъ весьма: „ботрактныя 


вещи обладаютъ немноше. Уже это обстоятельютво ‘еамо по -себъь 
го 
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могло бы содфйствовать безучастности, которую проявляютъ мног!е 
къ теорли чиселъ. Но это еще усиливается тЪмъ, что въ совре- 
менныхъ сочиненяхъ по теори чиселъ нредметъ излагается 
обыкновенно чрезвычайно абстрактно. Я полагаю, что теорля 
чиселъ сдЪлалась бы гораздо '‘болЪе доступной’ и ветр$тила бы 
тораздо больше интереса къ себ, если бы ее излагали 
наглядно и на подходящихъ фигурахъ. Ея пред- 
ложен1я, конечно, не зависятъ отъ этихъ вспомогательныхъ 
средствъ, но они могли бы много содФйствовать пониманю. Эту 
точку зрёюя я и старался провести въ лекщяхъ, читанныхъ 
мною въ 1905-1906 учебномъ году“). Ту же цфль имфеть въ 
виду Минковск!йЙй въ своей книгь „О Дюфантовыхъ прибли- 
жешяхъ“ **). Мои лекши носятъ болЪе элементарный, вводный 
характеръ, тогда какьъь Минковск1й скоро углубляется въ 
спещальныя задачи. 

Что касается учебниковъ по теорти чиселъ, то вы можете 
собственно вполнЪ ограничиться тЪмъ матерлаломъ, который вы 
находите въ учебникахъ алгебры. Изъ числа же спепальныхъ со- 
чиненй я охотнЪе всего рекомендоваль бы вамъ новую книгу 
Бахмана „Основаня новой теорли чиселъ“ ***). 

Разъяснения, спещально относяпийяся къ теорли чиселъ, я хо- 
тЪлъ связать съ упомянутыми выше вопросами и постараюсь изло- 
жить ихъ возможно болфе наглядно. Само собой разумЗется, что я 
по прежнему имЪю въ виду тотъ матерлалъ, который, по моему 
мнЁн1ю, долженъ знать учитель, и отнюдь не думаю, 
чтобы весь этотъ матералъ можно было непосредственно въ той 
же формЪ сообщать ученику. Я долженъ указать на ОпПытЪ, вы- 
несенный мною изъ учительскихъ экзаменовъ. МнЪ пришлось 
убЪдиться, что въ больпинствЪ случаевъ кандидаты на учитель- 
ское званйе ограничиваются лишь ходячими выраженями, не 
имЪя сколько - нибудь серьезныхъ свЪдЪнШ въ этой области. Что 


д есть трансцендентное число — это товоритъ, конечно, каждый: 


-^у 


*) „АпзсемаЮ Це КарЦе! апз ег ХаШешфеоте“ АпаоеВЕе УОп 
А. Боттег?е!4 ипа Р. Еигбупе] ег). Нов. изд. 1907 г. У 

*") Н. М1 КомзКу, „Оюрвапйзере Арргожатацонйо". Еше Еш- 
тиБгипх ш 91е ДаШеп®еоте. Гери, 1907. 

**) Р. Васп маш, „Огап асе 4ег пепегеп, Ре зат- 
пап Зерафег, № 53, Гаряе, 1907. Л <> < 
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но что это собственно означаетъ, это знаютъ уже немноге. Разъ 
я получилъ даже и такой отвЪтъ, что л не есть ни ращюнальное, 
ни иррацпональное число. Точно такъ же довольно часто прихо- 
дится встрЪчать экзаменующихся, которые знаютъ, правда, что 
имЪется безчисленное множество простыхъ чиселъ, но не имЪютъ 
ни малфйшаго представленя о доказательетвЪ этого предложения. 

Съ этого послЗдняго доказательства я и начну; при этомъ 
ТЪ простыя вещи, которыя содержатся въ пунктахъ 1 и 2 преды- 
дущаго перечисления, я буду считать извфстными. Упомяну еще, 
что исторически доказательство этого предложеня принадлежить 
Евклиду, „Начала“ (по-гречески >90уа) котораго содержать. 
не только систему геометрли, но также алгебраическе и арие- 
метическле факты, часто облеченные въ геометричесюя формы. 
Евклидовъ прлемъ доказательства указаннаго предложеня заклю- 
чается въ слЪдующемъ. Положимъ, что рядъ простыхъ чиселъ 
ограниченьъ и исчерпывается числами 2, 3, 5,...,р; въ та- 
комъ случаЪ число М == (1, 2,8,5,...,р)--1, очевидно, не дф- 
лится ни на 2, ни на 3,..., ни на р, такъ какъ при дфлени на. 
каждое изъ этихъ чиселъь мы получаемъ въ остаткЪ единицу. 
Поэтому должно имЪть мЪето одно изъ двухъ: либо это есть 
простое число, либо существуютъ простыя числа, отличныя отъ 
2, 3,...,р. Но то и другое противор$читъ нашему предполо- 
женю, и теорема, такимъ образомъ, доказана. 

Что касается 4-го пункта — разложеющя чиселъ на простые 
множители, то я хочу показать вамъ одну изъ старфйшихъ та- 
блицъ разложения, принадлежащую Чермаку *). Эти обширныя 
полезныя таблицы съ исторической точки зрёня заслуживаютъ 
т$мъ большаго внимавя, что онЪ въ высокой степени точны. 
Названте таблицъ происходить отъ переданнаго намъ еще изъ. 
древности термина „рЪшето Эратосеена“. Основавшемъ для 
этого термина послужило представлене, что мы изъ всего натузу 
ральнаго ряда чиселъ посл$довательно просЪиваемъ т$, которые 
ДЪлятся на 2, 3, 5,..., такъ что, въ концЪ концовъ, осаёюотся 
только простыя числа. Че макъ даетъ разложене на < простые 
множители чиселъ, не дЪлящихся на 2, 3 или 5, ИО доводить 
свою таблицу до 1020000. При этомъ на простыя ‘Числа отмЪ- 
сие С° 


о ®_ 
- : : : м 
*) СпВегшас, „Сгфит аг|/ошейсит“, Рахепбтае, 1811. 
ых 


62 


чены горизонтальной ‘чертой и въ такихъ высокихъ предЪлахъ 
приведены въ этомъ сочинеи въ первый. разъ. Впрочемъ;: въ 
ХЕХ столБти вычислене простыхъ чиселъ продолжено значи- 
тельно дальше и доведено до 9-го миллона. 

'‹ Обращаюсь теперь къ пятому пункту, именно къ об р: а- 
щен!ю рац!ональныхъ дробей въ десятичныя. По- 
дробную теортю вы найдете въ книгБ5 Вебера-Вельштейна; 
я же хочу выяснить здЪсь только принципы этой теорли на про- 


нА | ай 

стфйшемъ типичномъ примфрЪ. Разсмотримъ дробь И, гдЪ р есть 

тростое число, отличное отъ 2 и. 5; мы покажемъ, что дробь 
1 р. 

ре развертывается въ безконечную пер1одическую 


дробь, и что число цифръ д пер!ода есть наименв- 
ий показатель, при которомъ 105 даетъ при д$- 
лен1и на р въ остатк% 1, или, выражаясь языкомъ теори 
чисель, д есть наименьш!й показатель, при: кото- 
ромъ имфетъ м%зсто сравнен!е 

109 ==1 (т04. р). 

Локазательство прежде всего предполагаеть извЪстнымъ, что 
такое сравненйе всегда возможно; это устанавливается такъ на- 
зываемой малой теоремой Ферма, заключающейся ВЪ 
томъ, что при всякомъ простомъ р, не лфлящемъ числа 10, 

1021 =1 (109. р). 
На доказательств этого основного предложешя, служащахго по- 
стояннымЪ орулемъ изслздованя всякому математику, я здЪеь 
но буду останавливаться. Далзе, изъ теори чиселъ мы должны 
заимствовать еще предложеше, что наименьш1й показа- 
тель 0, о которомъ идетъ выше рёчь, либо равенъ 
числу р— 1, либо есть д литель этого числа. Это, „МЫ 
можемъ примЪнить къ нашему числу р и получимъ, ть О обра- 


зомъ, что су 
10°=-1 д хе” 
й © 
есть цфлое число М, такъ что. \” 
\\ 
10° 1 С° 
= НМ. , 5$ 
Фр МУ 


_в8 


. ы | 105 ы 
Если мы поэтому представимъ себЪ дроби +. И . обра- 


щенными въ десятичныя, то соотв$тствующ!е десятичные знаки 
должны будутъ совпадать, такъ какъ разность между этими дро- 


бями есть цёлое число. Такъ какъ, съ другой стороны, ‚дробь 
92 1 Г | 
г получается изъ дроби уз перенесеншемтъ: запятой вправо на 0 


десятичныхъ знаковъ, то, отсюда слЗдуетъ, что отъ такого пере- 


1 * 1 - 
несен1я запятой десятичные знаки дроби — не измфняются, ины- 


р 


1 
ми словами, что десятичные знаки дроби 77 пред- 


ставляютъ собой посл довательное повторенте 
пер!ода, состоящаго изъ д цифръ. Теперь покажемъ, 
что не можетъ быть меньшаго перода, состоящаго изъ 0’ д 
цифръ. Для этого намъ достаточно обнаружить, что число цифръ 
д’ каждаго перюда удовлетворяетъь сравненю 10°’==1, ибо 
намъ извфетно, что д есть наименьшее р%фшене этого срав- 
нешя "). Это доказательство представляетъ собой простое обра- 


щен!е прежняго разсуждемя. Въ самомъ дфлЪ, изъ услов1я сл%- 
1 % 
дуетъ, что дроби —— и ра имфютъ одни и тЪ же десятичные‘ зна- 


Р 
0’ 


ки; слфдовательно, разность этихъ дробей т дя есть ц%лое 


число М, а потому 105’— 1 длится на р; такимъ образомъ, дёй- 
ствительно, 105’ ==1 (104. р); этимъ вполн% исчерпывается дока- 
зательство. 


Я приведу еще н5которые возможно боле простые и. по- 
учительные примфры, изъ которыхъ вы увидите, что д дЪйстви- 
тельно можетъ принимать всф возможныя значення, какъ меньшия 
р— 1, такь и равныя р— 1. Замфтимъ прежде всего, что, для ` 
дроби к 


1 
з =0,333... Ра 


© СУ” 
*) Если это предложен!е будетъ доказано и мы \Допустимъ, что 


существуеть пер1одъ, содержащий 0’ < д цифръ, то будеть существовать 
число 0’ д, при которомъ 10° = (по@ р); это еротивно услов1ю. 
“У 
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число десятичныхъ знаковъ д=1; въ самомъ дЪлЪ, уже 
101 =1 (104. 3). ДалЪе мы находимъ, что для дроби 


1 
— = 0,09... 
11 


д9==2, и, соотвфтственно этому, 
101 ==10, 102==1 (104. 11). 


Наивысшее значене д—=рр— 1 мы встр$чаемъ при разло- 


жен!и дроби 
1 


= = 0,142857142857 ...; 
здесь д=6. И дйствительно, не трудно видЪть, что по мо- 
дулю 7 
101 ==3, 102 ==2, 103 ==6, 10% ==4, 105==5 и, наконець, 106 == 1. 

Я хочу также н®сколько остановиться на вопросф, содер- 
жалцемся въ шестомъ пункт предыдущаго перечислевя, 
именно на непрерывныхъ дробяхъ. При этомъ я не буду 
ЗДЪсь, однако, приводить обыкновеннаго отвлеченнаго ариемети- 
ческаго изложеня, которое вы найдете во многихъ другихъ сочи- 
неняхъ, напримфръ, у Вебера-Вельштейна. Напротивъ, я 
воспользуюсь случаемъ, чтобы вамъ показать, какую ясную и 
понятную форму пр!обр$таютъ вопросы твори чиселъ при на- 
глядномъ геометрическомъ ихъ изложени. Къ тому же, прибЪгая 
къ этимъ геометрическимъ пр1емамъ въ области теор!и чиселъ, 
мы возвращаемся только къ тфмъ путямъ, по которымъ шли 
Гауссъ и Дирихле. Лишь новзйпие математики, начиная 
прим$рно съ 1860 года, изгнали эти методы изъ теор1и чиселъ. 
Само собой разумЖется, что здфсь я имЪю возможность кратко 
привести только ходъ разсужденй и важнфйпия теоремы безъ 
доказательствъ; я естественно предполагаю также, что начала 
элементарной теор1и непрерывныхъ дробей вамъ нобезызвзотны. 
Впрочемъ, обстоятельное изложене вы можете найти въ. Мойхь 
литографированныхъ лекц1яхъ по теор1и чиселъ. о. 

Вы знаете, какъ разворачивается данное ПОлЛО- 
жительное число © въ непрерывную ‚ робь: мы вы- 
дфляемъь наибольшее пфлое число #2, содержащееся ВЪ ©, И ПО- 
лагаемъ: . < 


а < 


А `_ . 
= т - И, ХУ 
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ГДЪ 
та 


} 1 
далЪе, съ Дрооью я мы пПоступаемъ такъ же, какъ съ числомъ ©. 
0 


7. И | = 1» 


ГД 
бе аа, 


И этотъ процессъ ведемъ дальше: 


Если © есть рацтональное число, то этотъ процессъ 
обрывается посл конечнаго числа ступеней; если же @ есть ир- 
рац1ональное число, то процессъ продолжается безконечно. 
Во всякомъ случа мы будемъ писать кратко „разложение 
числа © въ непрерывную дробь“: 


Въ вид$ примЪра приведу разложете въ непрерывную дробь 
числа пл. 
л; = 3,14159265...=8-—- _— 
О 
т 292-—-... ку 


Если мы фин непрерывную дробь на первомъ, Вто 07” 
ромъ, третьемъ... частномъ, то мы получимъ ращональныя т такъ 


называемыя „подходящ1я дроби“: < 
АУ 
о уе — ь 0 -- р. и Ч 70 = | = „- 9\® 
0 1 | и. -- =. к. ох 
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Эти дроби представляютъ собой чрезвычайно хорош!я 
приближен!я къ числу 0; выражаясь точнфе, каждое изъ 
нихъ даетъ самое лучшее приближен!е, какого 
только возможно достигнуть, не увеличивая зна- 
менателя приближенной дроби. 

Благодаря этому свойству подходящихъ дробей теорля не- 
прерывныхъ дробей прлобр$таетъ практически важное значене 
во всЪхъ тЬхъ случаяхъ, гдЪ нужно выразить иррацюнальныя 
числа или даже рашональныя дроби, но им$юция большихъ зна- 
менателей (наприм$ръ, десятичныя дроби с0 многими знаками), 
возможно простыми дробями, т. е. дробями съ возможно мень- 
шими знаменателями. Насколько хорошее приближене мы полу- 
чаемъ, можно видЬть изъ слБдующей таблички, содержащей обрат- 
ное перечислене первыхъ подходящихъ числа л въ десятичныя 
дроби. 

п—=3,14159265... 
и фь ПЕ 


и = = 0, М ОЮЬ.. 
аа 106 } 9 } 


Ра. 399 3 аовва | 
43 113 

Естати вы замфчаете на этихъ примфрахъ, что полходящя 
дроби поперемЪнно то больше л, то меньше этого числа; это есть, какъ 
извфетно, общее свойство подходящихъ дробей: развертывая 
число @ въ непрерывную дробь, мы заключаемъ 
его при помощи подходящихЪъ дробей въ пред лы, 
постоянно суживающтеся сверху и снизу. 

Оживимъ теперь всЪ эти вещи при помощи геометрическаго 
образа. Съ этою цЪлью представимъ себЪ въ положительномъ квадран- 
тЪ плоскости му -овъ (предполагая, что мы ограничиваемся потожхи- 
тельными числами) всЪ$ точки, которыя имфю ТОК оор- 
динатами цЪфлыя числа; онЪ образуютъ такъ \ Чазываемую 
„сЪть точекъ“ *). Будемъ разсматривать эту свть тя могъ бы 


ей 
даже сказать это „звЪздное небо“— точекъ БА амала координатъ 


*) „Рипк&оЩег“— сравнительно новый термивт, который былъ вве- 
денъ Г. Миньковскимъ. . _ 
и 
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О (фиг. 13); лучь, идущ отъ начала къ точк6 х=а, у=б, 
имфеть уравнеше 


Е» 
о 


х В 
и обратно, на каждомъ лучЪ — == 4, гд\ 4 есть рацюнальное число 
- 


Я р. 
—) лежитъ оезчисленное множество цълочиесленныхЪъ точекъ (27а, 


| 
116), ГДЪ т есть произвольное цфлое число. Такимъ образомъ, 
изъ точки О) во всЪхъ возможныхъ рацюнальныхъ направлен1яхъ 
и только въ этихъ направленяхъ мы 
видимъ точки нашей рЪшетки; поле 
зр$звйя повсюду сгущено и заполнено 
„звЪздами“, но оно еще не свободно 
отъ пробЪловъ, оно не заполнено ими 
непрерывно, оно какъ бы напоминаеть 
„млечный путь“. На иррац!ональ- 


„ 


А 
номъ луч — =@, гдЪ © есть 
В. 


число иррацтональное, не ле- 
житъ, сл довательно, ни од- 
на пЪълочисленная точка — 
фактъ, замБчательный уже и самъ по % х 
себЪ. Но, очевидно, такого рода пря- ры 
мая, выражаясь терминомъ, напоминающимъ Дедекиндово 
опред$лене иррацюнальныхъ чиселъ, производить сЪчен1е въ 
области вс$хъ цфлочисленныхъ точекъ; именно, она 
разбиваетъ ихъ на дДвЪ группы точекъ, расположенныхъ справа 
и слЪва отъ прямой. Если мы спросимъ себя теперь, гдф же у 
нашего луча отдфляютея другъ отъ друга эти групиы, то мы 
придемъ къ чрезвычайно интересному свойству разложешя числа >” 
© въ непрерывную дробь. Именно, если мы отмфтимъ точий” 
х==р,, у==4,, соотвфтствуюния каждой подходящей дроби ть 
КА ДА 
разложеви числа @ (р, и 4, суть числа первыя между собой), 
то лучи, идуще къ этимъ точкамъ, должны все ближе и ближе 
х 09° р 
подходить къ лучу г — а и при томъ поперемфии, >то съ одной, 
Ко 


68 


то съ другой стороны; это приближене должно происходить съ 


такой же быстротой, съ какой дробь с приближается къ ирра- 


та 


цюнальному числу @. Развите этой идеи приводитъ къ сл%- 
дующей теоремЪ, которую нетрудно доказать, ‘пользуясь изв%- 
стными въ теор!и чиселъ свойствами чиселъ р, и д,. 
Представимъ себф, что во всф цфлочисленныя 
точки воткнуты штифтики или булавки, какъ на 
китайскомъ билл1ардЪ. Каждую изъ двухъ группъ 
булавокъ, расположенныхъ справа и слЪва отъ 


% 
луча — =@, мы обведемъ нитью; если мы натянемъ 
ей 


каждую нить такъ, чтобы она охватывала соотвфт- 
ствующую группу булавокъ и прилегала бы вплот- 
ную къ ближайшимъ, то она приметъ форму выпук- 
лой ломанной лин!и; вершинами этой ломанной 
именно и будутъ служить точки р,, 4, координа- 
тами которыхъ служатъ соотв тственные числи- 
тели и знаменатели подходящихъ дробей; при 
этомъ слЪва будутъ лежать точки, отвф чающуя 
четнымъ подходящимъ дробямъ, а справа нечет- 
ны мЪ. 

Этимъ путемъ мы приходимъ къ новому и, нужно сказать, 
чрезвычайно наглядному геометрическому опредфленю разложе- 
ня числа въ непрерывную дробь. Приведенный выше рис. 13 
относится къ случаю: 


РОВ А АЙ 
2 Ут 1 
1 | 1 и 
ие = & 
© 


т. е. къ иррацюнальному числу, выражающему отношение сто- 
ронъ правильнаго десятиугольника къ радусу. ДфСЬ первыми 
вершинами двухъ ломанныхъ лин будутъ: =. 


стАва; 2, ==0 в =1; р, =1, 9, =; УЗ 
справа: р: =1, 41 =1; 24 =2, @—8:] — 9, ==: 
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Для числа л значешя р,, д, возрастаютъ гораздо быстр%е, 
такъ что нанести соотв$тствующую фигуру на чертежъь было 
бы довольно трудно. Полное же доказательство указаннаго пред- 
ложентя вы можете найти въ упомянутыхъ выше моихъ лито- 
графированныхъ лекщяхъ. 

Я перехожу теперь къ седьмому пункту, къ ученю о 
такъназываемыхъ пиеагоровыхъ числахъ; здфсь мы опять 
воспользуемся наглядными представленями, но въ несколько 
иной формЪ. Задача о пиеагоровыхъ числахъ заключается, какъ 
извЪстно, въ томъ, чтобы найти цфлыя числа, удовлетворяющия 
уравнен!ю: 

а? 6 = с'. (1) 
Положивъ 


а | 
тЫ, РР (2) 


мы разсмотримъ вмЪсто уравнения (1) уравнене 


62 —- 17 =1, (3) 


къ которому оно проводится при помощи преобразовавя (2); 
намъ нужно, слфдовательно, разыскать вс$ рацтональныя 
дроби, удовлетворяюния этому уравненю. Им$я это въ виду 
мы разсмотримъ совокупность вс хъ рац1ональныхъ то- 
чекъ на плоскости (т. е. всЗхъ т$хъ точекъ, которыя им$ютъь 
рапюональныя координаты &, 17); точки эти образуютъ въ плос- 
кости сгущеннный комплексъ *). 

Уравнен!е (3) выражаетъ окружность на плоскости, опи- 
санную изъ начала координатъ рад1лусомъ, равнымъ 1; наша за- 
дача сводится къ тому, чтобы опредзлить, какъ проходить 
наша окружность въ этомъ сгущенномъ кКом- 
плекс% рац1ональныхъ точекъ, как!я изъ нихъ она 
содержитъ. Н$которыя изъ рацональныхъ точекъ, принадле- «У 
жащихъь окружности, мы хорошо знаемъ напередъ: сюда отн" 
сятся, напримфръ, точки ея пересЁчетя съ четырьмя осямие, 5 Но 
мы остановимся предпочтительно на точк$ 5 (5 = — 1 = 


\< 


*) Т.е. такой комплексъ точекъ, въ которомъ, сколько угодно 
близко къ любой его точкЪ, имзется безчисленное еетво другихъ 


точекъ того же комплекса. < < _ 
^©х Ред. 


0 
фиг. 14). Предотавимъ себЪ вс лучи, проходяние черезъ точку 
5; они выражаются уравнешемъ: 


= (5-21). (4) 


Каждый изъ этихъ лучей мы будемъ называть рац!ональ- 
нымъ или иррац!ональнымъ, смотря потому, имфетъ ли 
параметръ А рацональное значене или иррацщональное. 


р 
не: каждая рацтональ- 
ная точка окружности 
проектируется изъточ- 
ки 5 рацщональнымъ 
лучемъ, и обратно — 
каждый рацональный 
лучъ (4) пересЪкаетъ 
кружность въ рац1о- 
Фиг. 14. НАальной точк$. 


Первая половина непо- 
средственно ясна”). Вторую мы докажемъ прямымъ вычисле- 
внемъ. Именно, подставляя выражеюе (+4) для 7 въ уравнеше 
(3), мы получимъ для абециссы точки перес$ченя уравнеше: 


5-24 5-2 АЕВЬ 


(ны у орЕНььне Е 


ИЛИ 


Но одинъ корень (& = — 1), соотвЪтствующий точкз 5, намъ изв%- 

стенъ; для другого корня мы простымъ вычисленемъ и 

выражене: <\ 
фа» < ©9° 


б== Пр 72 ы Ю 67” (5а) 


< ©” 
*) Въ самомъ дЪлЪ, если прямая (4) проходить <Чёрезъ какую бы 
то ни было рацюнальную точку &, 9», 8 отличную\ отъ 5, то въ ея 
70 р и. 


т. е. х имЪетъ ащюнальное, значение. 
1? 
50 ^\СУ 


уравнен!и {= 
Ред. 


1 


а тогда уравнене (4) даетъ для ординаты: 


2%, 


7] 22 
при ращональномъ Х мы, такимъ образомъ, дЪйствительно полу- 
чаемъ рацональную точку пересЪченя. 

Доказанное такимъ образомъ предложенте можно еще вы- 
разить такъ: вс$ рац1ональныя точки нашей окруж- 
ности выражаются формулами (5), гдЪ #4 обозна- 
чаетъ любое рациональное число. Этимъ наша задача 
собственно р%фшена; намъ остается только сдфлать переходъ къ 
пфлымъ числамъ. Для этого мы полагаемъ: 


гдЪ и и м суть цфлыя числа; тогда выражен1я (5) принимаютъ 


ВИДЪ: 
и — 1 2ти 


Е 
т и? из и 


Это будетъ обиай видъ все хъ рацональныхъ р$шевий уравнения (3). 
Совокупность вс%фхъ ц%флыхъ р%ёшен1й перво- 
начальнаго уравнения (1), т. е. всЪ пиеагоровы 
числа, содержатся, стало быть, въ формулахъ: 


(РГА 


а=— т? — 1? ф=2ти, с=т?- и’; 


мы получаемъ отсюда вс р$шен1я, не имзющ!я 
общихъ дфлителей; если числа м и и пробЪфгаютъ 
черезъ вс$ пары чиселъ, первыхъ между собой. 

Мы пришли такимъ образомъ къ чрезвычайно наглядному 
р$шению этого вопроса, которое обыкновенно получается при по-_ 
мощи весьма абстрактныхъ соображений. < 

ЭДЪесь я хочу кетати остановиться на такъ называемой» све. 
ликой теорем Ферма“. Я поступлю совершенно въ духв» те. 
нихъ геометровъ, если перенесу вопросъ о пиеагор выхъ ЧИ- 
слахъ, приноровленный въ обыкновенной его постановкй КЪ ПлО- 
скости, въ пространство 3-хъ и болЪе высокаго числа измърен!й, 
и именно слЗдующимъ образомъ: возможно ли хСчтобы сумма ку- 
бовъ двухъ ифлыхъ чиселъ представляла “вобой полный кубъ? 


12 
или возможно ли, чтобы сумма четвертыхъ степеней предста- 
вляла собой полную четвертую степень? Вообще, можеть 
ли уравнен!е 


хи -|-- И. — 21 


при любомъ цЪломъ я быть разрЪшено въ ц$- 
лыхъ числахъ? Ферма далъ отрицательный отвфть на 
этотъь вопросъ; отвЪфть этотъ заключается въ слфдующей тео- 
рем$, носящей имя ея автора: уравненте 


х" у" — ен 


не им$етъ ц$лыхъ р$фшен!й ни при какомъ и, 
большемъ 2. 


Позвольте мнф начать съ нФкоторыхъ историческихъ св*- 
дЪнй. Ферма жилъ отъ 1608 до 1665 года и быль въ ТулузЪ 
совЪтникомъ парламента, — стало быть, юристомъ. Но онъ много 
занимался математическими вопросами и при томъ настолько пло- 
дотворно, что его сл$дуетъ отнести къ числу величайшихъ мате- 
матиковъ. Ферма можетъ быть вполнЪ заслуженно отнесенъ къ 
числу основателей аналитической геометрли, исчислен1я безконечно 
малыхъ и теории вЪроятностей; но особенно важное значеше 
имЪють его труды въ области теорши чиселъ. Однако, всЪ 
результаты, полученные имъ въ этой области, оставлены имъ 
въ вид помфтокъ на поляхъ экземпляра Л1офанта, знаме- 
нитаго античнаго математика, написавшаго книгу по теорли чи- 
селъ около 300-го года по Р. Хр., т. е. приблизительно черезъ 
600 лзтъ посл5 Евклида. Эти замфтки Ферма были опубли- 
кованы его сыномъ лишь черезъ 5 лЪтъ посл его смерти; онъ 
самь при жизни ихъ не печаталъ. Среди этихъ замътовъ 
им$ется также и „великая теорема“, о которой теперь идет 
рзчь, съ припиской: я нашелъ „воистину удивительное докава- 
тельство, но за недостаткомъ м$ста не могу его зоо ВВ- 
сти“ *). Однако, по настоящее время не удалось найти “Доказа- 
тельства этого предложетя. 28 

$ 


*) См. издан!е сочиненй Ферма Парижской С}кадемш—, „Оепугез 
де Кегтаф“, т. ПТ, (Раг!з, 1896), р. 241. И 
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Чтобы нЪеколько ближе орентироваться въ содержанши этой 
теоремы Ферма, мы, какъ и въ случаВ и =2, попытаемся сна- 
чала найти рацональ- 
ныя р8шеня уравне- 
ня 


$9" = 


т. е. постараемся вы- 
яснить себф положе- 
не выражаемой этимъ 
уравнепемъ — кривой 
относительно  рацю- 
нальныхъ точекъ пло- 
скости. Фигуры 15 и 16 
приблизительно иИзо0- Фиг. 15. 

бражаютъ кривыя, со- 

отвётетвующя [значешямъ и =3 и и=4. Онф, во всякомъ слу- 
ча, содержатъ точки 


5=0, у=Ти 6=1, у=0 
и соотв тетвенно точки 
5—0, 1 ==Т1 и 6 = 1, 9==0. 


Утверждене Ферма сводится, 
такимъ образомъ, къ тому, что 
эти кривыя въ противополож- 
ность  разсмотрЗннно07ой выше 
окружности извиваются въ сгу- 


Фиг. 16. щенномъ комплекс рацональ- 
ныхЪ.точекъ, не проходя ни че- 
резъ одну точку комплекса, кромф упомянутыхъ выше. еы 
< 
$ 


Интересъ этого предложен!я заключается прежде всего „В 
томъ, что полнаго его доказательства до сихъь поръ никому -н6 
удалось найти, несмотря на всЪф употребленныя къ этому `уси- 
лия. Что касается попытокъ доказательства этого предложения, 
то здфсь на первомъ м%Фетф приходится назвать `Буммера 
(Китиег), существенно подвинувшаго вопросъ _ вщереда. Кум- 
меръ привелъ этотъ вопросъ въ связь съ термей: алгебрани- 
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ческихъ чиселъ, въ частности, съ числами, къ которымъ 
приводитъ задача о дфлени окружности на равныя части. Поль- 
зуясь корнемъ и-той степени изъ единицы 


21 2 
Ра ох м 
8—6 == 09—29 —; 
71 ый и’ 

можно разложить разность 3” — у” на линейныхъ множителей; 


уравнене Ферма принимаетъ тогда видъ: 


д" = (2—9) (5—8) (3 — #9)... (в—#=" 5); 


иными словами, 7-тая степень числа должна разлагаться на мно- 
жителей, которые указаннымъ выше способомъ составляются 
ИЗЪ Чиселъ уиз и изъ числа г. Для такого рода чисель Куммеръ 
построилъ теори, совершенно аналогичныя ТЪМъЪ, которыя издав- 
на извЪетны для пфлыхъ чиселъ: онъ построилъ поняте о д$- 
лимости этихъ чиселъ, о разложени числа на простыхъ множи- 
телей и т. д. Сообразно этому мы говоримъ теперь о цфлыхъ 
алгебраическихъ числахъ и, въ частности, о цЗлыхъ чис- 
лахъ, къ которымъ приводитъ задача о дфлевши окружности 
на равныя части. Съ точки зря Куммера предложене 
Ферма является теоремой о разложеми на множителей въ 
области чиселъ =“). Исходя изъ этихъ соображеюмй, онъ и пы- 
тается доказать теорему. Это ему д йствительно уда- 
лось для значительнаго большинства значен!й 
показателя #12; въ частности, напримфръ, предложевне имъ 
доказано для вс$хъ показателей, которые меньше 100. Но между 
большими числами оказываются исключен1я, освободиться отъ 
которыхъ не удалось ни ему ни крупнЪйшимъ математикамъ, 
слЪдовавшимъ его пути. Я вынужденъ здфсь естественно ограни- 
читься этими указавями; подробности о состояши этой задачи 
вы найдете въ „Математической Энциклопеди“, въ и реф: 
рата Гильберта „О теор!и алгебраическихъ чиселъ“ ‚ Тааь- 
бертъ самъ принадлежитъь къ числу тЪхъЪ, которые о продол- 
жали и развили изелёдованя Куммера. С 


+) Область цфлыхъ чиселъ г есть совокупность ве5хъ чиселъ вида 


а, а. а,=-- -.. а, 0 


ГДЪ = есть указанный выше корень #-ой степени) пзЪ 1. 


“У 


—1 
ь 


Врядъ ли можно сомнфваться, что „удивительное“ доказательство 
Ферма не падало въ эту область идей. Трудно думать, чтобы 
онъ владълъ операщшямн надъ алгебраическими числами въ ту 
пору, когда относительно мнимыхъ чиселъ математики еще не 
были достаточно ор1ентированы,—когда была еще въ зачаточномъ 
состояи самая теорля чиселъ, которая именно благодаря глубо- 
кимъ изелфдованмямъ Ферма получила импульсъ къ дДальнЪъй- 
шему развитю. Съ другой стороны, очень мало вФроятно, чтобы 
такой математикъ, какъ Ферма, въ своемъ доказательств$ до- 
пустилъ ошибку, хотя такого рода случаи и бывали у величай- 
шихъ математиковъ. Нужно думать поэтому, что онъ нашелъ до- 
казательство благодаря какой-либо особенно удачной, простой идеф. 
Но такъ какъ мы не имфемъ викакихъ указавй, которыя 
позволили бы доискаться этой идеи, то полнаго доказа- 
тельства теоремы Ферма можно, повидимому, 
ожидать только путемъ систематическаго разви- 
т1я работъ Куммера. 


Эти вопросы въ настоящее время особенно привлекаютъ 
вниман1е потому, что Гёттингенское Ученое Общество распола- 
гаеть въ настоящее время премей въ 100000 марокъ за 
разр$шене задачи Ферма. Это есть завЪфщане скончавшагося 
около года тому назадъ математика Вольфекеля изъ Дарм- 
штадта, который, вЪроятно, всею жизнь занимался этимъ во- 
просомъ и оставилъ часть своего громаднаго состоямя сча- 
стливцу, которому удастся либо доказать это предложее во 
всей его общности, либо опровергнуть его однимъ противор$- 
чащимъ ему примфромъ. Однако, разыскать такой примЗръ, 
конечно, не легко, такъ какъ для показателей, не превышающихъ 
ста, теорема уже доказана, и здЪеь приходится, такимъ обра- 
зомъ, оперировать надъ чрезвычайно большими числами. Что 
долженъ думать о трудности получить эту премю математику» 
знакомый съ усимями Куммера и его послЪдователей$. эго 
ясно изъ изложеннаго мною выше; но большая публика ‚другого 
мнфюшя объ этомъ предмет$. Въ конц лфта этого года извфето 
о преми было распространено газетами (которыя впрочем не 
были къ тому уполномочены); съ этого времени у ’насъ нако- 
пился уже цфлый складъ доказательствъ. Люди абВхъ профес й— 
инженеры, народные учителя, священники, банкиры, дамы И т. д. 
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— являются авторами этихъ работъ. Общее во всЪхъ этихъ рабо- 
тахъ лишь то, что ихъ авторы не им ютъ ни малБ6И- 
шаго представлен1я о серьезномъ математиче- 
скомъ значен1и проблемы; они не дфлаютъ даже ни 
мальйшей попытки освЪдомиться въ литературЪ вопроса и всегда 
стараются справиться съ задачей какой-либо необычайной идеей 
и, конечно, неизмЪнно попадаютъ въ просакъ. Не могу отказать 
себф въ томъ, чтобы привести особенно разительный прим$ръ 
изъ этого вороха нелфпостей. Челов$къ, не знающИЙ значеня 
знака >>, вмЪето 

ху" =" (и > 2) 
читаетъ: 

жи" = 2" (и-- 2) 


и, конечно, уже при и =1 находитъ ршене уравненя 


ду — 8.3: 


Это открыте онъ шлетъ Гётингенскому Ученому Обществу и 
считаеть математиковъ такими глупцами, которые способны за 
это дать такую прем!ю. 

Теперь обратимся къ восьмому изъ перечисленныхъ 
выше пунктовъ, именно: къ задач$ о дзлен!и окружно- 
сти на равныя части. Я буду при этомъ принимать, что 
дфйств1я надъ комплексными числами вида х-- уё и изображеше 
ихЪъ на такъ называемой „комплексной плоскости“ всЪзмъ вамъ 
уже извфетны. Итакъ, задача заключается въ томъ, чтобы 
раздфлить окружность на и равныхъ частей или 
построить правильный и-угольникъ. Мы отожде- 
ствимъ эту окружность съ окружностью, описанной радтусомъ, 
равнымъ единиц, изъ нулевой точки комплексной плоскости, и 
примемъь точку х-- у: =1 за первую изъ и точекъ дълешя;, 
тогда комплексныя числа, соотвзтетвующия остальнымъ верщи- 

К 


намъ, имЪютъ видъ (фиг. 17): | 
2% <Я 
рп Эй Чин У 
= х-- у == с0$ — РР азш ——==е” (= о,1 39 — 1). 
й й уу 
Они удовлетворяютъ поэтому уравненю: 9 : 
де Е 


Е. КУ 


и задача о дБлен1и окружности на равныя части 
сводится къ р%шен1ю этого простфйшаго алге- 
браическаго уравнения. Такъ какъ это уравнене посто- 
янно имфетъ рацональный корень ==—=1, то двучленъ 5” — 1 
длится на 8—1, и потому мы для остальныхъ корней полу- 
чаемъ уравнене: 


Ве Ив... | -а--1 —=№. 


Это есть уравнеше (и — 1)-ой степени, въ которомъ вс коэффи- 
центы равняются 1. 

Уже въ глубокой древности вызывалъ большой интересъ 
вопросъ о томъ, как1е правильные многоугольники 


Л лоскоеть 2. ЛУ 


Фиг. 17. 


можно построить циркулемъ и линейкой. Въ древ- 
ности же было уже известно, что при и==2%, 3, 5 (гдф Р есть 
произвольное цфЪлое число), а также для составныхъ значевй: 
и—=2*.3, и=2^.5, и=2".3.5, эта задача рёшается; на этомъ „ 
пунктЪ вопросъ остановился вплоть до конца восемнадцатаг 
столфтя, когда имъ занялся молодой Гаусстъ. Онъ нашел, СР 
для всфхъ простыхъ значений ия, им ющих ИД 


в 


ом (© 
— 9% ) ео 


возможно дЪлен1е окружности на равныя части 
циркулемъ и линейкой; при другихт же значе- 
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н1яхъ оно невозможно. И дЪйствительно, первыя значен1я 
и==0, 1, 2, 8 даютъ въ этой формул простыя числа: 3, 5, 17, 
257. Изъ нихъ первые два случая были уже хорошо извЪетны 
раньше, а сстальные являются новыми. Особенно знаменитъ 
правильный семнадцатиугольникъ, построяемость котораго по- 
средствомъ циркуля и линейки была въ этомъ сочинеи въ 
первый разъ обнаружена. Впрочемъ, обиий вопросъ о томъ, 
при какихъ значеюмяхъ показателя и предыдущая формула 
даетъ простыя числа, остается и по сеи день нер$шеннымъ. 
Я и здЪеь не буду останавливаться на деталяхъ, а предпочту 
изложить въ общихъ чертахъ ходъ и значен1е этого открытия; 
подробности же относительно правильнаго семнадцатиугольника 
вы найдете въ книг$ Вебера-Вельштейна. 


По этому поводу я считаю необходимымъ особенно обратить 
ваше внимане на „Дневникъ“ Гаусса, опубликованный въ 57 
томф журнала „Ма Метайзейе Аппаеп“. Это небольшая, невзрач- 
ная тетрадка, которую Гауссъ началъ вести съ 1796 года, 
незадолго передъ тЪмъ, какъ ему исполнилось 19 лЪтъ. Какъ 
разъ первая запись относится къ вопросу о возможности по- 
строеня правильнаго семнадцатиугольника. Сд$лавъ такъ рано 
это важное открыте, Гауссъ принялъ окончательное р шеше 
посвятить себя математикЪ. Всякому математику будетъ очень 
интересно просмотрЪть этотъ дневникъ, такъ какъ здЪсь можно 
проелфдить и за дальнЪйшими выдающимися работами Гаусса, 
относящимися къ теорли чиселъ, къ теори эллиптическихъ функ- 
шй и Т. д. 


Въ первый разъ это первое крупное открыше Гаусса 
было опубликовано въ видЪ краткаго сообщеня въ „депаег Тлбе- 
тафаг7е ито“ отъ перваго 1юня 1796 года. Это было сдЪлано по 
почину учителя и покровителя Гаусса, Циммермана изъ 
Брауншвейга, который помфстилъ также и отъ себя короткук 
замфтку объ этой статьЪ”). Доказательство Гауссъ даль" ВЪ 
своемъ основномъ сочинени по теорли чиселъ „Оз опез 


агЬптейсае“, опубликованномъ въ 1801 году. <” 
> 
*) Эта замЪтка также перепечатана въ 57 ‚ до „Ма фетайзеве 
Аппаеп“. <” 


ЭЗдЪсь мы находимъ также и вторую, отрицательную часть 
предложен1я, которой въ упомянутой замЪткз не было, именно, 
что для другихъ простыхтъ чиселъ, которыя не 


могутъ быть приведены къ виду ь г. 1, д%жле- 
н1е окружности на равныя части не можеттъ быть 
произведено циркулемъ и линейкой. Я хочу раземо- 
тр$ть зд$сь одинъ частный случай этого важнаго доказательства 
невозможности, тЪмъ болфе, что въ большой математической 
публик имфютъ очень мало предотавлешя © доказательствахъ 
невозможности вообще. Современной математик удалось при 
помощи такого рода доказательствъ невозможности исчерпать 
цфлый рядъ знаменитыхъ проблемъ, надъ которыми съ древ- 
нихЪ временъ тщетно трудились мног1е выдающлеся матема- 
тики. Достаточно указать на задачи: о построении правильнаго 
семиугольника, о трисекщи угла и квадратурЪ круга. При всемъ 
томъ имфется много людей, которые и по сей день занимаются 
этими задачами, не только не имя никакого представленя о 
высшей математик$, но и не зная даже постановки вопроса о 
доказательств$ невозможности; сообразно своимъ познанямъ, 
ограничивающимся обыкновенно элементарной геометрей, они 
обыкновенно пытаются преодолЪть затруднен1я вспомогательными 
прямыми и окружностями и, въ конц концовъ, нагромождаютъ 
ихъ ВЪ Такомъ количеств, что никто не въ состоянии разо- 
браться въ получающейся путаницф и непосредетвенно показать 
автору его ошибку. Вы напрасно будете ссылаться на суще- 
ствующее доказательство невозможности, такъ какъ на этихъ лю- 
дей въ лучшемъ случаз можно повмять только прямымъ ука- 
занемъ допущенной ими ошибки. Каждый сколько-нибудь изв%- 
стный математикъ каждый годъ получаетъ цЪлую уйму такого 
рода пославй; и вы будете получать тамя доказательства въ 
большомъ количествЪ, когда будете стоять у дфла. Очень хорошо; 
чтобы вы впередъ были готовы къ этимъ переживашяму и 
знали, какъ себя въ этомъ отношени держать. Я ‚ полагаю 
поэтому, что вамъ будетъ полезно ознакомиться съ о НИМЪ ИЗЪ 
такихъ доказательствъ невозможности въ тек брмё. 
Вотъ я и хочу изложить вамъ теперь подр бное доказа- 
тельство того, что правильный семиугольникть 16 можетъ быть 
построенъ циркулемъ и линейкой. Извфетнохчо” каждое постро- 
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енте, производимое циркулемъ и линейкой, при переход$ къ 
вычислен1ю эквивалентно цфлому ряду посл$довательныхъ извле- 
чен!й квадратнаго корня и что, обратно, каждое такое квадра- 
торадикальное выражене можетъ быть осуществимо теометри- 
чески перес$четемъ прямыхъ и окружностей. Это вы и сами 
себъ легко уясните. Поэтому наше утверждене мы можемъ 
аналитически формулировать такъ, что уравнен1е шестой 
стенени: 


26 55 24 23 -- 22 | 8-—-1==0, 


характерное для правильнаго семиугольника, 
не можетъ быть разрф$шено при помощи ко- 
нечнаго числа квадратныхъ корней. Но это такъ 
называемое возвратное уравнене, которое одновременно съ 


1 
каждымъ корнемъ = имфетъ еще корень „ Это и будетъ тот- 


часъ видно, если мы напишемъ уравнен1е въ такомъ видф: 
ВЫ в 111,1 
С-З ой (1) 


Степень такого уравненя можетъ быть сразу понижена 
вдвое, если положить 2-- = ==х и принять х за новое неизв- 
стное. Простое вычислен!е даетъ для х кубическое уравнен!е 


хм 2х—1==0, (2) 


и мы видимъ непосредственно, что уравненйя (1) и (2) одновремен- 
но либо разр шаются въ`квадратныхъ радикалахъ, либо не разр%- 
шаются. Впрочемъ, величину х можно привести въ непосред- 
ственную геометрическую связь съ построешемъ правильнаго 
семиугольника. Изъ фигуры 18-0й, изображающей въ комплекс- 


ной плоскости, окружность радлуса, равнаго единиц$, легко усмо>. 
: <” 
трзть слфдующее: если мы обозначимъ черезь ф== —— с, цен- 
© 
76 
тральный уголь правильнаго семиугольника и примемъ_во вни- 
мае, что 2 = 008 ф--23шф и = ==608ф —13щ фо вуть дВ% 


вершины, смежныя съ вершиной 2 = 1, то Ади что 


семиугольникъ. к 
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Намъ остается обнаружить, что кубическое уравне- 
н1е (2) не разр шается въ квадратныхъ радика- 
лахъ. это доказательство распадается на ариеметическую 
и алгебраическую части; мы начнемъ съ первой части, 
которая естественно примыкаетъ къ тёмъ вопросамъ теорпи чи- 
селъ, которыми мы здЪеь занимаемся. Мы обнаружимъ прежде 
всего, что кубическое уравнене (2) неприводимо, т. е. что его 
лЪвая часть не можетъ быть разбита на двухъ 
множителей съ рац!ональными коэффиц!ентами. 
Замфтимъ прежде всего, что полиномъ третьей степени, если онъ 
разлагается на множителей, необходимо имфетъ линейнаго мно- 
жителя, и потому разложене должно имЪть видъ: 


хм 1= (м Вх у) (ха; 


намъ нужно поэтому доказать, что такое разложен!е не мо- 
жетъ имфть мъсета. 


Флоскость 2 


Фиг. 18. 


Первый существенный шагъ въ этомъ доказательствЪ за- 
ключается въ томъ, чтобы обнаружить, что при наличности та- 
кого ращональнаго разложен1я коэффищенты а, 0, у необходимо «7 
должны быть ц%лыми числами. Это есть частный случай у 
дующаго общаго предложеня, доказаннаго Гауссом &СвЪ 


„0131$ Шопез агИпшейсае“: если полиномъ вида 1” 


(= хам м а, —1х-- а» хе 


съ цлыми коэффиц1ентами а распадаотея на про- 
ео 
— 


Ау 
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изведен1е двухъ полиномовъ вида 
ож ня... 


съ рац1ональными коэффиц1ентами 6, то посл д- 
н1е необходимо представляютъ собой цЦЪлыя 
числа. Мы проведемъ, однако, здЪсь доказательство только 
въ прим$нени къ тому частному случаю, который насъ здЪсь 
занимаетъ, тфмъ болЪе, что всегда бываетъ полезно детально про- 
думать такого рода общее предложене на опред$ленномъ прим р$з. 

Мы начнемъ съ того, что приведемъ три дроби а, В, 7 
къ общему знаменателю и и сообразно этому напишемъ раз- 
ложеше въ самомъ общемъ случа въ видзъ: 


6 С а 
3 2 : — ТА . ь Е 
Е ж ЕЕ ( а (“+= (3) 
р с 


а 
гдф а, 6, с, и суть цфлыя числа. Нужно показать, что а 

ии п 
суть числа цфлыя, т. е. что числа а, 6, с всЪ кратны и. Но, если 
мы раскроемъ скобки и сравнимъ полученное выражене съ л$- 


вой частью, то мы прежде всего увидимъ, что три выраженя 


=: 


р 
(аа) [4 > 0 


необходимо должны быть цфлыми числами. ЭдЪеь прежде всего 
естественно приходитъ въ голову мысль вм$ето и раземотрЪть 
какого-либо его простого множителя 9»; положимъ, что + вхо- 
дить въ составъ и съ показателемъ Е, такъ что и=и. 9”, гд% 
и, есть цфлое число, которое уже на эх не дфлится. Умноживъ 
выраженя (4) на и, или соотвЪфтетвенно на 72.?, мы приходимъ 
къ заключен!ю, что 


а--6 = ас и 

К (5а ), 2 (5 Ь), — 5 ) о = 
ух. у ко 

© 

© 
суть цзлыя числа. Если бы намъ удалось отсюда вывести, что 
У 
ду 
числа а, 6, с также дфлятея вай ь (6) 


— 


то мы могли бы сократить числителей и общего знаменателя на 


Бь 
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общаго множителя 7’ и освободить знаменателя и въ разло- 
жении (3) оть этого простого множителя. Посл этого мы могли 
бы съ остающимся знаменателемъ и, поступить совершенно 
такъ же; такимъ образомъ было бы доказано, что вс простые 
множители числа и входятъ также въ составъ чи- 
слителей а, 6, с, и наше предложене будетъ такимъ обра- 
зомъ доказано. 


Чтобы доказать предложене (6), допустимъ, что а д$лится 
только на низшую степень простого числа у, скажемъ на 9”, 
ТД 0О—А,<Р. Выражене (5) обнаруживаетъ тогда, что с во 
всякомъ случаЪ дфлится на »*’ и даже на болфе высокую степень 
того же простого множителя; иначе произведене ас не могло бы 
раздёлиться на 7”, такъ какъ 2 больше, чёмъ В--А.. По- 
этому въ выражении (5} второе слагаемое есть цфлое число, а 


аб 
потому и первое слагаемое 55 должно быть ЦфлымЪъ числомъ. 


Разсуждене, которымъ мы только-что пользовались, теперь обна- 
ружитъ, что $ дфлится на у*. Но въ такомъ случа выражене 
(5а) обнаружить, что и а должно дфлиться на 9*, а это нахо- 
дится въ противорЪч!и со сд$ланнымъ выше допущешемъ. 


Итакъ, сдфланное допущене неправильно, т. е. а необ- 
ходимо должно дфлиться на ^^. Но тогда выражеше (5а) опять- 
таки обнаруживаетъ, что 6 дфлится на у”. Теперь въ выраже- 
зи (55) аб дфлится на 9 & потому второе слагаемое также дол- 
жно быть цфлымъ числомъ; поэтому си, длится на 9”, а такъ 
кажъ число и,, по предположен!ю, простого множителя эх не со- 
держитъ, то с дфлится на 9". Такимъ образомъ, предложене (6) 
доказано, а вмЪств съ т6мъ доказана и теорема Гаусса 
для нашего частнаго случая. 


Итакъ, намъ остается только обнаружить невозможность 
разложеня 


ня, о 


если а, В, 7 суть цфлыя числа. Для этого достаточно приравнять 
соотв тетвующ!е коэффищенты обфихъ частей раве нва. Прежде 
всего ясно, что ау = —1. Такое разложене единиц > вЪ произ- 
ведене двухъ цфлыхъ чиселъ возможно только< ВУ ТОМЪ случаз, 


< 
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если а= +1 иу= 1. Но въ такомъ случа правая часть 


равенства (7) обращалась бы въ нуль при х = — а = + 1; между 
т%мъ лЪвая часть, очевидно, не обращается въ нуль ни при 
х=—1, ни при х=--1. Такимъ образомъ, мы снова пришли 


къ противорЪч1ю, которое теперь окончательно обнаруживаетъ. 
невозможность цЪлочисленнаго разложеня въ видЪ равенства (7). 
Сл$довательно, невозможно и разложене этого многочлена на 
множителей съ рашональными коэффищентами, а, стало быть, 
доказана неприводимость кубическаго уравне- 
н1я (2). 

Вторая часть доказательства должна теперь заключаться въ 
томъ, чтобы обнаружить, что неприводимое кубическое 
уравнен1е съ рац!ональными коэффиц1ентами не 
можетъ быть разр$ шено при помощи квадрат- 
ныхъ радикаловтЪ. Эта часть доказательства имзетъ суще- 
ственно алгебраическ1й характеръ; однако, для пЪльности 
изложеня мы приведемъ его здЪсь. Мы дадимъ нашему пред- 
ложеню н$сколько иное и именно положительное выражене: 
Если уравнен1е 3-ей степени съ рац1ональными 
коэффиц1ентами 


аль де с (8) 


р$ шается въ квадратныхъ радикалахът, то оно не- 
обходимо имЪзетъ рац!ональный корень, а по- 
тому будетъ приводимымъ; въ самомъ дфлЪ, существо- 
ван!е рацональнаго корня а равносильно тому, что функщя 7 (х} 
имфетъ рацональнаго множителя у — а. 

Этому доказательству необходимо предпослать класси- 
фикац!1ю всЪфхъ выражен!й, составленныхъ изъ 
квадратныхЪъ радикаловтъ, — в5рнфе сказать: всЁхЪ вы- 
ражен!й, составленныхъ изъ конечнаго числа КВА 
дратныхъ корней и рац!ональныхъ чисе 1Ъс Е три 
помощи рац!ональных ъ операц!й; наприм$ръ: т 


_ Из УБЕ УЕ р 
_ Уануе+ У х 


5 


гдЪ а, 6,...,/ суть рашональныя числа, есть такого рода выра- 
жеше. Мы здЪеь, естественно, имфемъ въ виду только таюме 
радикалы, въ которыхъ нельзя произвести точнаго извлечен1я 
корня. Эта классификащя составляетъ важнЪйпий пунктъ всего 
разсужденя. 

Каждое гыражене такого рода предетавляетъ собой рацо- 
нальную функцию н%Ъкотораго числа квадратныхъ радикаловъ, въ 
нашемъ примфрЪ трехъ. Мы обратимся прежде всего къ одному 
изъ этихъ радикаловъ, который можетъ имЪть, впрочемъ, сколько 
угодно сложное строеше. Подъ порядкомъ такого ради- 
кала мы будемъ разум ть число входящихъ въ 
его составъ и стоящихъ одинъ внутри другого 
радикаловъ. Такимъ образомъ, въ предыдущемъ выражени 
знаменателемъ служитъ радикалъ 3-го порядка, въ числителБ же 
первый радикалъ иметь порядокъ 2, второй — порядокъ 1. 


Въ произвольномъ квадрато-радикальномъ выражени (т. е. 
въ выражени, составленномъ изъ квадратныхъ радикаловъ) мы по 
этому правилу устанавливаемъ числа, выражающая порядокъ отдВль- 
ныхъ „простыхъ квадрато-радикальныхъ выраженй“, изъ которыхъ 
уже составляется рашонально все наше выражене и которыя не 
сводятся къ радикаламъ низшаго порядка; наибольшее изъ этихъ 
чисель и принимается за порядокъ всего выраженя. Въ нашемъ 
примёр$ и==3. Однако, въ составъ нашего выражен1я можетъ 
входить нфсколько „простыхъ квадрато-радикальныхъ выражевй“ 
порядка и; число ихъ и, такъ называемое „число членовъ“ 
радикальнаго выражения, мы примемъ за второе харак- 
терное число нашего выражения. При этомъ предпо- 
лагается, что ни одно изъ этихъ и простыхъ вы- 
ражен1й и-го порядка не выражается черезъ 
остальные съ помощью выражений низшаго поряд- 
ка“). Такъ, наприм$ръ, въ выражен1и перваго порядка 


УЗ УЗУв © 


*) Т. е. не выражается черезъ остальные радикалы и-го порядка 
съ коэффищентами низшаго порядка. $ 
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число радикальныхъ членовъ есть 2, а не 3, потому что 
Ув —=У2. УЗ. Въ приведенномь выше выражени а 3-го по- 
рядка число членовъ равно 1. 


Такимъ образомъ, каждому квадрато-радикальному выраже- 
ню мы отнесли 2 конечныхъ числа ми и, которые мы въ 
видз символа (м, и) будемъ называть характеристикой 
или рангомъ выраженя. Изъ двухъ квадрато-радикальныхъ 
выражен! различнаго порядка мы припишемъ низш!й рангъ 
тому, которое имфеть низпий порядокъ; изъ двухъ же выражений 
одинаковаго порядка мы припишемъ низпий рангъ тому, кото- 
рое имЗетъ меньше членовъ. Такимъ образомъ, выраженями 
самого низшаго ранга являются тТ%Ъ, которымъ соотвзтствуетъ 
порядокъ 0, — т. е. ращональныя числа. 

Предположимъ теперь, что корень х, кубическаго уравне- 
н1я (8) можетъ быть выраженъ черезъ квадратные радикалы и 
именно можетъ быть представленъ выражен1емъ 
ранга (м, 2). Выджляя одинъ изъ и членовъ и-го порядка \/А, 
мы можемъ написать этотъ корень въ видф: 


ее _ аф-рую 
пон ВВ 


гдф каждое изъ выражений а, В, 7, д содержить уже не боле и — 1 
членовъ и-го порядка, а Л есть выражене (и — 1)-го порядка. 
Съ другой стороны, выражение у— ОУ Ю, во всякомъ случа», отлич- 
но отъ 0: иначе радикаль УР быль бы равенъ 7у/б, т.е. выра- 
жалея бы ращонально черезъ остальные (и — 1) членовъ и-го 
порядка, фигурируюцие въ выраженши х,, а потому былъ бы лиш- 
нимъ радикаломъ: отъ него можно было бы освободиться. Мы мо- 
жемъ поэтому помножить числителя и знаменателя дроби х, на 
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гдз Ри О суть ращюнальныя функщи отъ а, в, биРа 
5 
поэтому содержатъ не болфе и —1 членовъ то порядка ИЛИ 
№ 
же содержатъ только члены боле низкаго порядка; эти выра- 
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жеютя имЪфютъ поэтому рангъ не выше (м, и — 1). Если ветавимъ 
это выражен1е въ уравнеше (8), то мы получимъ: 


к) =(Р-ОУВ»+ А(РЧОУВ+ 
-- В(РЕОУВ)-ЕС=0. 


Выполнивъ всЪ возвышенля въ степень, мы приведемъ это со- 
отношене къ виду: 


Да) = ММУВ= О, 


гд$ М, М суть полиномы, зависящие отъ Р, О, Ю, т.е. рац1о- 
нальныя функц1и отъ а, В, у, 0, Ю. Если бы № было 


р ь М 
отлично отъ нуля, то мы получили бы РА=—5, т. е. этотъ 


радикалъ выражался бы рацюнально черезъ а, В, у, д и К, т. е. 
шахитат черезъ (и — 1) членовъ и-го порядка и черезъ члены 
(и — 1)-аго порядка; но это, какъ мы уже указали выше, м%Ъета 
имзть не можетъ. Отсюда слфдуетъ, что необходимо /Л\==0, а 
потому и /М =0. Отсюда мы заключаемь далФе, что и 


‚= Р-ОУЮ 


есть корень нашего кубическаго уравнен!я; въ 
самомъ дфлЪ, совершенно ясно, что 


бы И 


Но теперь доказательство быстро и очень любопытно за- 
канчивается. Если х. есть третй корень уравненя, то, 'какъ 
извЪетно, 


жа Ех + х. = — 4, 


2 
ен А) 4 -998 < 
| 29° 
Это выражее имЪетъ тотъ же рангъ, что и Р, т. е. ‚НИЗЛИЙ, 
чЪМЪ х,. Если х. есть уже ращюональное число, то лат брома 
доказана. Въ противномъ случаз мы можемъ сдБлатьс\ бтоть ко- 
рень точкой отправления того же ряда равсуждени ви» тогда ока- 
жется, что болфе высошй рангъ двухъ первыхъ,  порней могъ пред- 
^сУ 
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ставлять собой только иллюз1ю, такъ какъ ОДИНЪ изъ нихъ, 
во всякомъ случа$, долженъ имф$ть еще низший 
рангъ, нежели х.. Продолжая это разсуждеше, мы все пере- 
ходимъ оть одного корня къ другому и всяый разъ убфждаемся, 
что корень долженъ быть ступенью ниже. Вел детв1е этого мы, 
въ конц® концовъ, необходимо должны придти къ корню порядка 
и=0, т. е. мы приходимъ къ заключен!ю, что наше уравнене 
3-ей степени дЪйствительно имЪетъ раппональный корень. Тогда 
мы уже не имЪемъ возможности вести то же разсужден1е дальше; 
два другихъ корня въ этомъ случа либо также должны быть 
рашональными, либо должны имфть видъ Р + О УР, гл Р, О 
и А суть ращональныя числа. Но этимъ доказано, что функщя 
(2) распадается на множителей, изъ которыхъ одинъ— первой, а 
пругой—второй степени; это функшя приводимая. Итакъ, 
никакое неприводимое уравнен1е 3-ей степени, 
въ частности наше уравнен1е правильнаго семи- 
угольника, не рё шается въ квадратныхъ радика- 
лахЪъ. Этимъ доказано вмЪст$ съ тЪмъ, что правильный 
семиугольникъ не можетъ быть построенъ цир- 
кулемъ и линейкой. 

Вы видите, какъ просто и наглядно проводится это дока- 
зательство и какъ мало познан!й оно, собственно, предполагаетъ. 
Н%которыя части доказательства, особенно разсужденя относи- 
тельно классификащи радикальныхъ выражений, требуютъ довольно 
серьезной математической абстракщи. Я не берусь поэтому су- 
дить, можно ли это доказательство считать доказательствомъ до- 
статочно простымъ, чтобы убЪдить профановъ, о которыхъ шла 
рьчь выше, въ тщетности ихъ попытокъ найти элементарное р%- 
шен!е задачи. Вее же, мнЪ кажется, слЗдуетъ всямй разъ дз- 
лаль попытку медленно и подробно выяснить имъ доказательство. 

Въ заключен!е я хочу еще привести н$Зкоторую и. 
ратуру, относящуюся частью къ вопросу о правильныхъ мНо- 
гоугольникахъ, частью же къ вопросу о выполнимости геометри- 
ческихъ построенй вообще. Въ первую очередь приходибея ука- 
зать опять на „Энциклопелю длементарной Матемалики“ Ве- 
бера и Вельштейна, т. 1. (гл. ХУШ и Хх а затЗмъ на 
небольшой сборникъ „Лекщи по избраннымъ ‚ Зобротамь элемен- 
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тарной геометрии“ *), который я выпустилъ въ 1895 г. по поводу 
съ$зда старшихъ преподавателей въ ГёттингенЪ. Книжка эта, 
однако, уже вышла изъ продажи. Вм$ето нея могу указать не- 
давно выпущенный въ Болоньв Энрикесомъ сборникъ подъ 
общимъ заглавемъ „Вопросы элементарной геометрли“ **), ко- 
торый орлентируетъ васъ въ этихъ вопросахъ. 

Этимъ я Заканчиваю обзоръ вопросовъ, относящихся КЪ 
теор1и чиселъ, оставляя послфдюый изъ нихъ, — доказательство 
трансцендентности чиселъ къ концу лекций. 

Мн$ остается разсмотрзть посл$днюю ступень въ длЬ 
расширеная поняття о числф. 


ры 


*) Е. К1е!т. „Уогтасе ифег аизрема ре Егасеп а4ег Мешешеаг- У 


сеотейме“, аазсеагре её уоп Е Тасегф. 11е1рах. 1895. ИмЪется русеюй° З 
переводъ подъ указаннымъ въ текстЪ заглавемъ, изданный Казанокяуь 
физико-математическимъ обществомъ въ 1898 г «6 


**) Е. Е прг1ацев. „ОпезИот ггаагааюИ 1а сеотейта, етепбаг е“. 
Во]огта, 1907. НЪмецый переводъ выпущенъ Тейбнеро У подъ за- 
глав1емъ „Егасеп ег Еететагоеотейче“. © 
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М. Комплексныя числа. 


1. Обыкновенныя комплексныя числа. 


Позвольте мн предпослать н®еколько историческихъ ука- 
зай о развити этихъ чиселъ. Впервые мнимыя числа появляются 
въ 1545 г.у Кардано (Саг4апо), но и то случайно, при р%- 
шен!и кубическаго уравненя. Относительно ихъ дальнфишаго 
развиття можно повторить зам$чавле, сд$ланное нами по поводу 
отрицательныхъ чиселъ: помимо и даже противъ воли 
того или другого математика, мнимыя числа 
снова и снова появляются при выкладкахъ, и 
лишь постепенно, по м%ёр% того, какъ обнаружи- 
вается польза отъ ихъ употреблен!я, они получа- 
ютъ все боле и боле широкое распространенте. 

Конечно, математики ДЪлали это не съ легкимъ сердцемъ; 
мнимыя числа долго сохраняли н$Феколько мистическую 
окраску, какую они и теперь еще имфютъ въ глазахъ ученика, 
который впервые слышитъ объ этомъ удивительномъ #= И — 1. 
Для подтвержденая я хочу привести вамъ одну крайне харак- 
терную фразу Лейбница, относящуюся къ 1702 году; воть 
она: „Мнимыя числа это — прекрасное и чудесное убЪзжище боже- 
ственнаго духа, почти-что сочетане (атрииит) быт1я съ небы- 
темъ“. Въ ХУШ вк логическая сторона вопроса еще ни- 
сколько не выясняется; но благодаря Эйлеру устанавливается 
основное значен!е мнимыхъ чиселъ въ теор1и 
функц!Й: въ 1748 году Эйлеръ нашелъ удивительное соот- 
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вскрывающее внутреннюю связь ТЪхЪ ВИД въ  функцю- 
нальной зависимости, которые вотрьчаются в элементарномъ 
АЯ 
№ 


91 

анализ. Лишь ХХ вЪкь принесъ съ собой логически ясное 
пониман!1е сущности комплексныхъ чиселъ. ЭдЪеь 
прежде всего надо указать на геометрическую интер- 
претац1ю, къ которой почти одновременно пришли многе 
изел$дователи на рубежЪ двухъ столфтй. Достаточно будетъ ука- 
зать на того, кто несомн®нно наиболЪе глубоко проникъ въ сущ- 
ность вопроса и дольше всЗхъ оказывалъ влмяне на ученый 
м1ръ, на нашего Гаусса; уже въ 1797 году, какъ видно изъ 
упомянутаго выше его дневника, онъ вполнф владфлъ этой интер- 
претащей, но онъ опубликовалъ ее лишь гораздо позже. Вто- 
рымъ завоеванемъ ХХ стол$я является создане чисто фор- 
мальнаго обоснован!я комплексеныхъ чиселъ, которое сво- 
дитъ это учене къ теорли вещественныхъ чиселъ; имъ мы обя- 
заны англйскимъ математикамъ тридцатыхъ годовъ, о чемъ вы 
найдете болфе подробныя свЪдЗюя въ цитированной уже книгЪ 
Ганкеля (Напке|, стр. 66). 

Остановимся подробнфе на этихъ двухъ способахъ 
обоснован1я теор!1и мнимыхъ чиселъ, господ- 
ствующихъ по настоящее время. Станемъ сперва на 
чисто-формальную точку зрЪн1я, согласно которой 
правильность образования новыхъ понятй обусловливается не 
значеннемъ самихъ объектовъ, а отсутстнемъ внутренняго про- 
тивор$\я въ правилахъ дЪйствй. Съ этой точки зря введе- 
не комплексныхъ чиселъ представляется въ слЗдующемъ видф, 
свободномъ отъь всякихъ слЪдовъ чего-либо таинственнаго: 

1) Комплекеное число х--2у есть соединен! е двухъ 
вещественныхъ чиселъ х, у въ одну числовую 
пару”), относительно которой принимаются слфдуюцщия положешя: 

2) Два комплекеныхъ числа х--2у, х’-2у’ считаются рав- 
ными въ ТОМЪ и ТОЛЬКО ВЪ ТОМЪ случаЪ, если х=х’, у= у. 


3) Сложенте и вычитан!е опредфляются такъ: к. 

О 7) . Й ? ° / . 
«Но -о = -Цу- У). <> 
(@\ 


Легко видЪть, что при этихъ условшяхъ остаются Въ вилъ 

вс правила сложения, кромЁ$ закона монотодости, 
о 

& 

*) Т.е. два числа х, у соединяются въ пару, которая изобра- 


жается въ вид х--гу, ГДЪ 2 есть символъ, отмьчаии второй эле- 
 . 


ментъ пары. © — ый ред. 
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который не можетъ быть сохраненъ въ старой формулировкф. 
такъ какь комплексныя числа, по самой своей природз, не допу- 
скаютъ того простого расположенмя въ рядъ по ихъ величинф. 
которое свойственно натуральнымъ и вообще вещественнымъ 
числамъ. Ради краткости я не вхожу въ разсмотрЪне той изм$- 
ненной формы, которую приходится поэтому дать закону моно- 
тонности. 

4) Что касается умножения, то мы устанавливаемъ, что 
выкладки производятся такъ же, какъ съ обыкновенными бук- 
вами, но только при этомъ мы всегда принимаемъ 2? -= — 1, 
такъ что, напримЪръ, 


ы р ? . 7 
(хх Е) = (хх — У) ху ху). 
Въ результат имЪютъ мЪето, какъ нетрудно видЪть, всЪ 
законы умножен!1я кромз закона монотонности. 
5) ДБлен1е опред ляется, какъ дфйствте, обрат- 
ное умножен1ю; въ частности 


У а 
хи э+у 
въ чемъ легко убЪдиться перемноженемъ. 


Это дёйстве выполнимо всегда, кромБ случая х==у==0. 
т. е. сохраняется невозможность дЪленя на нуль. 

Изъ всего этого сл$луетъ, что вычислен1я съ ком- 
плексными числами не могутъ привести къ про- 
тивор& ч1ямъ, такъ какъ мы свели эти вычислен!я 
ц%$ ликомъ къ вещественнымъ числамъ и къ изв ст 
нымъ дДфйств1ямъ надъ ними, а эти послфдя мы здъеь 
будемъ считать свободными отъ противор$чй. 


Посл% этихъ чисто формальныхъ разсуждешй естественно 
возникаетъ вопросъ, не возможно ли такое геометрическое 
или какое-нибудь другое наглядное толкован!е 
комплексныхъ чиселъ и операц(й надъ ними, оторое 
давало бы въ то же время наглядное обоснован 8 отсут 
ств1я въ нихЪ внутреннихъ противо Чате 


Веёмъ вамъ извЪетно, — къ тому же мнь ом же приходилось 
упоминать 0бъ этомъ, — какимъ оброс ОВОКУпность 
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точекъ х|у плоскости въ систем координатъ х, у 
разсматриваютт, какъ изображен!е совокупности 
комплексныхъ чиселъ х--7у. Сумма двухъ чиселъ за по- 
лучается тогда посредетвомъ извЪетнаго построеня параллело- 
грамма по соотвфтствующимъ этимъ числамъ точкамъ и по на- 
чалу координатъ (О (фиг. 19), между тёмъ какъ произведеше 2.а 
получается при помощи точки-единицы 1 (х=1, у=0) посредствомъ 
построевн1я треугольника, подобнаго треугольнику аО1. Другими 
словами, сложен1е 3’=3-а изображается параллель- 
нымъ перенесен1емъ плоскости въ себЪ самой, 
умножен!е 5’=;.а— подобнымъ преобразован!емъ, 
т.е. вращен1емъ и растяжен1емъ при неподвиж- 


лобКо а уз 


Фиг. 19. 


номъ начал $ О. Расположен!е на плоскости точекъ, соотв$т- 
ствующихъ числамъ, сразу показываетъ, чфмъ слфдуетъ зам$- 
нить здЪсь правила монотонности вещественныхъ чиселъ. Этихъ 
указанй вполнф достаточно, чтобы напомнить вамъ постановку 
вопроса. 

Я хочу воспользоваться здесь случаемъ, чтобы указать вамъ 
на то м$ето у Гаусса, гдЪ это обосноване комплексныхъ чи» < 
селъ посредствомъ геометрической интерпретащи ихъ высказаро 
вполнЪ отчетливо и благодаря которому оно впервые получило 
всеобщее признане. Въ одной работ 1831 года Гауост. зани- 
мается теорлей цзлыхъ комплексныхъ ч «ель а--:0, 
гдз аи ф суть цьлыя вещественныя числа, и ‚28 ‚ространяеть 
на нихъ теоремы обыкновенной теор1и чиеб ль относительно 


\\ 
У 


У 
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простыхъ множителей, квадратичныхъ и биквадратичныхъ выче 
товъ и т. д. О подобныхъ обобщеняхъ теори чиселъ мы уже 
упоминали по поводу великой теоремы Ферма. 

Въ собственномъ сообщени*) объ этой работ$ Гауссъ го- 
воритъ о томъ, что онъ называеть „истинной метафи- 
зикой мнимыхъ чиселъ“. ЭдЪеь онъ основываетъ оправ- 
дан1е дЪйстый съ комплексными числами исключительно на томъ 
обстоятельств, что этимъ числамъ и дЪйстваямъ надъ ними 
можно дать указанное выше наглядное геометрическое толкова- 
н!1е; такимъ образомъ, Гауссъ нисколько не становится 
на формальную точку зр%Ън!я. Вообще же. эти довольно 
длинныя, весьма красиво написанныя разсужденя Гаусса въ 
высшей степени интересны и заслуживаютъ того, чтобы вы ихъ 
прочитали. Упомяну еще только о томъ, что въ этой статьз 
Гауссъ предлагаетъ вместо слова „мнимый“ (Ппаотйг) болЪе 
ясное слово „комплексный“, которое дЪйствительно вошло 
въ употреблене. 


2. Выеш1я комплексныя числа, въ особенности 
кватерн1оны. 


У всякаго, основательно занимавигагося комплексными чис- 
лами, возникаетъ вопросъ, нельзя ли построить другия, вы с- 
ш1я комплексныя числа съ ОбООльШимМъЪ ЧИСЛОМЪ 
новыхъ единицъ, а не съ однимъ только 2, и цлесообразно 
опред$лить дЪйств1я надъ ними? Къ положительнымъ результа- 
тамъ въ этой области впервые пришли около 1840 года неза- 
висимо другъ отъ друга Г. Грасеманъ (Н. Отаззшати) въ 
Штетинз и Гамильтонъ (У. В. НатШоп) въ ДублинЪ. Съ 
изобрЪтемемъь Гамильтона, такъ называемымъь исчисле- 
н1емъ кватерн!оновт, я хочу познакомить васъ Нфоволько 
ближе. Но сперва я скажу н$феколько словъ объ общей пос 
нОВк% проблемы. а 

Обыкновенныя комплексныя числа х + Фу НО <«разсма- 
тривать, какъ линейныя комбинац!и вида .. $ 


х.1- 7.1, 5 


Ежа $ 
*) См. У егке, Ва. И. (@бшеен, 1876), «тру 175. 


95 


построенныя изъ двухъ различныхъь единицъ 1 И { съ по- 
мощью вещественныхъ параметровъ х, у. Аналогично 
этому станемъ разематривать сколько угодно — скажемъ и — 
различныхъ между собою единицъ е,, е., ..., е» и назовемъ си- 
стемой высшихъ комплексныхъ чиселъ, построенной 
изъ этихъ единицъ, совокупность комбинац!й вида: 


хде же хь в, 


составленныхъ съ помощью и произвольныхъ ве- 
щественныхъ чиселъ м1, №, ..., ди. 


Само собою разумЗется, что два такихъ комплексныхъ 
числа, — напримЪръ, хи 


у= еже... тет еп, 


—мы будемь считать равными тогда и только тогда, 
когда коэффиц1енты при отд льныхъ единицахъ, 
такъ называемыя составляющ1я комплекснаго 
числа, попарно равны между собой: 


ЖЕ, №5. ...., Журн. 


Столь же естественно и опред лен1е сложения и 
вычитан!я, которое попросту сводитъ эти операщи къ сло- 
жен!1ю и вычитан1ю составляющихъ: 


ху == (м, Буре -- (м + уе НН (хи - У) ел. 


'ТГруднЪе и интереснфе обстоитъ дфло съ умножен1емъ. 
ЭДЪсь мы, конечно, начинаемъ съ того, что поступаемъ 
по общимъ правиламъ буквеннаго исчислешя, помножая каждый 
1-ый членъ выраженшя х на каждый Ё-ый членъ выраженя у 


=... 


м < 
Х.у == № Ане: Е. „©“ 
(1, К=1,2, ..., п) с” 
АСУ 


Но чтобы этотъ результать умноженя также предотавляль 
собой н$которое число нашей системы, необходимо р че 


виломъ, которое изображало бы п роизведен{я° е;- с 
вид$ комплексныхъ чиселъ аи. е. въ и. 
С 


Зу 
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линейныхъ комбинашй единицъ; необходимо имфть, слЪдова- 
тельно, и? равенствъ такого вида: 


6; ек = сил @- Сие 6 + ..-Р сит ©. = », Ст. @1 (2, да, о. и) 


(2-1. № в.) 9) 


Тогда, дъйствительно, произведен!е 


х.у == У (% зовем 


(=... ЗЕ. м 


представитъ собою н5$которое число нашей си- 
стемы. Въ установлен!и этого правила умножен!я, 
т.е. схемы коэффиц1ентовъ с; заключается ха- 
рактеристика каждой частной системы комплекс- 
ныхъ чиселъ. 

Если опредфлить дфлен!е, какъ д йств1е, обратное 
умножен!ю, то оказывается, что опредЪленное такимъ обра- 
зомъ дфлеше не всегда однозначно выполняется 
даже и въ томъ случаЪ, если дЪлитель не обращается въ 0. 
Въ самомъ дфлЪ, опред$лене у изъ уравнешя х.у=== полу- 
чается посредствомъ рёЗшеня и линейныхъ уравневй 


^ 
У Ска — 81, Ух: к си = 2%, ..., У, хук Си Е 2 


(1, Р=1, 2, 3, ..., и въ каждомъ суммовани) съ неизвЪет- 
ными У,, У.,..., У»; НО эти уравневя въ томъ случаз, если ихъ 
опредзлитель обращается въ 0, либо вовсе не имзютъ рёшевй, 
либо имфють ихъ безчисленное множество; въ подобномъ слу- 
ча всф =; могутъ равняться 0, хотя и не вс у=О0, т. е. 
произведен!е двухъ чиселъ можетъ обращаться 
въ 0, хотя ни одинЪ сомножитель не равенъ а. 

Только съ помощью спешальнаго искуснаго подбора вовф ен- 
ТОВЪ С; МОЖНО ДОСТИЧЬ ЗДЪСЬ сОХраненя указаннаго свойства ‚обык- 
новенныхъ чиселъ; правда, болёе подробное изучене 1 вопроса по- 
казываетъ, что при и>? сохранение этого овойства 
всегда покупается ц$ною уклоненци<оть ОДНОГО 
изъ другихъ правилъ ДЪЙСТв1Й; дтому стараются 
распорядиться такъ, чтобы этимъ уклонящимся свойствомъ 

Г 
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оказалось такое, которое наименфе важно для соотношевй, со- 
ставляющихъ цфль изслфдованИяЯ. 

Ве эти обиия разсуждентя мы теперь просл$димъ на ква- 
терн1онахъ, которые — въ виду ихъ примБневшй въ физикЪ 
и механик — представляютъ несомнфнно самую важную 
систему высшихъ комплексныхъ чиселъ. Какъ видно 
изъ ихъ названя, это — четырехчленныя числа (и = 4). 
Въ частномъ случа они вырождаются въ трехчленные век- 
торы; посл5дее стали теперь общеизв®стными, и о нихъ, в%- 
роятно, при случа упоминаютъ и въ школ$. 


За первую изъ четырехъ единицъ, изъ которыхъ составля- 
ются кватерн1оны, какъ и въ случа$ обыкновенныхъ комплекс- 
ныхь чиселъ, принимають обыкновенную веществен- 
ную единицу 1. Три друшя единицы обыкновенно обозна- 
чають по Гамильтону черезъ & у, А, такъ что обийй видъ 
кватерн1она получается такой: 


а=а-На-- 76 -Р Ас, 
гдз а, 6, с, 4 изображають вещественные параметры 
или коэффиц!енты кватерн1она. Первую составляющую 
Ч, на которую умножается 1 и которая соотвётствуеть веще- 
ственной части обыкновеннаго комплекснаго числа, называютъ 
скалярной составной частью кватерн1она, совокуп- 


ность же трехъ остальныхъ членовъ @2-Р 67 сё называютъ 
его вектор1альной составной частью. 

Относительно сложешя врядъ ли можно что-либо прибавить 
къ предыдущимъ общимъ соображенямъ; поэтому я дамъ вамъ 
сразу же естественное гео- 
метрическое толкова- 
н1е его, основанное на изв*- 
стной вамъ интерпретащи век- 
торовъ. А именно, предста- 
вимъ себЪ отр%зокъ, со- 
отвётетвующ вектор1альной 
части кватерн1она д и им ющ Фиг. 20 < 
проекщи а, 0, с на оси коорди- © 
натъ; этому вектору припишемъ в$ съ, равный скалярной части 4. 
Посл$ этого сложеше векторовъ ди 4' = @-- м Ес’ сводится 
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къ слЗдующему: мы строимъ равнодЪйствующую обоихъ отрЁзковъ 
по известному правилу параллелограмма для сложения векторовъ 
(фиг. 20) и приписываемъ ей въ качествЪ вЪса сумму вЗсовъ 
обоихъ слагаемыхъ; этимъ путемъ мы дЪйствительно получаемъ 
отрззокъ, представляющий собой кватерн1онъ 


аа=@а+а) ие -ле-о-ее-о. 

Со спещальными свойствами кватерн1оновъ мы встр®чаемся 
впервые, когда переходимъ кь умножен1ю; именно, они за- 
ключаются, какъ мы видфли это въ общей теорти, въ томъ, какъ 
устанавливаются значен1я произведен1й еди- 
ницъЪ. Я покажу вамъ прежде всего, какимъ  кватерн!- 
намъ Гамильтонъ приравниваетъ 16 произведенмй основ- 
ныхъ единицъ по 2. Первое услов1е состоитъ въ томъ, чтобы 
съ первой единицей 1, какъ это показываетъ самое ея обозна- 
чение, производить вычисленя, какъ съ вещественнымъ числомъ 
1; слЗдовательно: 


Е 0.11.59 1.11.1 =) Пе 


Но существенно новыми являются 'условя относительно ква- 
дратовъ трехъ другихъ единицъ: 


де = 


и относительно ихъ произведений по двЪ: 


ой р. 2 а 


между тзмъ какъ при обратномъ порядЕБ сомножителей пола- 
гаемъ: 
Е. = —2 2.Р=Ы—), ].2=— А. 


При этомъ сразу бросается въ глаза, что перем 5 ститель- 
ный законъ при умножен!и, вообще говоря, ‚не 
имфетъ м%ста; съ этимъ неудобствомъ Ще 9 ‹при- 
мириться, чтобы спасти однозначность д$леня и Тус тебрему, 
по которой произведен1е двухъ чиселъь только ВъЪ ‚дом случаь 
можетъ обратиться въ 0, если ОДИНЪ ИЗЪ сомножителей стано- 
вится равнымъ нулю. Мы сейчасъ ув идим+,^ ЧТО ЭТОТЪ 
и вс друг!е законы сложен!1я и <Амножентя, за 
единственнымъ указаннымъ исключен1емъ, дзй- 


А 
хо 
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ствительно остаются въ силф, и что, слЪдова- 
тельно, сдфланныя выше простыя услов1я явля- 
ются въ высшей степени цф$ лесообразными. 
Начнемъ съ того, что составимъ произведен!е двухъ 
кватерн!оновъ въ общемъ видВ: 


д =р.а=(а-Н е--76- Ес). (и Нах ду-- Р=), 
принимая во вниман!е данную посл$довательность сомножителей. 
Перемножая почленно, зам$няя произведен1я единицъ ихъ зна- 
ченнями изъ нашей таблицы умноженй и соединяя зат$мъ члены 
съ одинаковыми единицами въ одинъ, находимъ: 


д = ра = Нах --ру- =’ = (4 — ах — бу— с2) 
-Е 2 (аи -- ах-- 02 — су) 
-Е7 (6 5 4у- сх — а) 
-ЕА (си - 4-5 ау— 6х) 


Такимъ образомъ, составляющая кватернюна - произведеня 
представляютъ собой опредфленныя простыя двулинейныя*) 
комбинац!и составляющихъ обоихъ сомножителей. При пере- 
м$нё порядка сомножителей 6 подчеркнутыхъ членовъ м$няютъь 
свои знаки, такъ что д.р, вообще говоря, существенно 
отлично отъ р.д4и при томъ не только по знаку, какъ это 
имЪетъ м$сто для произведен1й отдЪльныхъ единицъ. 

Въ то время, какъ перем$стительный законъ, какъ мы 
видимъ, не имфетъ м%ста законы распред$лительный 
и сочетательный остаются въ сил$. Д$йствительно, 
если вычислить, съ одной стороны, произведене р(а--4и), а, 
съ другой, выражене ра--ра., формально перемножая члены, и 
не зам$нять произведенмй единицъ ихъ значенями, то должны 
получиться тождественныя выражен1я; но это тождество не нару- „5 


шится, если зат$мъ къ тому и другому выражен!ю примёнить” о 


таблицу умноженя единицъ. ЛалЪе, нетрудно видЪть, тои 
К ей 

*) Т.е. выраженя, составленныя изъ двухъь системъ _еличинь 

а, 6, с, 4их, у, 2, и такъ, что въ каждый членъ ВОКеО пин 

одинъ множитель изъ первой системы и одинъ изъ второй. Подъ „со- 

ставляющими“ кватерн1она авторъ разумЪетъ пооафаеты при раз- 
личныхъ единицахъ. 5 Ред. 

“Я 


«У 


АУ 
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законъ сочетательный долженъ остаться всегда въ силЪ, если 
только онъ дЪФйствителенъ для умноженя единицъ. А этотъ 
посл$дй фактъ можно установить непосредственно, на осно- 
ван!и таблицы умноженя, какъ я покажу на такомъ примЪрЪ: 


(И) В=1(7^). 


Въ самомъ дЪлз, 


(РЕ. = 1 
(1) =1.1==—1. 


Перейдемъ кь дфлен1ю. Достаточно - показать, что вся- 
кому кватерн!0ну р=а--2.а--7.6-Р.с отв чаетъ 
вполн$ опредбленный другой кватерн1онъ ата- 
КОЙ, ЧТО 


р-49=1; 
% 


представляется ц}флесообразнымъ обозначить это 4 черезъ 1/р. 
ДЪлене въ общемъ случа легко сводится къ этому частному 
случаю. Чтобы опред$лить это 4, полагаемъ предыдущее выряа- 
жене для р.4 равнымъ 1, т. е. 1=1--0.2--0.7-- 0.2; при- 
равнивая составляющая, получаемъ слЗдуюния 4 уравнен'!я для 
4 неизвфстныхъ составляющихЪ х, у, 2, ® кватерн1она д: 


Чи —ах— бу— сё =1, 
а —- ах — су-- 68 =0, 
и -- сх-- 4у— аз = 0, 
с — 6фх-- а аё=0. 


Разрфшимость подобной системы уравненй зависитъ, какъ 
извфстно, отъ ея опред$лителя; въ данномъ же случаь мы 
имфемъ какъ разъ такъ называемый косой симметричный опре- 
дфлитель, т. е. такой, въ которомъ элементы, лежащие _ симме- 
трично по отношению къ главной д1агонали (идущей отЬ Уверх- 
няго элемента слфва къ нижнему элементу справа), отличаются 
другъ отъ друга только знаками, между т$мЪ ках во элемен- 
ты главной д1агонали равны между собой. Теорзя опред$лителей 
даетъ очень простую формулу для вычислен ная такого рода опре- 
длителя, а именно въ данномъ случа оказывается: 


< 


ПЕ" 2 2\2. 
РЕ кз ЕВ С 19°); 


с —6 а а 


въ справедливости этого равенства можно легко убЪдиться и 
непосредетвеннымъ вычисленемъ. Въ томъ обстоятельств%, что 
этотъ опредзлитель оказывается равнымъ какъ разъ н$фкоторой 
степени суммы квадратовъ четырехъ составляющихъ, и заклю- 
чается собственно тоный и глубоюй смыслъ условий Га- 
мильтона; именно изъ этого обстоятельства вытекаетъ, что 
опредф литель всегда отличенъ отъ 0, кромЪ того 
случая, когда одновременно а=6 = =@4==0; поэтому, 
за исключенемъ одного только этого случая (р=0), урав- 
нен!я однозначно разр$ шаются, и обратный ква- 
терн1онъ д оказывается, такимъ образомъ, одно- 
значно опредфленнымъ. 


Если положить 
т=Из-мынаыио 


— эту величину, играющую большую роль въ теор!и кватерн1о- 
новъ, называютъ „тензоромъ кватерн!она р“, — то легко 
убЪдиться прямой подстановкой, что это однозначное р8ёшене 
выражается такъ: 


® 7@ —_ 4 и. С к 
о’ ен" и У В." 
такь что окончательный результатьъ получается такой: 
1 1 4—1а — 70 — Ес 


$ арарюри пита 


® А 
Вводя, аналогично теори обыкновенныхъ комплексныхЪ чиселъ, 
№ 


кватерн1онъ о © 

а № 2$ 

р=а— а —16— с @) 
| ах 
подъ назватемъ сопряженнаго съ р, можно постВднюю 
формулу написать еще и въ такомъ видф: \&> 
ел 
1 


К° 


р. 5 
№ АСУ 


102 


или 
р.р= Та ие; 
эти формулы являются непосредственными обобщенями извЪст- 


ныхъ евойствъ обыкновенныхъ комплексныхт, чиселъ. А такъ какъ 
и, обратно, р является сопряженнымъ съ р числомъ, то также: 


р.Р= И 
такъ что въ этомъ частномъ случа имЗетъ м$сто перем$ститель- 
ность сомножителей. 
Теперь мы въ состояни сразу получить р шен!е за- 
дачи ДЗлен1я въ общемъ вид. Умножая 1/р оДинъЪ 
разъ на число ра, а другой разъ на число 4’, равное числу рд, 


$ 1 
и принимая во внимате, что — - р = 1, находимъ: 

— Бала 
Уравнене же др =4'’, отличающееся отъ перваго только тЪмъ, 
что неизвфстный сомножитель 4 занимаетъ первое м$сто, им$етъ, 
вообще говоря, отличное рёшене: 


== 

Является вопросъ, нельзя ли найти такой геометрической 
интерпретащи, при которой эти дЪйствя и ихъ законы явля- 
ются ч8мъ-то естественнымъ. 

Чтобы придти къ Такой интерпретащи, начнемъ съ част- 
наго случая, когда оба сомножителя сводятся къ 
простымъ векторамъ, т. е. когда скалярныя части 
4= и =0. Тогда наша общая формула для произведешя 
(стр. 99) принимаетъ такой видъ: 


ф’=р.а= ва 76-е). (ЕН) = — (ах у сд 
-- 6 — с) Уха В (ау— 65; Ра 

мы видимъ, что произведен!е двухъ кватерн!ововъ, 

СВОДЯЩИхХСЯ КЪ\ОДНИМЪ ТОЛЬКО векторамъ, состо- 

ИТЪ ИЗЪ ДВУХЪ частей —скалярной ивоктор1альной. 


Эти составныя части нетрудно привести въ связВ съ общепринятыми 
въ Гермави видами вектор1альныхт ” произведенЕй. 
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Эти понят!1я, гораздо болЗе распространенныя въ Германи, чфмъ 
кватернюны, ведутъ начало отъ Грассмана, хотя самое слово 
„векторъ“ англскаго происхожденя. ТЪ два вида векторлаль- 
ныхЪ произведений, съ которыми обыкновенно оперируютъ, но- 
сятъ теперь, большей частью, казвая внутренняго или 
скалярнаго произведен!я ах--6у-- сз, которое, такимъ 
образомъ, только знакомъ отличается отъ скалярной части напи- 
саннаго выше произведеня кватерн1оновъ, и вн шняго или 
вектор1альнаго произведеня (63 — су) -7(сх — аз)-- 
-- А (ау — 6х), которое равно вектор!альной части произведенйя 
кватерн1оновъ. 

Построимъ оба вектора (а, 6, с) и (х, у, 8) въ видЪ отр$зковъ, 
исходя изъ начала координать О (фиг. 21); ихъ концы будуть 
находиться въ точкахъ а|6 сих у| 3; 
длины ихъ равны /=Уа?- 62 с? 
и [= Ух? у? =?. Если черезь ф 
обозначить уголь между обоими от- 
рЪзками, то по изв стнымъ теоремамъ 
аналитической геометруи — въ по- 
дробности я не вхожу — слВдуетъ, 
что внутреннее произведение 


ах бу сз=.[. с03 ф. 


Вн=8шнее произведен!е само представляеть собой век- 
торъ, который, какъ нетрудно видЪть, направленъ перпенди- 
кулярно къ плоскости 4 [”); его длина оказывается рав- 
ной /.[.зшф. 

Существеннымъ является вопросъ о направлен!и век- 
тора-произведенгя еще въ томъ смыслЪ, въ какую сторону 
плоскости, опредляемой векторами Ги /, надо его откладывать. 
Это направлете м$няется въ зависимости отъ приня- <> 
той системы координатъ. А именно, существують, АБ» 
вамъ извфстно Ддв$ различныя, неконгруэнтныя, 9.> Уё. 

< 


РВ СУ 

ы. Направляющие косинусы перваго вектора пропорцюнатьны ко- 
эффищентамъ а, 6, с, а второго — коэффищентамъ м, у <СТакъ какъ 
направляющ!е косинусы векторальнаго произведеня суть = — су, 
сх — аз, ау— 6х, то этоть послЪдюй векторъ пернендикулярень КЪ 
первымъ двумъ. кс” 
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не могущ1я быть совм щенными, системы прямо- 
угольныхъ координатъ; при соотв$тетвенно одинаковомъ 
направлен!и двухъ паръ осей у нихъ, — наприм$ръ, осей у-овъ и 
8-овъ,— третьи оси — оси х-овъ — имЪютъ прямо-противоположныя 
направлен1я. Таюмя дв$ зеркально-симметричныя системы нахо- 
дятся одна къ другой въ такомъ же отношени, какъ правая 
рука къ л6вой; дфИствительно, ихъ можно различать, поль- 
зуясь слфдующимъ простымъ мнемоническимъ правиломъ: оси 
х, уз одной системы расположены, какъ разста- 
вленные пальцы — большой, указательный и сред- 
н!|й— правой руки, оси лм, у, 3 другой системы — 
какъ т% же пальцы лЪвой руки (фиг. 22). Въ лите- 
ратурз постоянно встр$чается то одна, то другая система; въ 
различныхъ странахъ, въ различныхъ дисциплинахъ и, наконецъ, 
у различныхъ авторовъ господствуетъ различный 1518. 

Въ простЪйшемъ случа, когда р=29==), т, е. когда 
ри 4 равны отр$зкамъ-единицамъ, отложеннымъ вдоль осей х и у, 
ихъ внфшнее произведеше, въ силу условйя 7 ./== №, оказывается рав- 
нымъ отр$зку-единицф, лежащему на оси =-овъ (фиг. 23). Ной иу 
можно, непрерывно изм%няя, превратить въ любые векторы рид *®); 
при этомъ Р перейдеть непрерывнымъ образомъ въ вектораль- 
ную составную часть произведешя р.4, ни разу не обращаясь 
въ течен!е этого процесса въ нуль; поэтому первый и вто- 
рой сомножители и само вектор1альное произве- 
ден1е всегда должны быть такъ расположены 
другъ относительно друга, какъ оси лм, у, & си- 
стемы гоординатт, т. е. должны представлять „пра- 
вую“ или „лфвую“ систему направлен!1й, смотря 
по тому, какая система принята для координат- 


ныхЪъ осей. 
АУ 

*) Откладывая на соотв$тетвующихъ осяхъ векторы 2. умы 
можемъ брать различныя единицы для изображен1я этихъ векторов; 
вмЪетв съ тмъ будутъ мЪняться отрЪзки, изображающие зейторы $, ]. 
Непрерывно ихъ мВняя, мы можемъ сдфлать отрЪзки $, / равными р, 4 
Вмъетв съ тЬмъ будеть непрерывно мЪняться произведен ра, а такъ 
какъ оно въ нуль не обратится, то оно будетъ все\время направлено 
по положительной оси 3-овъ. Предложен!е можетъ быть и и безъ 
этихъ искусственныхъ соображений, но это значительно сложнЪе. 


“СУ - Ред. 
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Мн$ хочется прибавить н$Ъскользо еловъ по поводу при- 
<корбнаго вопроса о систем обозначен1й въ век- 
тор1альномъ анализЪ. ЛЪло въ томъ, что’ для каждаго 
дЪйствая съ векторами употребляется большое количество раз- 
личных знаковъ и, къ сожалею, до сихъ поръ еще не уда- 
лось создать одну единствен- 
ную общеобязательную си- Трава х сд спеема 
стему обозначенй. Четыре и 
года тому назадъ на СъЪз- 
д$ Естествоиспытателей въ 
КасселЪ (1908) съ этой ц$ лью 
была даже избрана особая 
коммисс1я; но члены ея не 
могли вполн$ столковаться, 
а такъ какъ каждый изъ 
нихъ все же имфлъ до- ааа пидыа 
брое желане сдЪлать шагъ 
отъ своей первоначальной 
точки зрЪшя  навстр$чу 
другимъ  взглядамъ, то 
единственнымъ — результа- 
томъ явилось возникновен1е 
трехъ новыхъ обозначений! 
Послф этого и другихъ ана- ФЫг Ао. 
логичныхъ случаевъ я при- 
шелъ къ тому заключен!ю, что дЪйствительное объединение всЪхъ 
заинтересованныхъ въ такихъ вещахъ круговъ на почв однихъ 
и ТЪхъ же словесныхъ и письменныхъ обозначенй возможно 
только въ ТФхъ случаяхъ, когда къ этому побуждаютъ въ выс- 
шей степени важные матерлальные инте- 
ресы. Только подъ такимъ давленемъ могло 
произойти въ 1881 году въ электротехникЪ 
всеобщее признане единообразной систе- 
мы мМ$ръ вольтъ-амперъ-омъ и послБдую- 
щее закрзплеюне ея государственнымъ зако- 
нодательствомъ, такъ какъ промышленность 
настойчиво требовала подобнаго единства меры; \какъ основы 
всфхъ операцш. За векторлальнымъ Ночи“ ще не стоятъ 
Се 


и 
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таме могущественные матерлальные стимулы, и поэтому ипри- 
ходится пока-что — дурно ли, хорошо ли — примириться съ тфмЪъ, 
что каждый отдфльный математикъ остается при привычномъ 
для него способЪ обозначенй, который онъ считаетъ наиболЪе 
удобнымъ или даже — если онъ н%Ъеколько склоненъ къ догма- 
тизму — единственно правильнымъ. 


3. Умножен!е кватерн1оновъ и преобразован!е 
поворотнаго растяжен1я въ пространствф$. 


Теперь перейдемь къ геометрической интерпре- 
тац1и умножен1я кватерн1оновъ въ общемъ ви- 
дЪ, предпославши ей слфдующее замЪчанте. 


Если въ произведеши 9’—=р4 замЪнить р и 4 ихь со- 


пряженными значен!ями р, 4, т. е. если измфнить знаки при а, 
Ь, с, х, у, = на обратные, то въ формул произведевя (стр. 99} 
скалярная часть останется безъ измзневшя, а въ векторальной 
части только не подчеркнутые множители при 1, /, А измЪнятъ 
свои знаки на обратные. Если же одновременно измфнить и по- 
рядокъ производителей, то и подчеркнутые множители изм$Внять 
знаки, такъ что 9.р представляетъ какъ разъ сопряженное зна 


чен1е 9' по отношевю къ 9’=р.0: 


Если 9'’—р.9, то 9'=9.р. 


Перемножая оба равенства, находимъ: 
4'.9' =Р.9.9.Р: 


При этомъ порядокъ множителей играетъ существенную роль; 
но мы вправз примфнить сочетательный законъ и написаль: 


9'.4@=р. (9.9) .6- А 
Но, какъ мы видфли выше, «Я 
9.9 = УНАаЯ, | ки 


такъ что окончательно получаемъ: м 


а - у - 37 =р (12 эф + =) р. 
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ЭДЪеь второй сомножитель справа есть скаляръ, а при 
умножен!и скаляра М на кватеронъ имфетъ силу перем%сти- 
тельный законъ, такъ какъ 


М.р= Ма {(Ма--7(М- (Мс) =рМ. 


Поэтому, въ данномъ случаЪ: 


уз 27 == р.р. (му =); 
а танъ какъ р. Г. есть квадратъ тензора кватерн1она р, то: 
2”? —. д! ННУЗ-Е ="? РИ (-- а? -- р2 -— 6?) (102 —- 4:2 у? -|- 27 


другими словами: тензоръ произведен!я двухъ кватер- 
н1оновъ равенъ производен!ю тензоровъ обоихъ 
сомножителей. Конечно, эту формулу можно получить и 
прямымъ вычисленшемъ, если подставить вмЪето 20’, х', у’, 2’ ихъЪ 
выражен1я изъ формулы умножевшя на стр. 99. 


Теперь будемъ интерпретировать кватерн1онъ 4, 
какъ отр$зокъ въ пространств четырехъ изм $- 
рен!й, идущ!й отъ начала координатъ къ ТочкЕВ 
х, у, 8, и, вполнф аналогично интерпретащи вектора въ трех- 
мфрномъ пространств%. Въ настоящее время не приходится, ко- 
нечно, извиняться, когда призываешь на помощь четырехмЪрное 
пространство, какъ то было необходимо въ то время, когда я 
былъ студентомъ. Вс вы знаете, что здЪсь не скрывается ни- 
какой метафизической идеи, но что многомфрное пространство 
попросту есть удобное, аналогичное нашему дфйствительному 
представленю о пространствф, средство математическаго способа 
выражения *). 

Если сохранять постояннымъ множитель р, т. е. величины 
4, а, 6, с, то уравнеше въ квартешонахъ 4’=Р.4 изобра» «у 
жаетъ `извфстное линейное преобразованте ое 


У |= | & четырехм®рнаго пространства въ точки л’ | хи, 


х © 
) Это требовало бы, однако, нЪкоторыхъ поясне Ш Эно читатель 
найдетъ болЪе обстоятельное выяснене этихъ идей Во’ второмъ томЪ 


настоящато сочиненйя. «О 
> Ред. 
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относя каждому четырехм$рному вектору н$зкоторый другой век- 
торъ; въ явномъ видЪ уравнен!я преобразованйя получаются пу- 
темъ сравненмя коэффищентовъ въ формул произведения на 
стр. 99. Но изъ только-что полученнаго уравнен1я для тензо- 
ровъ видно, что при этомъ разстояе Ул?-- у2-- 22 ви? вея- 
кой ТОЧКИ ОТЪ начала помножается на одинъ и тотъ же посто- 
янный множитель Г= Уа?-Р 62- с*-- 4; кромЪ того, какъ мы 
видфли (стр. 101), опредзлитель линейнаго преобразованя всегда 
имфетъ положительное значене. Съ другой стороны, изъ аналити- 
ческой геометрли въ трехмфрномтъ пространствЪ извЪетно, что такое 
линейное преобразоване х, у, 3, которое преобразовываетъ сумму 
х2-- у2-—- =? въ самое себя (т. н. „ортогональное“ преобра- 
зован!е) и которое, кромЪ того, имфетъ всегда положительный 
опредЪлитель, изображаеть вращен!е пространства во- 
кругъ начала координатъ, и что всякое вращенуе 
можетъ быть такъ представлено. Если же линейное преобразо- 
ван!е лишь помножаетъ ^”- у? -- 2? на н$»котораго множителя 
1? и если опредЪлитель, по прежнему, сохраняетъ положительное 
значен1е, то получается вращен1е въ соединен!и съ рас- 
тяжен1емъ всего пространства до /1-кратныхъ 
разм$ровъ при неподвижномъ начал координатъ. 
Такого рода преобразовате мы будемъ называть поворот- 
нымЪъ растяжен1емъ (Отепескипо’). Но, что вЪфрно для 
трехм$рнаго пространства, подходить и къ четырехм$ рному. 
Мы будемъ говорить, что наше линейное преобразован1е въ точ- 
но такомъ же смыслЪ выражаеть вращен1е и растяженте 
четырехм$ рнаго пространства. 

Однако, нетрудно видЪть, что этоеще несамыйобщуй слу- 
чай возможныхъ преобразован!й вращен1я ирас- 
тяжен1я. ДЪйствительно, наше преобразование содержитъ только 
4 произвольныхъ параметра а, 6, с, а, тогда какъ мы 068; 
часъ увидимъ, что самое общее преобразован! е По- 
воротнаго растяжен1я четырехм $ рнаго простран- 
ства А, содержитъ 7 такихь параметров. А 

именно, чтобы общее линейное преобразоване изобража ло вра- 
щен!е съ растяженемъ, необходимо должно имЪтБ, Е УМЬСТО слЪду- 
ющее тождество: те \ 


ду 2-3 = Т°. ии 
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это даетъ намъ при сравнени коэффищентовъ 10 услов, такъ 
какъ лфвая часть посл зам$ны ^х’,..., #’ ихъ выражетями въ 
х,..., 0 переходитъ въ квадратичную форму 4 перем$нныхъ и по- 


4.5 
этому содержит —5— = 10 членовъ. Но такъ такъ Г остается 


произвольнымЪъ, то всего имфемъ 10 —1==9 условй для 16 ко- 
эффищентовъ линейнаго преобразованя, такъ что дЪйствительно 
остается еще 16 —9 —=7 произвольныхъ параметровъ. 

Но оказывается возможнымъ, и это наибол$е удивительно, 
получить съ помощью перемножен!я кватерн1оновъ 
наибол%е общ:й видъ преобразован!я поворот- 
наго растяжен1я. А именно, если л=д-- м + 7В-+ А 
представляетъь н$который постоянный кватернонъ, то можно 
показать, подобно тому, какъ это было сдфлано выше, что и 
а=49.л (что отличается отъ предыдущей формулы только изм$- 
ненемъ порядка сомножителей) представляетъ преобразоване 
поворотнаго растяжешя Л, т. е. пространства четырехъь изм%- 
ревй, а вел$дств1е этого и послЗдовательное производство обоихъ 
преобразован!й: 

'—=р.4.п= (а-- а--70-^с).4. (0-ю 7В-- УР) 
представляетъ подобное же преобразоваше. Но это преобразова- 
не содержить какъ разъ 7 произвольныхъ параметровъ, такъ 
какъ оно остается неизмфннымъ, если а, 6, с, А умножить на 
одно и то же вещественное число и въ то же время раздЪлить 
на него же а, В, у, д; поэтому является вфроятнымъ, что оно 
представляетъ общ1й видъ преобразования по- 
воротнаго растяжения въ пространств четырехъ 
измфрен!й; эта красивая теорема дЪйствительно была дока- 
зана Кэли (Саеу). Я ограничусь здфеь этими историческими 
указан1ями, чтобы не затеряться въ деталяхъ этой интерпрета- 
ци. Указанная формула находится въ работф Кэли „Оп {Ве С 
Вошоогарй1с фгапз[огмаф1оп оЁ а зиг[асе о! ие, 
зесоп огаге 1п$о 163е11[“ *) 1854 года, а также и мой 
которыхъ другихъ его работахъ *“). 559 

*) Напечатано въ полномъ собрании сочинемй Ке я Сау!еу, 
„СоПефеа тафВет а са] рарегз“, \Уо1. П (Саше 1899), р раЕ. 27133. 


**) Ср. напримЪръ, „Веспегсевез а За Ау @еги!талт $ 
салевез (106. ©1., раз. 214). _ ам 


А“ 


4; 
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Другое большое преимущество формулы Кэли заключается 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО Она Даетъ весьма наглядное представлене о ре- 
зультатЪ послфдовательнаго производства двухъ поворотныхъ ра- 
стяженй. ДЪйствительно, если второе преобразоваюе дано урав- 
ненемъ 


йе’ == 9" д” уу" -- Аа" =, 4’. т’ 


гдЪ р’, п’ обозначаютъ опредфленные данные кватернюны, то, 
внося сюда написанную выше величину 4’, получимъ: 


9" =р’.(р.а.п).п’ 


на основан!и сочетательнаго закона умноженя находимъ: 


@ =(5’. 2). 9. п.) 
ТДЪ 


Е 


представляютъ опредфленные новые кватерн1оны. Получается 
снова выраженше поворотнаго растяженя, переводящаго 4 ВЪ 
4", какъ разъ въ прежнемъ видф, а именно переднимъ и 
заднимъ множителями при 0 служатъ произведен! я 
обоихъ переднихъи, соотв тственно, задних мно- 
жителей въ изображентяхъ посл$ довательно про- 
изводимыхъ поворотныхъ растяжений, при чемъ 
порядокъ играетъ существенную роль. 

Но вы, господа, можеть быть, недовольны этой четырех- 
мфрной интерпретащшей и хотите что-либо болфе наглядное, 
основанное на обычномь трехм$рномъ представлевши о про- 
странствЪ. Въ такомъ случаю я постараюсь получить изъ преды- 
дущихъ формулъ, посредствомъ простой спетализащи, фор- 
мулы для аналогичныхъ операц1й въ трехм $- 
номъ пространств; въ этихъ именно формулахъ и заключается 
громадное значене умножен1я кватерноновъ для обыкновенной 
физики и механики; я говорю нарочно для обык но в 6 нно Й, 
чтобы не предрёшаль дальнёйшаго развития тихь дисциплину, 
благодаря которому могутъ получить непосредственное приложене 
и предыдупия интерпретащи. И это время, можоть быть, ближе 


чёмъ вы думаете; новёйпйя изелфдованя. въ. > теор электроновъ, 
—. 
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въ томъ видъ, въ какомъ они находятъ себЪ выражене въ такъ 
называемомьъ принцип относительности, представляютъ 
с0б0й, въ сущности, не что иное, какъ послЪдовательное примф- 
нене поворотныхъ растяжеюй пространства четырехъ изм$ре- 
НЙ; въ этомъ именно порядкф идей эти изслздоваюя и были не- 
давно изложены проф. Минковскимъ (Мшкомзк!). 

Но вернемся къ тремъ изм$рен!ямъ. При поворот- 
номъ растяжении точка х, у, & переходить въ такую точку 
9,1)’, 25°, ЧТО 


ие-руз-р2 —= М (Ну? -Е =”), 


тд /М обозначаеть линейное растяжене всякой длины. Въ 
виду того, что наиболЪе общее линейное преобразоваюе 
перем$нныхь хм, у < въ хм’, у’ 5’ содержить 3.8 =9 
коэффищентовъ, а  лЪвая часть посл  введеня этихь 
выраженй переходить въ квадратичную форму оть м, у, 2 
СЪ “:= —6 членами, наше тождество при произвольномь М 
представляеть 6 —1==5 условй, и вс линейныя подстановки, 
удовлетворяющая ему, содержать еще 9—5=4 произволь- 
ныхъ параметра (ср. аналогичныя разсужденя на стр. 109). 
Если одна изъ этихъ подстановокъь имфеть положительный 
опред литель, то она изображаетъ, какъ уже было упомя- 
нуто вращен1е пространства около начала, соеди- 
ненное съ растяжен1емъ въ отношении 1:/М; если 
же опред$литель имЪфеть отрицательное значен!е, то 
подстановка соотвфтствуеть такому же поворотному ра- 
стяжен1ю, соединенному съ зеркальнымъ отра- 
жен1емъ пространства, опредфляемымъ  равенствами 
м==— д, У==Ь—у, 2'—= —5. Съ другой стороны, можно показать, 
что этотъ опредЗлитель можетъ принимать только значевя -- №3. 


Чтобы представить эти отношеня съ помощью кватерн!о-< $ 


новь, мы, конечно, сперва сведемъ неопредфленные кватерий 102" 

ны 4, 9’ кь ихь вектор1альной составной сы 

= Еду - Аа, а = -лу-Р Рз; это — векторы, соединяюуе 

начало координатъь съ точкой до и т преобразовая. И вотъ 

я утверждаю, что наибол%е общее преобр Разован!е 

трехмъ рнаго пространства, предстявляющее со- 
’_ 


2 


и 


«У 
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бой поворотное растяженте, получится, если взять 
въ предыдущихъ формулахъ для р и л сопряжен- 
ныя значения, т. е. если положить: 


(=Р.4-Р, (1) 
или, выписывая подробно: 
ту’ =(а- На Н7о-Н Ас) . (ахНДУ-НЕа) . (4—а—76—&с). (1 


Что это доказать, надо прежде всего убЪдиться въ томъ, что ска- 
лярная часть произведен!я, стоящаго справа, обращается въ нуль, 
и что, сл\довательно, 4’ дЪйствительно есть векторъ. Для 
этого перемножимъ сперва р.4 по правиламъ для кватерноновъ; 
мы находимъ: 


9 =. —ал— бу— = 
2 (ах 6 — су) 
-- 7 (Чу-- сх — аз) 
Нав ау — в) |} а—ш—— № 


посл вторичнаго перемноженя кватерн1оновъ дфйствительно 
получается для скалярной части д значеше 0, а для его трехтъ 
вектор1альныхь составляющихъ получаются выражения: 


| д’ = (а а?— 6°— с?) х--2 (а6—са) у-Е2 (ас - 64) з, 
(2), у’=2 (аб- са) х- (а 6? — с*— а?) у 2 (с —аа) г, 

| 2'=9 (ае— ба) х-- 2 (бе-раа) у- (а?-Нс*—а?— 6) г. 
Остается показать, что эти формулы дфйствительно выражаютъ 
требуемое преобразован!е. Это сразу получается, ебля 


составить относящееся къ равенству (1) уравнеше въ <-Фоизо- 

ражъ (см. стр. 107): д 7 

КЬ 
аа” = (аа? бас?) ау?) и 2), 

ИЛИ 59” 


кору Теа, 


из 


гдЪ / обозначаетъ тензоръ р. Далфе, мы сразу видимъ, что наша 
формула дЪйетвительно содержитъ 4 произвольныхъ пара- 
метра, которые, согласно предыдущему подсчету, входятъ въ 
составъ наиболЪе общаго преобразоватя этого вида. Чтобы 
разр$шить также и вопросъ о знак опредЪлителя, 
достаточно взять одинъ какой-нибудь примЪръ; дЬйетви- 
тельно, такъ какъ тензоръ Г всегда имфетъ положительное 
значеше и никогда не обращается въ 0, то при измЪнеюши зна- 
чей а, 6, с, 4 опредЪлитель, какъ непрерывная функщя, ни- 
когда не можеть принять значеня — 1/6, если онъ хоть разъ 
принимаетъ значенме -- 765; а между тЪмъ только эти два зна- 
чен1я, какъ выше было замЪчено, и идутъ въ соображеше. Если 
же, напримфръ, положить а = 6 =с==а, то опредЪлитель суб- 
ститущи (2) равняется 


а* ©, © 
0, 9% Ор оы р 7 
|0, 0, р] 


слЗдовательно, онъ имЪетъ всегда положительное зна- 
ченте, и поэтому наше преобразоване, выражаемое соотношенемъ 
(1), въ самомъ дЪлВ изображаетьъ всегда д Иствительное 
вращен1е и растяжен!е. ПослЪ этого столь же просто изо- 
бразится поворотное растяжен!е, соединенное еще 
съ отражен1емъ; для этого надо лишь написать: 0’==р.9.Ёр» 
ибо это и есть соединене предыдущаго преобразовашя съ 
отражетемь: л’— — м, У= — 7, &=—8”}. 

Теперь посмотримъ, какъ расположена ось того вра- 
щен!я, которое опредфляется равенствами (2), и каковъ уголъ 
вращен!я. Пусть &, 27, 6 означаютъ косинусы направленя оси 
вращен!я, такъ что 


РА = (3) а. 


су 
© 
а 
*) Преобразовае л’=— лм, у’=-ёу, 2’=—Ф а не есть собетвенно 
отражен!е отъ какой-либо плоскости, ибо оно оставляетъ безъ. измЪнен1я 
< ы 


только начало координатъ. Это есть преобразоване, сим метричное 
относительно начала, т. е. каждая точка переходитъ въ точку, 
симметричную съ ней относительно начала координатьец "это преобразо- 
ван!е слагается изъ трехъ отражений: у 
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а уголъ (или амплитуду) вращеюя обозначимъ черезъ ©. Ока- 
зывается, что имъютъ мЪфето слфдующиая соотношеня: 


Я==: 65. | 
© (4) 
пы р—=7. и. т ‚ СЕТ. ы | 


изъ нихъ легко опредЪлить при извЪстныхъ а, 6, с, 4 4 вели- 
чины & 7, 6, Фи при томъ такъ, что выполняется соотношене 
(3): въ самомъ дЪлЪ, изъ соотношенйя: 


фа =1? 603? пы зе-5 (НР 22) 


получаемаго посредствомъ сложешя уравневй (4) по возвышеви 
обЪихъ частей каждаго уравненя въ квадратъ, вытекаетъ соотно- 
шене (3), такъ какъ / опредфлено, какъ тензоръ кватернюна р. 
Поэтому для опредфленя & 7, С достаточны получающйяся изъ 
системы (4) уравнения: 


аб: = (4’) 


которыя говорятъ, что точка а|б|с лежитъ на оси вра- 
щен1я разсматриваемаго преобразовантя. 


Хх м & =, 

7 р. , РР 2", 
Эх, Б-р, ЖЫЕ (7 
"утру, вт а". 


Если мы любую точку (х, у, 2) отразимъ послЪдовательно отъ трехъ 
плоскостей координатъ, то она перейдетъ въ точку (х’, у’, =’), симме- 
тричную ей относительно начала. Однако, два первыхъ отражены @ мо- 
гуть быть замЪнены вращен1емъ вокругъ начала координатъ; ъуя имен- 
но—вращешемъ, зам щающимъ положительную полуось х-бВЪ отрица- 
тельной полуосью у-овъ и положительную полуось у-овъх отрицательной 
полуосью л-овъ. Разсматриваемое преобразоване, тат ъ образомъ, 
дъйствительно слагается изъ вращеня, подобнаг <фастяженя и отра- 
женя отъ плоскостей. БолЪе обстоятельное выяфнейе идеи геометри- 
ческаго преобразован1я читатель найдетъ во хе части настоящаго 
д 


сочинеюня. А 
ед. 
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Переходя къ доказательству этихъ утверждений, начнемъ 
съ провфрки послЪдняго свойства; для этого положимъ въ урав- 
неняхъ (2) х=а, у=ёб, в==с; тогда получимъ: 


= (4 2 -- с’) а=Т*.а, 
д’= (4-9) 6 =1*. 6, 
8'— (аа? о? - с?) с =7?.с; 


изъ этихъ равенствъ видно, что точка х’ | у’| 2’ лежитъ на пря- 
мой, проходящей черезъь начало координать и черезъ точку 
а 6|с; а это именно и характеризуеть точку а|6|с, какъ точку 
оси вращеня. Остается только доказать, что уголъ @, опре- 
дфляемый уравнен1ями (4), дъиствительно пред- 
ставляетъ амплитуду вращен!я. Но это требуетъ 
сложныхъ разсуждешй, вмЪсто которыхъ я укажу на то, что 
наши формулы преобразован1я (2) при 7Т=1, въ 
силу соотношения (4), переходятъ какъ разъ въ 
т$ формулы, которыя Эйлеръ установилъ для вра- 
щен1я системы координатъ вокругъ оси &| 17 |6 на 
уголъ 0. Въ боле подробномъ видЪ вы это найдете, на- 
примфръ, въ книгЪ: „Геор1я волчка“*) Клейна-зЗом- 
мерфельда, въ которой примфняется теорйя кватернюновъ, 
или въ книг „Геор1я и прим нен1я опрецк$ лителей“ 
Бальцера**). 

Я хочу еще показать вамъ сжатое и удобное выражене, 
которое исчислене кватерноновъ даетъ для вращен1я во- 
кругъ оси &7|6 на уголъ @, соединеннаго съ рас- 
тяжен1емъ въ /? разъ; это выражене получается, если 
подставить формулы (4) въ уравнешя (1): 


ый в, Е р (й : т : 
А’ р--в=Т* } сок Е Г. (Ел вы & 


(55° 
ХНУ № ( } воз 


9 о 
*) К|1е1п-Зошшег{!е1а, „ТВеоме 4ез Кгейзе бан 7, 

к. 9 Ш. © 

*) Ва! иег, „ТПеоме апа Апуеп@ипо 4ег „роббтылалиоть ‚814, 


Не 


Хх. 


м 


ив 


ЗдЪеь всБ Эйлеровы формулы вращен!я совм$- 
щены въ одну, которая легко запечатл вается въ 
памяти: въ ней векторъ 12^-- /у-- Аз спереди и сзади 
помножается на сопряженные кватерн1оны съ 
тензоромъ, равнымъ 1, или на такъ называемые 
верзоры (т. е. вращатели, въ отлич!е отъ тензора, 
г.е. растягивателя), и къ этому произведен!ю при- 
соединяется въ качеств скалярнаго множителя 
величина растяжения. 


Теперь я намфренъ показать вамъ, что въ случав двухъ 
изм$рен1й эти формулы даютъ какъ разъ извЪет- 
ное выражен1е вращен1я и растяжен1я плоеко- 
сти му посредствомъ умножен!я двухъ комплекс- 
ныхъ чиселъ (ср. стр. 93). Для этого стоить только принять 
за ось вращешя въ уравненяхъ (5) ось 2-овъ (&=7=0, б==1); 
тогда получаемъ для 2 = 2'=0: 


вх’ Еду’ = 1? (+ и т 3 (&+5) (= — © зт е 


произведя нужныя умножешя на основаши правилъ объ умноже- 
ши единицъ, находимъ: 


а’-ЕДУ те 03° (ах ту) -Е т о 5) с0з 5—2 чт =. 2 
— 7? } оз. (бх-- ЛУ)-2 9-5. 608 > ( и—в) зи (иж-Елу) 


и Же) с08 @9--(1х—:5у) зт о 


Е ЗВ р) т а у и 
— 1 (603 о--Р зщ 62) (1х-Нлу). «У 
„© 
АА 
Если прибавить позади обЪихъ частей равенства по уножителю 
(—:), то получимъ: к 
о 


5 
хм -НРу= 1? (с03 © Е зш 0) (х 9% 
р г в < ры. . я : 
& это именно и есть извфотная формулах, умножешя двухъ 
М «} 
обыкновенныхь комплексныхь чисель сего геометрическимъ 
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толковантемъ, какъ вращенмя на амплитуду @ и растяженя 
Г? разъ, съ той только разницей, что вмфсто мнимой единицы 


У—1, обычно обозначаемой черезъ 2, здЪеь стоить А. 


Возвращаясь снова къ трехмфрному пространству, поста- 
раемся такъ видоизмфнить формулу (1), чтобы она изображала 
с0б0й одно только растяжен1е безъ вращен!я. Для 
этого замфнимъ д’, у’, 5’ черезь д’. 72, у’. 12, =’. [? и, слёдо- 


Р 


\ 1 
вательно, 0’ черезъ 4’. [*; вспоминая же, что тя 7з, На. 


ходимъ слБдующую формулу чистаго вращеня: 
х’-- 1у’-- Ев’ = р (ах ду + Р=).р*. (6) 


Мы не нарушимъ общности , если будемъ принимать въ этой фор- 
мулЪБ р за кватерн1онъ съ тензоромъ 1: 


р= с08 — ми (АО, гдЪ 28 72-- 2 = 


поэтому формула (6) можетъ быть получена изъ уравнений (5), 
если принять Г равнымъ 1. Въ этомъ видф формула впервые 
была дана Кэли въ 1845 году *). 


Посл 5довательное производство двухъ вра- 
щен!1й въ трехмфрномъ пространств выражается 
столь же просто какъ и въ случа$ четырехм$рнаго пространства 
(стр. 110). Если дано второе вращене: 


| ду ЛУ ОЕ ое №5’) р’ —1 
тл\ 


69’ * 0)’ » ©? Е. 7 7 Р 7 ! х 
Яд = с08 5 + п 5х (Е-М’-Н ЕС’) (Е, 9’, С’— ось, @'’— амплитуда), 


д 


ь < 
то снова находимъ въ качествЪ изображешя Бин У 
вращения: © 
@ 
о 
< 


о р" Вар’. р. (Р.Р. $7 
—_ 


пе к 


АО 
*) Сау1еу, „Оп сегбаш гезиз геайте $0 ий СоП. рар., 
Г (1889). рах. 123. _ 
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такъ что ось &", 17", 6” и уголь вращевя ©" получаются ИЗЪ. 
равенства: 


р"= с03 >. ЕВ мо = о 


Такимъ образомъ, мы снова получаемъ для сложен1я двухъ 
вращен!и простое и сжатое выражен1е формулъ, 
довольно сложныхъ въ ихъ обычномъ видЪ. Но 
съ другой стороны, — въ виду того, что всяюмй кватерюонъ, не 
считая нфкотораго вещественнаго множителя (его тензора), можно 
въ то же время разсматривать, какъ верзоръ нЪфкотораго враще- 
ня, — мы имъемъ въ сложен!и вращений простой гео- 
метрическ1й эквивалентъ умножен!я кватерн!о- 
новъ; некоммутативность произведен1я кватер- 
н1оновъь соотвф$тствуетъ при этомъ тому изв5ст- 
ному обстоятельству, что вообще нельзя мфнять 
порядка двухъ вращен!й вокругъ одной точки безъ 
измфнен1я окончательнаго результата. 

Если вы интересуетесь подробностями относительно исто- 
р1и возникновен1я разсмотр$нной нами интерпретаня и 
приложений кватерн1оновъ, а также теори вращевй системы 
координатъ, то обратитесь къ въ высшей степени цфнному ре- 
ферату самого Кэли по динамикЪ: „Объ успЪхахъ, до- 
стигнутыхъ въ ръфшен1и н%ъЪкоторыхъ спецталь- 
ныхъ проблемъ динамики“ *)* 

Въ заключене я приведу н%Ъсколько общихъ сообра- 
жен1й о значен1и и распространен!и кватерн!о- 
новъ. При этомъ  слфдуетъ, конечно, отличать собственно 
умножен!е кватерн1оновъ отъ общаго исчисле- 
н1я кватерн1оновъ. Первое представляетъ собой 
нфчто въ высшей степени полезное, какъ достахочно 
видно изъ предыдущаго. Напротивъ, общее исчислене, с> Жакъ 
его понималъ Гамильтонъ, разсматриваетъ сложен умно- 
женя, дфленя кватернюоновъ въ любомъ порядки, другими 
словами, оно составляетьъ алгебру кватерн 9 овъ; при- 

У 
*) Саутеу, „Верогё оп {Ме ргостезз оЁ Ме Е мой оЁ сегбала зре- 


са] ргоМетз о? дупаписз“, СоПес{. тай. раретв, 01, ГУ, раз. 552 (Сат- 
фсе 1891). 


< 
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соединяя же безконечные процессы, можно дойти даже до теор1и 
функц!йЙ въ области кватерн1оновъ. Конечно, въ 
виду того, что перемЪстительный законъ здЪсь не имфетъ м%ота, 
все обстоитъ здфсь совершенно иначе, ч$мъ въ теори обыкно- 
венныхъ комплексныхъ перемзнныхъ. Но есть полное основане 
утверждать, что эти общ!я, широко задуманныя идеи 
Гамильтона не оправдали себя, т. е. онф не вошли 
въ соприкосновене и въ живой обм$нъ идей съ другими дис- 
циплинами математики и ея приложенй и потому не вызвали 
общаго интереса. 

Но въ математик® приходится наблюдать то же, что и въ 
человЪ ческой жизни: наряду с0 спокойными, объективными 
взглядами большинства выступаютъ страстныя индивидуальныя 
убЪжденя. Такъ и кватерноны им$ютьъ своихъ привержен- 
цевъ-энтуз1астовъ и своихъ страстныхъ противни- 
ковъ. Первые, особенно многочисленные въ Ангми и въ Аме- 
рикЪ, прибЪгли — вотъ уже 12 лЬтъ — къ современному средству: 
они основали „Всем1рный союзъ для развит1я учен!я 
о кватерн1онахъ“ *): президентомъ его въ настоящее время 
состоитъ сэръ Робертъ Боллъ (ВоБегё Ва!), а основано 
оно въ качествЪ вполнф интернацюнальнаго учрежденля япон- 
цемь Кимура (Кпиига), получившимъ въ Америк$ высшее 
образоваше. Оть интенсивнаго изученмя кватерн1оновъ ихъ сто- 
ронники ожидаютъ совершенно особенваго преуспзяюя мате- 
матики. Въ противоположность этому, вторые, противники ква- 
терн1оновъ, не хотятъ о нихъ и слышать, и этимъ отказываются 
даже отъ столь полезнаго умноженя: они исходять изъ того 
взгляда, что вс вычислен1я съ кватерн1онами сводятся въ ко- 
нечномъ счет къ вычисленю съ 4 составляющими и что еди- 
ницы И таблица ихъ произведеюмй представляютъ излишнюю 
роскошь. Я думаю, что оба направлен1я одинаково далеко от- › 


«АУ 
клонНились ОТЪ пПравильнаго средняго ПУТИ. 


$, 
4. Комплексныя числа въ преподаван! и. © 
Покидая теор!ю кватерноновъ, я хочу закончить эту главу 

ь _ 
нъсколькими замфчан!ями относительно той ыы ЭТИ 


о 
*) Любопытно, что въ составЪ Союза имъются фшительные про- 
тивники кватерноновъ. к < ый Ред. 
ЗУ 


120 


поняття играють въ школьномъ препнодаван!и. Конечно, 
никому не приходитъ въ голову обучать въ школЪ кватерн1онамъ, 
но зато постоянно заходитъ рЪчь объ обыкновен- 
ныхъ комплексныхъ числахъ х--7у. Быть можетъ, не 
будетъ лишено интереса, если я вмЪето длинныхъ разсужденй 
О томъ, какъ это обыкновенно излагаютъ и какъ слфдовало бы 
излагать, покажу вамъ на примЪфрф трехъ книгъ изъ различ- 
ныхЪ энохъ, какъ развивалось исторически препода- 
ван1е этихъ вещей. 


Я предлагаю вашему вниманю прежде всего книгу Кэст- 
нера (К&злег), который во вторую половину ХУШ 
стол ття занималъ въ ГёттингенЪ руководящее положенте. 
Въ то время еще обучали въ университетЪ т$мъ вещамъ изъ 
элементарной математики, которыя впослЪдств1и, около тридца- 
тыхъ годовъ ХХ столЪия, перешли въ школу; поэтому и 
Кэстнеръ читалъ тогда популярно-математическая лекцти, кото- 
рыя посзщалиеь въ большомъ числ и не-математиками. Его учеб- 
никъ, лежавний въ основ этихъ лекшй, носитъ назване 
„Начальныхъ основан!1й математики““); насъ инте- 
ресуетъ въ данномъ случа 2-ой отдЪлъ 3-й части: „Начальныя 
основан!я анализа конечныхъ величин" **). Тамъ на 
20-ой страниц начинается изложене мнимыхъ величинъ прибли- 
зительно въ слБдующихъ словахъ: „Тоть, кто требуетъ извлечь 
корень съ четнымъ показателемъ изъ „отрицаемой“ величины 
(„уегпет{“ — такь тогда говорили вмЪето „отрицательный“, 
„пегану“), требуетъ невозможнаго, ибо нфтъ ни одной отрицае- 
мой величины, которая была бы такою степенью“. Все это со- 
вершенно справедливо, но затмъ на страниц$ 34-0й читаемъ: „Та- 
ке корни называются невозможными или мнимыми“. ВелЪдъЪ 
за этимъ замфчанемъ авторъ оперируетъ съ ними совершенно 
спокойно, какъ съ обыкновенными числами, не заботясь особе то 
объ оправдани такого обращешя съ ними, хотя онъ только-что И 
отрицалъ ихъ существован1е,— какъ будто бы неразумное, О 
годаря присвоен1ю опредЪленнаго имени, внезапно отб ГОДНЫМЪ 


т \ 
*) „Мабпетанзеве АШапезотипае”. АА 


**) „АПапезотипде 4ег Апа]уз1$ епаПсвегх <бебзвен, 3 Аий., 964- 
Ипоен, 1794. “СУ 
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къ употреблен1ю. Вы узнаете здЪсь отражене точки зрёшя Лей б- 
ница, согласно которой мнимыя числа представляютъ въ сущ- 
ноети нЪчто совершенно нелфпое, но, тёмъ не мен$е, они непонят- 
нымъ образомт ведутъ къ правильнымъ результатамъ. 


Вообще Кэстнеръ писалъ весьма забавно; онъ даже по- 
лучилъ известность въ литературЪ своими эпиграммами. Такъ, 
въ введенши къ упомянутой книг$ онъ распространяется отно- 
сительно происхожден1я слова „алгебра“, которое при- 
надлежитъ, ‘конечно, арабамъ, какъ показываетъ членъ „а/“. 
Подъ алгебраистомъ надо, по мнён!ю Кэстнера, понимать че- 
ловЪка, который „дфлаеть цЪлыми“ дроби, — другими словами, 
занимается ращональными функщями, приводить ихъ къ 006- 
щему знаменателю и т. д. Первоначально это якобы относилось 
также къ д$фятельности врача-хирурга, который лечитъ при 
перелом$ костей. Кэстнеръ приводить при этомъ въ вид 
примфра Донъ-Кихота, который отправляется къ алгебра- 
исту съ тфмъ, чтобы послёдюй расправилъь ему поломанныя 
ребра. Остается открытымъ вопросъ о томъ, держался ли зд%\еь 
Сервантесъ принятаго словоупотребленйя или же здфеь надо 
видЪть сатиру. 


Вторая книга вышла въ свётъ на много л$тъ позже и при- 
надлежитъ берлинскому профессору Ому: „Опытъ вполн& 
посл$5 довательной системы математики“ *); эта 
книга имфетъ то же назначене, что и книга Кэстнера, и 
одно время была очень распространена. Но Омъ стоить го- 
раздо ближе къ современной точкЪ зря, такъ какъ онъ ясно 
высказываетьъ принципЪъ расширен1я числовой обла- 
сти. „Подобно отрицательнымъ числамъ“, говоритъ онъ, „должно 
и символъ У —1 присоединить къ вещественнымъ числамъ, какъ 
новую вещь“. Геометрическое толковаме, конечно, не было „< 
еще ему изв$стно: это было наканунЪ появлен1я тиши 
выше работы Гаусса (18381). 


<” 
Наконепъ, я хочу познакомить васЪ СЪ однимЪ из Много- 
численныхъ ’современныхъ учебниковъ, которымЪъ оч ® №8: (0) №0 


Хх 
=) М. Опш, „Уегвиер ешез уо|$апта копзедещеи Бузетб. 
ег Маметайк“. 9 Вапае, ВегИп, 1828. Ва. Т (Атлас чи, А]сефга), р. 276 
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пользуются: это — „Сборникъ задачъ“ Бардэя**"). ЭдЪеь 
на первый планъ выступаетьъ принципъ расширения, а 
впослдетви дается и геометрическое толкованте. Въ 
этомъ, дЪйствительно, заключается теперь общепринятая точка 
зря школьнаго преподаваня, хотя въ отдфльныхъ м$етахъ 
развит1е и задержалось на предыдущей ступени. На мой взглядъ, 
такое изложене вопроса является наиболфе подходящимъ для 
школы: не утомляя ученика систематическимъ изложенемъ и не 
вдаваясь, конечно, въ абстрактно-логическя разсуждеютя, слЗ- 
дуетъ толковать комплексныя числа, какъ расшире- 
н1е уже извфстнаго понят1я о числЪ, избЪгая при 
этомъ, разум$ется, всякой мистической окраски; но прежде всего 
должно прлучить ученика къ наглядчому геометрическому толко- 
ван1ю ихъ въ комплексной плоскости! 


о ооаыний 
ИО. —— = ЧИИИНИНИИИИИИИИИИИ 


—— 


**) Вагаеу, „Ашхафепзатиато“. № С \ийаве, резога{ уоп 


Е. Р1ефикег ипа 0. Ргез|ег. 5 Аий., Ге1р21е,)1907 р. 96 Н. 
я 


У. Современное развите и строеве математики вообще. 


Настоящее отступлене имфетъ пзлью бросить новый свЪтъЪ. 
на общее направленте современнаго школьнаго преподаваня и 
на тЪ измЪнен1я въ немъ, которыя намъ желательны. Позвольте 
мнЪф начать съ замфчаня, что въ истор1и развитуя мате- 
матики До самаго посл$дняго времени очень ясно выступають 
два различныхъ ряда развития, которые то см$няютъ 
другъ друга, то выступаютъ одновременно и независимо одинъ 
отъ другого, то, наконецъ, взаимно переплетаются. Различе, которое 
я им$ю въ виду, трудно выразить словами, такъ какъ ни одно 
изъ обычныхъ подразд$ленй не подходитъ внолнЪ. Во всякомъ. 
случа вы поймете его лучше всего на конкретномъ примфрЪ, а 
именно, если я покажу вамъ, какъ въ дЪйствительности при- 
шлось бы построить самыя элементарныя главы си- 
стемы анализа въ духЪ того и другого ряда эволющи. 


Если слБдовать одному изъ нихъ,—мы будемъ называть его. 
рядомъ эволюц1и -.1,— то получается слфдующая система, 
которая преимущественно господетвуетъ теперь въ школахъ и въ. 
элементарныхъ руководствахъ: 


1) Главное мБето занимаеть формальное ученте объ 
уравненгяхъ, слБдовательно, дЪйств1я съ цЪфлыми раде у 
ц1ональными функц1ями и изучене тЪхъ случаевъ, ВВ 

А. 
которыхъ алгебраичесыя уравнешя разрьшимы въ ради- 
калахъ. $” 


2) При систематическомъ развитуи . Фнят1я о 
степени и ея обращении возникаютъ лога. иемы, ко- 
торые оказываются весьма полезными при. Числовыхъ вы- 

© 


клалкахъ. и. 


ЕЕ 


3) Между тБмъ какъ до сихъ поръ геометртя оставалась 
совершенно изолированной отъ ариеметики и анализа, у нея 
теперь производять заемъ, который доставляетъ первыя 
опред$ лен1я трансцендентныхъ функц!й другого 
рода, именно тригонометрическихъ функц!й; даль- 
нЪйшая теоря этихъ функщЙ строится въ видЪ отдфльной дис- 
ЦИНлИНЫ. 

4) За этимъ слЪдуеть алгебраическ1й анализуът, кото- 
рый учить разлагать прост йш1я функц1и въ безко- 
нечные ряды; здЪеь разсматриваются биномъ Ньютона 
въ общемъ видЪ, логариемъ и его обращеше — показа- 
тельная функц1я и тригонометрическ!1я функц!и. 
Сюда же относится общая теор1я безконечныхъ рядовъ 
и дЪйств{Й съ ними. При этомъ обнаруживаются порази- 
тельныя соотношен1я между названными элемен- 
тарными трансцендентными функц! ями, въ особен- 
ности знаменитая формула Эйлера: 
е® — со хз х. 

Эти сооотношен1я представляются тЪмъ боле удивительными, 
что они устанавливаютъ связь между функщями, опредБленмя 
которыхъ были взяты изъ совершенно различныхъ областей. 


5) За пред$лами школьной математики къ этому построе- 
ню примыкаетъ, въ качеств естественнаго продолженя, теор1я 
функц1й комплекснаго перем$ ннаго Вейерштрас- 
са (\Меетзгазз). 

Теперь я представлю въ общихъ чертахъь схему второго 
ряда эволюц!и 6; здЪеь въ общемъ господствуеть мысль 
аналитической геометрти, а именно — идея сл1ян1я 
представлен!й числа и пространства. Соотвфтетвеннр 
этому начинаютъ съ . ©” 


А 

- ь Фа 
1) графическаго изображения прост Янихъ 
функц1й — многочленовъ и рацональныхь функщй | блного пе- 


ео 
рем$ннаго. Точки перес$чемя кривыхъ, паре при этомъ, 
АУ 


съ осью абсциссъ опредзляють корни многочленовъ. 
о м м 

Сюда же естественно примыкаетъ учен 6$ приближен- 

номъ рф шен!и численныхъ уравифен!й. 
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2) Геометрический образъ кривой является 
естественнымъ и нагляднымъ источникомъ для 
понят1я о производной и объ интеграл; къ пер- 
вому приводить подъемъ или паден!1е кривой, ко вто- 
рому плошадь, заключенная между кривой и осью 
абсциссъ. 


3) Во всВхъ случаяхъ, когда процессъ интегрированя (или 
нахожден1е квадратуръ въ узкомъ смыслЪ слова) не можеть 
быть выполненъ въ явномъ видЪ съ помощью рацюнальныхъ 
функщй, онъ даетъ поводъ къ возникновен!ю новыхъ 
функций, которыя такимъ образомъ вводятся вполнЪ естествен- 
но и единообразно. Такъ, квадратура гиперболы даетъ 
опред$ленте логариема: 


у 105 х 
а дий 
1 


между т$мъ какъ квадратура круга легко сводится къ 


интегралу 
12 у! 


— другими словами, къ обращен1ямъ тригонометриче- 
скихъ функц!й. Какъ вамъ извЪетно, этотъ же самый ходъ 
мыслей приводитъ далЪе къ высшимъ классамъ функщй, въ ча- 
стности — къ эллинптическимъ функц1ямъ. 


== о Ц *, 


— д 


4) Разложен1е веЪхъ полученныхь такимъ пу- 
темъ функц!йЙ въ безконечные степенные ряды 
производится опять-таки по однообразному принципу — , 
на основами теоремы Тэйлора. ©; | 

5) Высшимъ примфнешемъ этого према является те ‚оруя 
комплексныхъ функц!й Коши-Римана, основанная 
на дифференц1альныхтъ уравнен1яхъ КошиРимана 


СУ 
или на теорем$ объ интегралахъ Коши\<у 


Если мы пожелаемъ выразить въ опредёленныхь словахъ 
результатъ этого обзора, то можно ^ оказать, что ВЪ 
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случа перваго ряда „4 въ основ лежитъ тен- 
денц!1я къ дроблен!ю, т. е. такое пониманте нау- 
ки, которое всю ея область разбиваетъ на рядъ 
частей, вполн$ отграниченныхъ одна отъ другой, 
и въ каждой изъ нихъ стремится обойтись мини- 
мумомъ вспомогательныхъ средствтъ, по возмож- 
ности избзгая заимствований у соефднихъ обла- 
стей; идеаломъ здЪсь является изящно выкристаллизо- 
ванное, логически замкнутое въ себ построен!е 
каждой отд льной области. Въ противоположность этому, 
приверженецъ направлен1я Б придаетъ главное 
значен!е какъ разъ органической связи между от- 
двльными областями и многочисленнымъ слу- 
чаямъ ихъ взаимнаго содЪйств1я;  соотвётетвенно 
этому, онъ предпочитаетъ т методы, которые да- 
ютъ ему одновременное пониман1е многихъ обла- 
стей съ одной и той же точки зрЪн!я; его идеалъ 
состоитъь въ томъ, чтобы обнять вс математическтя 
науки, какъ одно цЗлое. 

Не можеть быть сомнфя относительно того, которое изъ 
двухъ направленй болЪе жизненно, которое изъ нихъ способно 
въ большей степени заинтересовать ученика, — если только онъ 
не имЪетъ спещальнаго предрасположен!я къ абстрактно-математи- 
ческимъ разсуждеюпямъ. Возьмемъ для прим%ра, чтобы лучше 
‚себ это уяснить, функц!и е“ и зшх, относительно кото- 
рыхъ намъ придется именно по этому же поводу еще много гово- 
рить. Въ систем .4— къ сожалнию, къ ней въ данномъ слу- 
чаЪ почти исключительно примыкаетъ школа — онф представля- 
ются совершенно разнородными: функция с? и, соотв$тетвенно, 
ло гариемъ появляются въ качеств удобнаго вспомога- 
тельнаго средства при численныхъ выкладкаху, 
а зшх возникаеть въ гоометр1и треугольника. Е зьу ке 
посл$ этого понять то обстоятельство, что эти функши находятся 
въ столь простой зависимости между собой, и особенно” то, что 
въ самыхъ разнообразныхъ областяхъ, не имфюЩихь ничего 
общаго ни съ техникой вычислешй ни съ геомелртей, он$ по- 
‘стоянно и неожиданно появляются, какъ есте оственное выражене 


х\ 


царящихъь тамъ законовъе Названя „ф. УнЕЮя СЛОЖНЫХ 
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процентовъ“ или „законъ органическаго роста“, 
которыя давали функщи 2”, а, съ другой стороны, тотъ фактъ, 
что эшх играеть центральную роль всюду, ГД идетъ р$чь о 
колебан1ях т, показываютъ, какъ далеко заходить возмож- 
ность ихъ примЪнен!я. Въ систем же РБ все это пред- 
ставляется вполн$ понятнымъ и соотв$ тетву- 
ющимъ значен1ю функц!й, отм$ ченному съ самаго 
начала. ВЪдь здЪсь функши 6? и зшлх возникаютъ изъ одного 
источника, изъ квадратуры простыхъ кривыхъ, а это приводить, 
какъ мы увидимъ ниже, кь дифференц1альнымъ уравне- 
р Чет ,`, @ Вау х 

н1ямъ прост йшаго типа (-. Бы, —— 9 :) 
которыя составляютъ естественную основу всБхъ упомянутыхъ 
приложений. 

Но для полнаго пониман!1я развит1я математики необходимо 
еще вспомнить о третьемъ момент®% (С, который очень ча- 
сто играетъ важную роль то отд$льно, то вмЪетЪ съ рядами эволю- 
ци и Б. Р%чь идетъ о томъ, что обозначаютъ словомъ алго- 
риемъ, возникшимъ изъ искаженнаго имени одного арабскаго 
математика. Алгориомомъ является въ сущности всякое строго 
установленное формальное счисленте, — въ частности, 
буквенное счислен!е. Мы уже неоднократно отмЪчали, 
какую огромную роль въ развития науки игралъ алгориомичесяй 
процессъ, являясь какъ бы самостоятельной движущей 
силой присущей самимъ формуламъ и оказывающей 
свое дзйств1е независимо оть намфреня и предвидъюя того или 
другого математика и часто даже вопреки его желентю. Такъ и 
въ начал развитя исчисленя безконечно-малыхъ алгориемтъ, 
какъ мы еще при случа увидимъ, часто побуждалъ къ создан!ю 
новыхъ понят и дЪйств даже прежде, чьмъ математики могли 
отдать себЪ отчетъь въ ихъ допустимости. Лаже на высшихъ, 5), 
ступеняхъ развиття эти алгориемическе моменты могутъ прино>” 
сить ПОЛЬЗУ и ДВЙйствительно приносили ее, такъ что ихъ можно 
назвать ПОоДдПОочвоЙй развит1я математики ‚ Кобтому 
оставлять въ сторонф эти моменты, какъ играющие В развит!и 
‘математики исключительно формальную роль, —а ыы теперь ВЪ 
модЪ,— значить не считаться съ историческимт Хх  Домъ разви- 
т1я науки. к У 

- 


Хх 


Я хотёлъ бы прослф дить теперь подробнЪе 
контрастъ между этими различными направле- 
н1ями въ работ математиковъ на протяжен1и 
всей истор1и математики; при этомъ я, разумФется, 
буду имЪть возможность упомянуть лишь самые важные момен- 
ты развит!я. ТЪмъ не менфе различ1е между направле- 
н1ями „и Б, проходящее черезъ всю область ма- 
тематики, обнаружится здфсь еще яснфе, ч5мъ въ приведен- 
номъ выше сопоставлеши, при которомъ мы ограничивались 
областью анализа. 

Если начнемъ съ древнихъ грековъ, то мы найдемъ 
р8зкое разграничен!1е чистой и прикладной ма- 
тематики, которое восходитъ къ Платону и Аристотелю. 
Къ чистой математик относится прежде всего изв$стное Ёвкхи- 
дово построенте геометр!и, къ прикладной принадлежатъ 
въ особенности числовыя операции, такъ называемая ло- 
гистика (107у0с == всеобщее число; ср. стр. 49). При этомъ 
къ посл$дней относились довольно презрительно, — предразсудокъ, 
который во многихъ случаяхъ сохранился До сихъ поръ, но во 
всякомъ случаЪф, большей частью, только у людей, которые сами 
не умфютъ вычислять. Этому положеню логистики могло содЪИ- 
ствовать отчасти то обстоятельство, что она развивалась ВЪ 
тЪсной связи съ тригонометртей и съ потребностями прак- 
тическаго землем$ ря, которое съ древнихъ временъ ка- 
залось людямъ недостаточно благороднымъ занят1емъ. Конечно, 
она снова была нёсколько реабилитирована т%мъ, что безъ нея 
не могла обойтись другая наука, которая хотя и родственна 
геодез1и, но въ противоположность ей всегда считалась одной 
изъ самыхъ благородныхъ,— астроном1я. Эта греческая 
манера научной работы съ ея строгимъ размежева- 
нНемъ отдфльныхъ областей, каждая изъ которыхъ излагалась ‚38 
тёмъ въ видЪ какъ-бы застывшаго логическаго построенля;, вр - 
вадлежитъ, конечно, цзликомъ ряду волю и 4. 
Тзмъ не менфе грекамъ не были чужды < разоу- 
жден1я въ духЪ Б; они, повидимому, служили” ИМЪ ДЛЯ 
эвристическихъ цпфлей и для перваго м Е открытий; 
однако, для окончательнаго изложеня форма. казалась имъ 
незамзнимой. Это видно изъ недёвно открытаго ‘ман ускрипта 
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Архимеда”), въ которомъ послЗдюай сообщаетъ вычисленя 
объемовъ тфлъ въ вполнЪ современной живой форм$. 


Наряду съ греками въ истори математики въ древности 
особенное значене имфютъ индусы, какъ творцы совре- 
менной системы счис лен1я, и позднфе арабы, пьре- 
давш1е ее намъ; у послБднихъ встрЗчаются также начатки 
буквеннаго счислен1я. Ясно, что эти успЪхи принадле- 
жать алгориемическому ряду эволюц!и С. 


Переходя къ новомувремени, мы можемъ прежде всего 
отмфтить около 1590 года начало возрождения матема- 
тическаго творчества, которое принесло съ собой цфлый 
рядъ зам $ чательныхъ открытий. Для прим$ра я назову 
формальное разр шен!е кубическаго уравнен!я 
(формула Кардана), которая находится въ „Агз таспа“ 
Кардана (Сагапо), появившейся въ НюренбергЪ въ 1545 г.; 
это въ высшей степени цфнное произведене содержитъ вообще 
зародыши современной алгебры, выходяшле за предфлы схемы 
античной математики. Конечно, это не составляетъ собственной 
заслуги Кардана, Такъ какъ онъ, повидимому, не самъ от- 
крылъ свою знаменитую формулу, но заимствовалъь ее, какъ и 
многое другое, у другихъ авторовъ. 


Начиная съ 1550 года на первый планъ выступаютъ 
тригонометрическ1я вычисления; появляются первыя 
больш1я тригонометрическ1я таблицы, вызванныя по- 
требностями астроном1и, относительно которой я ограничусь 
однимъ только именемъь Коперника. Начиная приблизи- 
тельно съ 1600 года, непосредственно къ этому примыкаетъ 
развит!е логариемовъ;: первыя логариемичесвяя таблицы, 
составленныя шотландцемьъ Неперомъ (№ар1ег или М№ерег) въ 
1614 году, содержатъ только логариемы тригонометрическихъ $ 
функщй. Такимъ образомъ, мы видимъ, что въ эти 100 лЪтъ развис° 
1е математики въ точности слфдовало схемЪ „4. 69” 


*) Не1регс ипа ХДеиёВент, „Еше пеме Зепеё де 
1.е1р7дс, 1907. ИмЪется въ русскомъ переводЪ: Гейбе ргъ „Новое сочи- 
нене Архимеда“. Подъ редакщшей и съ предиеловнежв Зприв.-доцента 
И. Ю. Тимченко. Одесса, „Ма\ез!в“. СУ 
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Теперь мы приходимъ къ новфйшему времени — къ 
дальнЪйшему теченю ХУП столЪт!я. 3Зд$%сь на первый 
планъ выступаеть исключительно направлен!е Б. Въ 
1637 г. появляется аналитическая геометрия Де- 
карта, которая устанавливаетъ связь между числомъ и простран- 
ствомъ, играющую основную роль во всемъ посл$Здующемъ развитши 
математики; это произведен!е легко достать въ новомъ издан!и®). 
Въ связи съ этимъ тотчасъ выступаютъ дв%ф велик1я про- 
блемы ХУП стол$т!я: проблема касательныхъ и 
проблема квадратуры, т. е. проблемы дифференци- 
рован!я и интегрирован! я. Для развитя дифференщаль- 
наго и интегральнаго исчисленшя въ собственномъ смыслЪ не- 
достаеть еще только одного факта: еще не знаютъ, что объ 
проблемы находятся въ очень тфеной связи, что одна пред- 
ставляетъ обращен!е другой; въ этомъ заключалось, 
повидимому, ядро того громаднаго прогресса, который 
осуществился въ кондЪ столВтя. 


Но еще раньше, въ томъ же столЗт1и, возникаетъ ученте 
о безконечныхъ рядахъ, въ особенности о степен- 
ныхъ рядахъ, и притомъ не какъ самостоятельная дисци- 
плина въ смыслЪ алгебраическаго анализа, но въ тен йшей 
связи съ проблемой квадрирован1я. Меркаторъ (ла- 
тинская передфлка н%»мецкаго имени „Кремеръ“: КгАшег — 
торговецъ), въ особенности извфстный, какъ творець Меркатор- 
ской проекщи, первый проложилъ зд$сь путь; ему принадлежитъ 
смфлая идея для разложения въ рядъ 105 (1-х) выполнить 


1 
дъленме въ дроби а: и проинтегрировать по чЧа- 
стямъ получившийся рядъ: 
Ах ‚У 
10° (1-х) = | == | (1х? фз. .)4х == 
1--х хо 
0 0 с? 
АУУ 
сы + м © 
ИИ би ==— == 
2 3 =. «© 


9‘ 
56“ 
*) В. Резсагфез, „[.а авотейте“. Моц\- 647 Раг1з 1886. 
$. 
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Это въ точности соотв тствуетъ ходу его мыслей, хотя онъ, ко- 
нечно, пользуется не нашими простыми знаками /, ах и т. д., 
но боле тяжелов$енымъ языкомъ. ПослЪ 1660 года этимъ про- 
цессомъ сталъ пользоваться Ньютонтъ, который построилъ 
рядъ для выраженя бинома съ любымъ показателемъ. Конечно, 
имъ руководили при этомъ только заключен!1я по ана- 
логи съ известными ему простЪйшими случаями; онъ не вла- 
дЪлъ строгимъ доказательствомъ и не зналъ границъ приложимо- 
сти этого разложеня,—въ этомъ снова обнаруживается алго- 
риемт, т. е. моментъ С. Примфняя этотъ рядъ къ выра- 


|-> 


жен1ю 


1 У = 
ее (1-х?) *, онъ получаетъ по способу Меркато- 
= 


т 


ах 
ра рядъ для ИЕ. = = аГС 5 х. Съ помощью очень искус- 
я 


0 
наго обращен!я этого ряда, а также ряда для функщи 
105 х, онъ получаеть ряды для зшх и е*. Въ заключене этой 
цъпи открытШ слфдуетъь назвать, наконецъ, Тэйлора (Тау]ог), 
нашедшаго въ 1714 году свой общуй принципъ для раз- 
хожен1я функц1й въ степенные ряды. 


Возникновен1емъ исчислен1я безконечно ма- 
лыхъ въ собственному смысл$ въ конц$ ХУП сто- 
лЪття мы обязаны, какъ извЪетно, Лейбницу и Ньютону. 
У Ньютона основной идеей является представлен1е о 
течен!и; 0бЪ перемЪнныя х, у разсматриваются, какъ функщи 
Ф (1), 4 (1) времени #; между т$мъ, какъь течетъ время, „те- 
кутъ“ непрерывно и эти функции. СоотвЪтственно этому пере- 
мЪфнная называется у Ньютона Паепз, а то, что мы назы- 
ваемъ производной, онъ обозначаетъ, какъ „флюкс1ю“ х, у. 
Мы видимъ, какъ тутъ все сплошь основано на нагляд- 


номъ представленти. < 


То же относится и къ изложеню Лейбница, пер вая 
работа котораго появилась въ 1684 году. Онъ самъВазы- 
ваетъ своимъ главнЪйшимЪъ открытемъ принципъ не пр ”] рыв- 
ности во всякомъ процесс природы, т. в. Столоженй: 
„Мабига поп {!ас16 за! баш“. На этомъ представлении про- 


цессовЪъ природы онъ основывает свои математическая построе- 
АСУ хх. 
м 
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ня, — опять-таки черта, типичная для системы Б. Съ другой 
стороны, у Лейбница большую роль играетъ. вл1ян1е алго- 
риема (С); оть него ведутъ начало столь цфнныя, съ точки зрф- 
ня алгориема, обозначеня Ах и и ет 

Въ цфломъ, результатъ этого обзора заключается въ томъ, 
что велик!я открыт1я ХУП вЗка, по существу, ц$ли- 
комъ принадлежать эволюц!онному ряду ВБ. 

Въ ХУШ стол$т1и этоть перюдъ открытй продол- 
жается сперва въ томъ же направлен!и; въ качествЪ наи- 
болЪе блестящихъ именъ приходится назвать Эйлера (Ешег) 

Лагранжа (Гастаосе). Въ эту эпоху развиваются, говоря 
кратко, учен1е о дифференц1альныхъ уравнен!яхъ 
въ самомъ общемъ смысл%, включая вар1ац!он- 
ное исчисленте, а также вырастаеть здан1е аналити- 
ческой геометр1н и аналитической механики; 
всюду мы здёсь видимъ живое движене впередъ. Это напоми- 
наеть эпоху въ истори географли посл открыт1шя Америки, 
когда новыя страны изслфдовали и объфзжали вдоль и поперекъ. 
Но совершенно подобно тому, какъ тамъ еще долго не было и 
р$чи о точныхъ измфреняхъ, такъ что въ первое время имФли 
совершенно ложныя представленя даже объ общемъ положении 
новой. части свфта (вФдь думалъ же вначал$ Колумбъ, что от- 
крылъ восточный берегь Аз!и),—такъ и здЪсь, во вновь завое- 
ванныхъ странахъ новой математической части свфта, анализа 
безконечно-малыхъ, въ первое время были довольно далеки отъ 
надежной логической постановки. Даже по вопросу объ ихъ от- 
ношеняхъ къ старымъ, хорошо извЪетнымъ дисциплинамъ, впа- 
дали подчасъ въ заблужденя, считая исчислене безконечно-ма- 
лыхъ ч$мъ-то мистическимъ, не допускающимъ точнаго ло- 
гическаго анализа. До чего шатко было основане, на которомъ 
первоначально стояли творцы новаго анализа, стало вполнз 
яснымъ лишь тогда, когда понадобилось новыя отрасли матёма- 
тики изложить въ доступномъ вид въ руководствах; Тогда 
сразу обнаружилось, что направлене Б, до сихъ. поръ един- 
ственно господствовавшее, здЪсь уже безсильно, = 'Эйле ръ 
первый оставилъ его. Хотя въ немъ самой о исчисле- 
‘н1е безконечно-малыхъ и не ВЫЗЫВаАЛО никакихъ 
сомнзний, но ДЛЯ ‚начинающихъ но, по мн$н!1Юю 


_— 
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Эйлера, представляло слишкомъ много трудно- 
стей и сомн$н!й. Исходя изъ этихъ дидактиче- 
скихъ соображений, онъ счелъ нужнымъ предпо- 
слать ему въ видЪ отдфльнаго курса подъ назва- 
н1емъ „Введен! въ анализъ безконечно-малыхъ“ 
(„Ги бгоЧисёто 11 апа1уз1п 1011116 0огишм“, 1748) ту Ди- 
сциплину, которую мы теперь называемъ алгебра- 
ическимъ анализомъ. Къ этому курсу Эйлеръ от- 
носитъ въ особенности учен!е о безконечныхъ 
рядахъ и другихъ безконечныхъ процессахъ, ко- 
торое служитъ ему потомъ фундаментомтъ при по- 
строенти исчислен!я безконечно-малыхъ. 


Гораздо боле радикальный путь прокладываетъ почти 50 
льтъ спустя Лагранжъ въ своей „ТГеор!1и аналитиче- 
скихъ функц!1й“ (Гасгапое, „Тиёоме 4ез Ююпейопз эпау- 
Ииез“, 1797). Свои сомнфюя относительно современнаго ему 
обоснован1я исчислен1я безконечно-малыхъ онъ находить возмож- 
нымъ устранить лишь т$мъ, что онъ отказывается отъ 
него, какъ отъ общей дисциплины, понимая подт 
нимъ просто собран1е формальныхъ правилъ, 
относящихся къ изв стнымъ спец1альнымъ функ- 
ц1ямъ; а именно, онъ разсматриваеть исключительно та- 
&1я функц!я, которыя даны въ вид$ степенныхъ 


рядовъ: 
(а) = а х- ах ах -... 


и таюмя именно функц!и онъи называетъь аналитическими, 

т. е. такими, которыя встрЪчаются въ анализ и съ которыми 
посл$дн!Й дЪйствительно можетъ что-либо предпринять. Про- 
изводная такой функщи /(х) опред$ляется вполнф формально 

съ помощью второго такого же степенного ряда, 
какъ мы это еще увидимъ впосл$детв!и, и взаимная связь между. < 
такими рядами и составляеть предметъ дифференщальнаго- и Е 
интегральнаго исчисленй. Такое самоограничене чисто- формаль- 
ными построенями, конечно, устраняло для того вромеди” Пблый 
рядъ затруднений. №. 

Вы видите, что эта дзятельность Эл ера и Ла- 


ча 


гранжа цфликомъ принадлежитъ направлению ие: 


ь о 
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замфняя наглядно-генетическое развит1е строго 
замкнутымъ въ себ самомъ кругомъ мыслей. Оба 
эти сочинемя имфли огромное вл!ян1е на школьное 
преподаване; если въ настоящее время въ средней школЪ 
изучаютъ безконечные ряды или рЬшаютъ уравненя разложе- 
немъ по степенямъ по такъ называемому способу неопре- 
дъленныхЪъ коэффиц1ентовъ, но отказываются включить 
въ ея программу дифференщальное и интегральное исчислеше 
въ собственномъ смыелЪ слова, — то это значитъ, что наша шко- 
ла вполнз еще находится подъ вл1ян1емъ Эйлера и 
Лагранжа. 

НаиболЪе существеннымъ для начала ХХ стол т1Я, къ ко- 
которому мы теперь переходимъ, является строгое обосно- 
ван1е высшаго анализа посредствомъ признаковъ 
сходимости, о которыхъ раньше не заботились. Въ ХУШ 
столЪт1и въ этомъ отношении царитъ еще райское состояне, въ 
которомъ не различаютъ добра и зла, сходящагося и расходя- 
щагося ряда; даже въ „С годасйо“ Эйлера мирно уживаются 
рядомъ сходяцеся и расходящеся ряды. Но въ началЪ новаго 
стол5тя Гауссъ (Сааз3) и Абель (АЪе]) публикуютъ первыя 
точныя изелдованя о сходимости, а въ двадцатыхъ годахъ Коши 
(Сааеру) развиваетъ въ своихъ лекщяхъ и сочинешяхъь первое 
точное обоснован1е исчислен1я безконечно-ма- 
лыхъ въ современномъ дух$. Онъ не только даетъ точ- 
ное опред$лен1е производной и интеграла, какъ 
пред$ ловъ конечныхъ отношений и суммъ, какъ это 
уже дфлали иногда и до него, но впервые строитъ на немъ послф- 
довательную систему преподаван1я анализа, вы- 
двигая на первый планъ теорему о среднемъ значении. 
Впосл$ дстви мы еще остановимся на этомъ подробн%е. Эти тео 1и 
принадлежатъ, конечно, направлен! ю 4, такъ какъ он% сибтёма- 
тично логически разрабатываютъ извЪетную область, изолированно 
отъ другихъ областей. Между тЁмъ эти теорли не оказано “никакого 
влляв1я на нашу школу, хотя онф были вполнЪ сповобны разру- 
шить старые предразсудки противъ дифференцальнаго и инте- 


гральнаго исчисления. 9 \ 


Изъ дальнфИшаго развит1я математики въ ХХ вк я 
отмёчу лишь очень немногое. Прежде всёго я назову нзкоторые 
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успЪхи, принадлежание направлен1ю РБ: возникаютъ новая 
геометрия, математическая физика и теор1я функ- 
ц1й комплекснаго перем$ ннаго по Коши и Риману. 
Вождями при возникновени этихъ трехъ обширныхъ областей были 
сперва французы. ЗдЪсь ум$стно будетъ сказать нЪеколько 
словъ о стил математическаго изложентя. У Евклида 
вы все найдете расчлененнымъ по схемЪ: „предположеше, утвер- 
ждене, доказательство“, къ которой онъ еще присоединяетъ 
„опред$левне“ (отграничен1е области, внутри которой дЪйстви- 
тельны разсужден!я); въ широкихъ кругахъ вы можете вотрЪтить 
мнЪне, по которому вся математика всегда движется по такой 
схемЪ въ четыре такта. А между тЪмъ, какъ разъ въ тотъ пе- 
рлодъ, о которомъ мы сейчасъ говоримъ, у французовъ стала 
вырабатываться новая художественная форма матемаз- 
тическаго изложения, которую можно называть искусно 
расчлененной дедукцтей. Сочиненя Монжа или, чтобы 
назвать болзе новую книгу, „Курсъ анализа“ Пикара (Р1сага, 
„Тга фе @апа]узе“) читаются совсфмъ, какъ хорошо написанный 
увлекательный романъ. Это стиль, свойственный ма- 
нерз Б, тогда какъ Евклидово изложен!е вполн% род- 
ственно манерф .4. 

Изъ н®мцевъ, сдфлавшихъ велимя завоеван1я въ назван- 
ныхъ областяхъ, я назову еще Якоби и Римана и присоединю 
сюда же изъ новфйшаго времени Клебша и норвежца Ли. 
Ве они существенно принадлежать направлен1ю Б, но 
только по временамъ у нихъ замфчается алгориемическая 
тенденц1 я. 

Съ Вейерштрассомъ снова сильнфе выступаетъ на 
первый планъ методъ мышлен!я .1, — начиная съ 1860 г., 
когда онъ сталъ читать свои лекщи въ Берлин%. Теорлю функщй 
Вейерштрасса я уже приводилъ подъ литерой .4. Въ равной» 
степени принадлежать типу .1 новфЙйш1я изслфдо ван Я 
объ акс1омахъ геометр!и; здфсь мы имфемъ изезблова- 
ня совсзмъ въ дух$ Евклида, которыя и по тон ВВ снова 
приближаются къ указанному выше типу. < 


Этимъ мы закончимъ нашъ кратюай поторичесй обзоръ; въ 
качествЪ его результата мы можемъ сказать, зо за цфлыя сто- 
л$т1я истор1и математики оба наши главнйш1я 
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направлен!1я развит1я появляются равном%рно 
и что каждое изъ нихъ и часто какъ разъ ихъ 
смфна приводили къ великимъ успф$хамъ науки. 
Такимъ образомъ, математика только тогда сможетъ равномфрно 
развиваться по всфмъ направленямъ, когда ни одинъ изъ 
видовъ изсл$ дован1я не будетъ оставленъ въ пре- 
небреженти. Пусть каждый математикъ работаетъ въ томъ 
направлен1и, къ которому лежитъ его сердце. 

Но школьное преподаванте, къ сожалЪ ню, находится, 
какъ я уже отм$чалъ, уже съ давнихъ поръ подъ односто- 
роннимъ господствомъ направления .4. Всякое дви- 
жене въ пользу реформы математическаго образован1я должно, 
поэтому, ратовать за боле сильное выд$ ленте на- 
правлен!я ВБ. При этомъ я считаю необходимымъ прежде всего 
провести въ преподаван1е генетическ!й методъ, 
болфе настойчиво подчеркивать наглядныя, пространствен- 
ныя представления и, въ особенности, выдвинуть на первый 
планъ понят1е о функции, слляя при этомъ предста- 
влен1я о пространств$ и числ. Этой же цфли должны 
служить и настояпия лекщи, т$мъ болЪе, что въ тёхъ книгахъ 
по элементарной математик$, къ которымъ мы вообще всегда 
обращаемся за совЪтомъ, каковы книги Вебера и Вель- 
штейна, Тропфке, Симона, почти исключительно пред- 
ставлено направлен!е „1; на этотъ контрастъ я указывалъ уже 
во введении къ этому курсу. 
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ВВЕЛЕНИЕ. 


Я начну съ того, что назову вамъ нЪсколько учебни- 
ковъ по алгебрЪ, чтобы немного ортентировать васъ среди су- 
ществующей весьма обширной литературы. Прежде всего я упомяну 
о „Сопгз Та|1оёЬге“ Серре (Зеггеф)*), который раньше и 
у насъ былъ въ большомъ ходу и имЪетъ за собой крупныя заслуги. 
Но теперь у насъ пользуются распространентемъ два большихъ н$- 
мецкихъ учебника: „Ггепграсй ег А]|о<ерга“ Г. Вебера 
(Н. \ерех, 2. АлЙ., Вгааизсй\е1о: 1898/.) и „Уог|езипоеп п ,ег 
А]15е та“ Е. Нетто (Е. №0, Герио 1896/1900), каждый въ 
двухъ томахъ; оба содержатъ чрезвычайно много трудныхъ ве- 
щей и вообще предназначены, главнымъ образомъ, для дальн Й- 
шаго спец1альнаго изучен!я алгебры; для обычныхъ 
потребностей кандидатовъ на должность учителя они кажутся 
мнЪ слишкомъ обширными и, во всякомъ случаЪ, слишкомъ до- 
рогими. Въ большей степени отвфчаютъ такимъ требоватямъ и 
легко читаются „Лекц!и по алгебр“ Бауера“*), которыя 
почти не выходятъ за предЪлы того, что долженъ знать учитель. 
Съ практической стороны, въ смысл численнаго ршеня 
уравнений, можетъ служить дополнентемъ къ этимъ лекщямъ не- 
большая книжка нашего профессора Рунге „Практик и 
уравнен! Й“ ***), которую я могу только настойчиво вамъ ре” 
комендовать. А 

Обращаясь теперь къ нашей тем, я долженъ ‘предупре- 
дить васъ, что, по самому характеру этихъ лекшй, я, хрени, не 


- «> 
в) чл”. г- ерре. „Курсъ высшей алгебры“. \ 
**) а. Вацег. „Уог]езипбеп ифег А1ерга“. Бе И 1903. 


***) С. Випзе. „Ргах1$ аег Сеесвип еп“. Вади та Зепафеге ХТУ. 
Ге1р71х 1900. 
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могу дать здесь систематическаго изложения 
алгебры; я могу лишь дать отдфльныя выдержки, такъ 
что будетъ наибол$е цЪлесообразнымъ, если я выдЪлю тавя 
вещи, которыя несправедливо опускаются другими авторами и 
которыя въ то же время способны представить въ особенномъ 
освЪщен!и школьное обученше. Все мое изложение будетъ груп- 
пироваться вокругъ одного пункта, а именно вокругь прим$- 
нен1я графическихъ и вообще геометрически на- 
глядныхЪ методовъ къ р шен!ю уравнен!й. Это со- 
ставляетъ содержане крайне обширной и богатой различными 
соотношешями главы, изъ которой я, конечно, опять-таки могу 
выхватить только рядъ наиболфе важныхъ и интересныхъ вс- 
щей; мы будемъ при этомъ вступать въ органическую связь съ 
различнфйшими областями, занимаясь, такимъ образомъ, матема- 
тикой въ смысл нашего эволюц!оннаго ряда В. 


1. Вещественныя уравненя съ вещественными 
неизв фстными. 


Мы ограничимся сначала уравнешями съ вещественными 
коэффищентами и вещественными значен1ями неизвЪстныхЪ. Вом- 
плексными величинами мы займемся позже. Начнемъ съ очень 
простого частнаго случая. 


1. Уравнен!я, содержащ:я одинъ параметръ. 
Это уравнев1я такого типа: 
Я.) =, 


Мы получимъ наиболЪе простое геометрическое толкова- 
не ихъ, если замфнимъ 4 второй перем$нной у и станемъ 
разсматривать 


У (х, у) = 0 


какъ уравнеше кривой въ плоскости ху-овъ (рис. 1 
Точки перес$ чен1я этой кривой съ паралле ю. 
у= А къ оси абсциссъ даютъ вещественные, корни 
уравнен1я {(х, 4) =0. Если приближенно начертить эту 
кривую, — что при не слишкомъ сложныхъ функщяхь /нотрудно, — 
то, перемфщая параллель, легко можно видфть, какъ при изм$- 
нени # изм®няется число вещественныхъ корнЕЙ: Особенно при- 


С 
\я 
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годенъ этотъ пр1емъ, когда { есть линейная функц!я 
отЪ 1, т. е. для изслЪдованя уравненй вида 


ф(® — 1.4 (х) = 0; 
ф (х) 


дЪйствительно, въ этомъ случаз уравнеше у = а даетъ рацо- 


х) 


нальную кривую, и ее поэтому легко построить. Въ этихъ слу- 


Фе 


хх 


5.0 


Рис. 1. 


чаяхъ указаннный методъ можетъ быть съ пользой прим$ненъ и 
для дъйствительнаго вычисленая корней. 

Разсмотримъ въ качеств примЗра квадратное 
уравнен!е 


х ах— 4 ==0. 


Кривая у=л?--ах представляеть параболу (рис. 2), такъ 
что сразу видно, для какихъ значений А число вещественных 
корней уравнен!я равно 2, 1, 0, соотвфтетвенно горизонталямъу 
перес$кающимъ параболу въ 2, 1, 0 точкахъ. Выполнене авихь 
простыхъ и наглядныхъ построенй кажется мнЪ весьма” полез- 
нымъ и для высшихъ классовъ школы. Въ качествЪ второго о примфра 
возьмемъ кубическое уравнен!е х3 - ах? -|- 6х 45 0, которое 
даеть намъ кубическую параболу у уе ай — бх. 


Смотря по значеню коэффищентовъ а, 6, эта парабола имЪетъ раз- 
хо. 
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личный видъ. На рис. 3 принято, что уравнеше х?- ах-- 6 =0 
имфетъ вещественные корпи; тогда видно, какъ параллели раздЪ- 
ляются на таюмя, которыя 

|, встр$чаютъ параболу въ 

одной точкФ, и на такя, кото- 
рыя встр$чаютъ её въ трехъ 
вещественныхъ точкахъ, тог- 
да какъ въ двухъ пред$ль- 
ныхъ положеншяхъ имземъ 
по одному двойному корню. 
2. Уравнен1я съ дву- 

мя параметрами. 


° ЗдЪсь графическая по- 
становка проблемы требуетъ 
больше искусства, но за то 
и результаты оказываются 
болфе значительными и 6о- 
лфе интересными. Ограничимся тфмъ случаемъ, когда оба па- 
раметра #1, и входятъ линейно; неизвфстную уравнен1я 

обозначимъ черезъ А 
^ч тогда уравнене, веще- 
ственные корни кото- 

раго требуется опре- 

дфлить, будетъ имЪть 


Рис. 5. 


ВИДЪ: 
оф а 
#.+@=0, 


гд% ф, 7, 4 обознача- 
ютъ н$фкоторые много” 

Рис. 3. члены относите льно_ 2. 

Если х, у обовиа- 

чаютъ обыкновенныя прямоугольныя координаты точки н 5 ‘Илоско- 


сти, то всякая прямая въ этой плоскости изобразится о аный 
К, 


У их-Ро=0, | < (2) 


“5 Ко 
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и мы можемъ назвать и, о координатами прямой: (— и) 
есть тангенсъ угла, образуемый прямой съ осью х-овъ, (— 2) выра- 
жаетъ отр$зокъ, оте$каемый прямою на оси у-овъ (рис. 4). Еели 
считать точку и пря- 
мую и соотвЪтственно 
координаты точки и 
прямой равноправны- 
МИ ПОНЯТЯМИ, ТО ЭТОТЪ 
взглядъ окажется 0со- 
бенно важнымъ ВЪ 
цальнфйшемъ. Мы мо- 
жемъ сказать, что 
уравнен1е 

У их + =0 
означаетъ соеди- Рис. 4. 
ненное положе- 
н1е прямой из? и точки ху, т. е. что точка лежитъ на, 
прямой, а прямая проходитъ черезъ точку. 

Чтобы истолковать геометрически налше уравнеше (1), при- 
ведемъ его къ виду (2), чего можно достигнуть двумя, суще- 
ственно различными, способами: 

А) Полагаемъ: 


о. с В, 
77+’ "70 (Ва) 
пд В (ЗЪ) 


Уравненя (За) изображаютъ при перем®нномъ Е вполн% опре- 
д$ленную рац1ональную кривую въ плоскости у, 
такъ называемую „опред$ляющую кривую“ (МтшкКагуе) 
уравнен1я (1); всякая ея точка, соотвфтетвуетъ опредфленному 
значению /, такъь что на ней можно нанести скалу зн я 4- 
н1й 2. На основани соотношенй (3а) можно непосредственно 
вычислить сколько угодно точекъ кривой и построит > Такимъ 
образомъ достаточно точно опредфляющую кривую © помощью 
ея скалы. Для каждой опредфленной пары параметровъ 1, и 
уравневя (35} изображаютъ н®которую прям ую въ плоскости; 
тогда уравневше (1), согласно сказанному, выражаетъ, что точка # 
опредЗляющей кривой лежитъ на этой прямой: Ь азсматривая 
у 
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вс$ дВиствительныя перес$ чен1я опред ляющей 
кривой съ этой прямой и отсчитывая значен!я 
параметра въ нихъ по скал$ кривой, можно полу- 
чить вс вещественные корни уравнения (1). 


Для лучшаго уяснеюмя послужить намъ квадратное 


уравненге 
1 жа 


Опредёляющая кривая представляетъ въ этомъ случа параболу: 


ф=& == м 
изображенную на рис. 5 съ на- 
м$ченной скалой, по которой 
сразу можно прочесть веществен- 
ные корни нашего уравненя, 
какъ перес$ченя параболы съ 
прямою у-|-- 1х и==0. Такъ, ри- 
сунокъ 5 показываетъ, что корни 
А И — 1 = 0 лежать 
между /. и? и между — 1/, и— 1. 
Существенное отлише отъ преды- 
дущаго метода заключается въ 
томъ, что здВеь мы разематрива- 
емъ всЪ прямыя илоскости, тогда 
какъ раньше мы брали только 
Рис. 5. горизонтали. За то теперь 
мы можемъ, пользуясь одной 
и той же разъ начерченной параболой, приближенно 
рёшить вс возможныя квадратныя уравнен1я. 
Послфднйй методъ оказывается дфйствительно пригодным для 
практическихъ пфлей, если только не требуется значительной АУ 
точности. | ° ©” 
Аналогично можно трактовать вс$ кубическ!я уравнении, 
которыя, както извЪстно, посредетвомъ линейнаго преобразовая 
приводятся къ такъ называемой „приведенной фо ри А 


сх 
Вии =0; № 
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опред$ляющей кривой здесь служить кубическая парабола 


(рис. 6): 
р — 


И этотъ методъ представляется мнЪ вполнф умфетнымъ въ 
школ; ученики находятъ, несомнЪнно, громадное удовольств!е 
въ самостоятельномъ вычерчивани подобныхъ кривыхъ. 


В) Второй методъ толкован!я уравнен1я (1) 
получается изъ  перваго, 
если примфнить прин- 
ципъ двойственности, 
т. е. если обмЪнять м%ста- 
ми координаты точки и коор- 
динаты прямой. Для этого 
перепишемъ уравненте (2) въ 
обратномъ порядкЗ: 


а-хи Ру=0 


и приведемъ уравневе (1) 
КЪ этому виду, полагая: 


и и — 2) 
1 (1) ф (1) ° 


= —ым. — (45) 


Е: 


(+а) 


Рис. 6. 


Уравненмя (4а)  предста- 

вляютъ, при перем нномъ /, семейство прямыхъ, огибающихъ н$- 
которую опред$ленную кривую, „опредфляющую кривую“ 
уравненя (1) въ этомъ новомъ его истолкованши; это рац1о- 
нальная кривая опредф$леннаго класса, такъ какъ 
она выражается въ координатахъ прямой посредствомъ ращо- 
нальныхъь функ одного параметра. Каждая касательная^” И 
вмЪстф съ нею ея точка касанйя получаются при опредфленномть 
значении /, такъ что мы снова получаемъ нфкоторую.сФалу на 
опред$ляющей кривой. Нанося на чертежу Достаточно 
много касательныхт на основани уравнешй ‚\(4а), можно по- 
лучить кривую и скалу съ любой степенью точности. При опре- 
дфленныхъ значешяхъ #4, и уравненше (1). обовориту, что каса- 


^5% 
№ 
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тельная / къ опредфляющей кривой (4а) проходитъ черезъ 
точку Хи, выражаемую уравненями (4Ъ); такимъ образомъ мож- 
но получить вс$ вещественные корни уравнения (1), 
если опредфлить т% значен1я параметра 42, кото- 
рыя принадлежать всфмъ касательнымъ къ опре- 


дъляющей кривой, проходящимъ черезъ точку. 


Е, № 
Для лучшаго уяснен1я раземотримъ снова т же примЪры. 
Для квадратнаго уравнения 


й--11--и=0 


ый 


УХ ЗИ - 


| 

| 

\ | 
в и 
| а 

7 
172. | -112. 
С [9 В - 


<. Е 


Рис. 7. 


опредзляющей кривой является огибающая прямыхъ 
= 


это — парабола ст вершиной въ началЪ координатъ (рис. 7). 
Чертежъ даетъ сразу вещественные корни, соотв тствующ!е дан- 
ной парЪ значений 4, 2 въ вид% параметровъ (2) касательныхъ къ па- 


АСУ 
рабол изъ точки Ям. «У 
Для кубическаго уравнен!я 27 
С = 
В 11--и=0 < 
опредёляющая кривая о 


и —= те = м 
есть кривая 3-го класса, имфющая точку Сы ВЪ На- 
чал$ координатъ (рис. 8). к 
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Этоть методъ можно представить еще въ нф- 
сколько другомъ видф. Если разсматривать только такъ 
называемое трехчленное уравнен!е 


Ни = 0, 


то система касательныхъ опредфляющей кривой 
будетъ представлена уравнен!емтъ, содержащимъ параметръ #: 


= у=0. 
Л% 1 
| 


Рис. 8. 


Чтобы получить уравнен!е опредфляющей кривой въ точеч- 
ныхъ координатахъ, надо, какъ извфстно, исключить параметръ # 
изъ этого уравнешя и изъ уравнен!я, получаемаго изъ него 
дифференцироваюемъ по #:*) 


—1 —1 
= ии" им" = 0} ^ 
>. 5 
дъйствительно, опредвляющая кривая есть огибающая семейства 
прямыхъ, содержащая точки перес$чен1я каждыхъ двухь) ЛЪДу- 
ь м 


Ур о 
(© р 


*) Ибо опредЪляющая кривая есть не что иное, какъ отибающая се- 
мейства кривыхъ, выражаемыхъ уравненемъ /(Р = Овъ координатахъ 


х, у и при параметрф 2. 5 Ред. 
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ющихЪ другъ за другомъ прямыхъ (и #-- 42). ВмЪсто того, 
чтобы исключать /, выразимъ изъ обоихъ уравнен!й л', у черезъ #: 


ТЙ т-н И --ПИ т. - Я 
Е ох (2) 
это есть уравнен1е опредфляющей кривой въ коор- 
динатахЪъ точки. 
Для опредфляющихъь кривыхъ квадратнаго и кубическаго 
уравнен1я, взятыхъ нами для примфра, получаемъ по этому епо- 


собу: 


‚= —2А у=Й, 
х==— ЗА, у=2В; 
эти уравнен1я дфйствительно выражаютъ кривыя на рис. Ти 8. 

ЗамЪъчу, что этотъ премъ проводится на практикЪ профес- 
соромъ Рунге (Випое) въ его лекщяхъ и упражневяхъ, и что 
онъ оказывается особенно цфлесообразнымъ для дъзИ- 
ствительнаго р%ёшен1я уравнений. И въ школ можно 
рекомендовать использовать при случа тотъ или другой изъ 
этихъ чертежей. 

Если сравнить между собой оба раземотрзнныхъ нами спо- 
соба, то окажется, что по отношентю къ одной опред$ленной, но 
весьма важной, цзли второй способъ имфетъ существен- 
ное преимущество, —а именно: въ тфхъ случаяхъ, когда 
хотятъ получить наглядное представлен!е о сово- 
купности всфхъ тфхъ уравнен!й опред$ леннаго 
типа которыя имфютъ данное число веществен- 
ныхЪъ корней. 

Такя совокупности уравненй изображаются при первомъ 
способ системами прямыхъ, апри второмъ —областями 
точекъ; послёдюя формы совокупностей, въ силу н$которой 
особенности нашихъ геометрическихъ представленй или же въ 
силу привычки, намъ существенно легче наглядно себЪ предста 
вить, чЬмъ первыя. ©” 

Теперь я хочу показать на прим $р$ квадр АТНАГО 
уравнен!я, чего можно достигнуть въ этомъ направхевии; ВЪ 
этомъ случаз черезъ точки, лежащтя внутрис СПарабо- 
лы (рис. 9), не проходитъ ни одной касатешьной къ 
ней, а черезъ каждую точку, взятую в® параболы, 
проходитъ по двз$ д Иствительны Ст гасательныя; 
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такимъ образомъ, эти области изображаюттъ сово- 
купности всёхъ уравнен!й, им фющихъ 0 или 2 (ве- 
щественныхъ) корня. Черезъ каждую точку на са- 
мой парабол$ проходитъ только по одной каеа- 
тельной, которая принимается за двойную; та- 
кимъ образомъ, какъ здЪсь, такъ и вообще сама 
опред$ ляющая кривая является теометрическимъ 
м$стомъ точекъ, для которыхтъ два корня уравне- 
н1я совпадаютъ; вслфдетв!е этого ее можно назвать дискри- 
минантной кривой. 

Въ случа кубическаго уравнения черезьъ каждую 
точку внутри клина опредфляющен кривой про- 
ходитъ по 8 касательныху къ ней (рис. 10); дЪйстви- 


Рис. 9. 


тельно, для точекъ, расположенныхъ на срединной лини, это сл%- 
дуетъ изъ симметричности фигуры; съ другой же стороны, число 
касательныхъ не можетъ измЪняться, если переходить къ другимъ 
точкамъ, не пересФкая при этомъ кривой. Когда точка х|у по- 
надаетъ на кривую, то два корня изъ трехъ ов: 

даютъ; когда же эта точка переходитъ въ область, 

лежащую вн$ кривой, то эти два корня становятея” мМНИ- 
мыми, и остается только одинъ вещественный ко- 
рень. Наконецъ, въ остр1$ кривой имфемь тблько одну 
тройн у ю касательную, такъ что соотвётетвующее урав- 


неше (1—0) имЪетъ только одинъ тройной) корень. Чертежъ 
позволяетъ охватить эту группировку однизеь ВЗГЛЯДОМЪ. 
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Фигуры получаются еще интереснфе и даютъ существенно 
больше, если ввести, — какъ это часто приходится дЪлать въ 
алгебрЪ, — еще нфкоторыя ограничен1я для корней: на- 
примЪръ, если задаться цълью найти всЪ вещественные 
корни, лежащ!е въ данномъ промежутк $ 4 < 2<Ь. 
Общ!й отвЪтъ на этотъ вопросъ даетъ, какъ изв$стно, тео- 
рема Штурма (Загт). Нетрудно такъ дополнить наши фигуры, 
чтобы онф давали удовлетворительное наглядное рёшене и этого 
общаго вопроса. Построимъ для этого попросту касательныя 
къ опредфляющей кривой, соотв тетвующуя зна- 


Рис. 10. 


чен1ямъ параметра 4, #1, и разсмотримъ получающееся 
раздфлен!е плоскости на области. Если прим$нить этотъ прлемъ. 
прежде всего опять къ квадратному уравнен! ю, то во- 
просъ сводится кь опред$ лен1ю числа ЕН 
которыя проходятъ черезъ данную точку и кар 
ются параболы въ точкахъ ея дуги между АСИ у 
(рис. 11). Черезъь каждую точку треугольника, образуемаго ” этой 
дугой параболы и обфими „основными“ касательными, сироведен- 
ными черезъ концы дуги // ‚№, проходять по 2 касательныя; при 
переходЪ черезъ каждую изъ основныхъ касательных теряется 
одна изъ касательныхъ, ибо она касается параболы внф взятой 
у 
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дуги; черезъ точки серповидныхъ областей, ограниченныхъ пара- 
болой и одной изъ основныхъ касательныхъ, не проходитъ ни 
одной прямой, касающейся параболы въ точкахъ дуги (В, &); 
черезь внутрення точки параболы вовсе не проходятъ ДЪй- 
ствительныя касательныя. Такимъ образомъ, 06% дуги Ви 2Ь 
для получающагося при этомъ раздфлеюшя плоскости не имЪютъ 
существеннаго значення; остаются только сплошныя лиши ри- 
сунка 11, благодаря которымъ мы получаемъ возможность, ноль- 
зуясь проставленными числами, ясно обозр$ть совокуп- 
ность тфхъ квадратныхъ уравнен!й, которыя им$- 
ютъ по 2, 1, О вещественныхтъ корней между А и /,. 


Рис. 11. 


Точно такъ же постунаемъ и съ кубическимъ уравне- 
н1емъ. Пусть & >0, 5 <0. Снова проводимъ основныя каса- 
тельныя съ этими значенями параметра (рис. 12); надо раземо- 
трть только то раздфлене на области, которое производятъ РЕЙ 
касательныя и заключенная между ними дуга опредвляющей” 
кривой. Въ четырехугольной области у острия хьИотвительно 
черезь каждую точку проходитъ по три вещественных” `каса- 
тельныхъ, касающихся кривой въ точкахъ дуги меду” и, и 2 
Если принять во внимане, что при переход® черевъ каждую ИЗЪ 
основныхъ касательныхъ теряется одна, а при ‚ переход черезъ 
кривую — двЪ касательныя этого рода, что непооредотвенно ВИДНО 

<С\ 
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по чертежу, то получается указанное распред$лен!е 
областей, соотв$ тствующихъ уравнен1ямъ съ $3, 2, 
1, О вещественными корнями между & и 4. Чтобы 
составить себЪ представлене объ огромной пользЪ гра- 
фическаго метода, попробуйте только описать 1п аБ5- 
$гасфо это подраздфлене кубическихъ уравнешй, не аппелируя 
ни къ какимъ пространственнымъ образамъ; это потребуетъ у 
васъ несравненно больше времени. { Доказательство, которое 
здфеь постигается при одномъ взглядЪ на чертежъ, тоже окажется 
тогда далеко не простымъ. 


Что касается отношен1я этого геометрическаго 
метода къ извЪфетнымъ алгебраическимъ крите- 
р1ямъ Штурма, Декарта, 
Будана- Фурье, то я зам чу 
только, что въ настоящемъ слу- 
чаф геометрический методъ охва- 
тываетъ веЪхъ ихъ. Болфе под- 
робный разборъ этихъ интерес- 
ныхъ соотношенй вы, найдете 
въ моей работв „деошефе1- 
спез 70г Ар2АВ]апо аее 
Мите | п а1 ое ргатзепег 
91 е1спипяепт“ („Приложене 
геометрии къ подсчету корней 
алгебраическихъ уравненй“) въ 

Рие. 15. „КвВаталог$ —математиче- 

скихъ моделей“ Лика"). Я 

охотно ПОЛЬЗУЮСЬ ЭТИМЪ случаемъ, чтобы обратить ваше внима- 

не на упомянутый каталогъ; послфдюй былъ изданъ по поводу 

выставки, устроенной въ Мюнхен$ въ 1895 году „Союзомъ гер- 

манскихъ математиковъ“, и по с1е время является лучшимъ по- 

соблемъ для орлентирован1я въ вопросахъ, касающихся мове? ° 
ческихъ моделей. 67 

и: 


а С ТАВВИСВЫ 9 


*) \. РусЕ, „Каба0х табретайзерВег ипа шаблоша с К 
5епег МодеПе, Аррагабе ип@ шугитеще“, Мипевеп 1892, а- акне добавле- 
н1е (Масьга5) къ нему, Мипевеп 1893. С 


2 
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3. Уравнен!я съ 3 параметрами 4, м, т. 


Обратимся теперь къ раземотр$ню четырехчленнаго урав- 
нения слфдующаго вида: 


Р-Я ик =0; (1) 


прим$нимъ методъ, совершенно аналогичный прежнему, съ той толь- 
ко разницей, что теперь мы используемъ не плоскость, а трех- 
м$рное пространство. Вм$ст$ съ тфмъ напишемъ теперь, 
наряду съ заданнымъ уравнемемъ, то услов1е геометри въ про- 
странств$, которое выражаетъ, что точка х|у|2 и плоскость съ 
плоскостными координатами и|о| находятся въ „соединенномъ 
положени“ (т. е. что плоскоеть содержитъ точку): 


зил у ч=0, (2) 


0 | хи РГ уо - 2=0.*) (3) 


Это уравнен!е, написанное въ той или въ другой посл$- 
довательности его членовъ, мы будемъ отождествлять съ исход- 
нымъ уравненемъ (1) и придемъ тогда, какъ и раньше, къ двумъ 
интерпретащямъ, находящимся между собой въ отношени двой- 
ственности. 

Полагаемъ сперва 


ИЛИ 


ее. ти. а "у т ре (2“ ) 


*) Уравненше вида (2) или (3), какъ извЪстно, выражаетъ плоскость 
въ декартовыхъ координатахъ. Каждой системой коэффищентовъ #, 9, 
опредЪляется одна плоскость: эти количества и называются координа- 
тами плоскостн. Если х, у, 2 суть декартовы координаты н%кото- 
рой точки, аи, я,  — координаты нЪкоторой плоскости, то уравне- 
юе (2) выражаетъ, что точка лежитъ на плоскости, или что плоскость 
проходитъ черезь точку. Если дать въ этомъ уравневши коэффишен- 
тамъ #, 9, & постоянныя значен1я, оставляя х, у, 2 перемнными, то 
оно выразить въ декартовыхъ координатахъ плоскость (и, 219); т. е. 
ему удовлетворяютъ координаты всЪхъ тЪхъ точекъ, которыя лежать 
ВЪ этой плоскости, Обратно, если здЪеь дать постоянноб” значене ко- 
эффищентамъ м, у, з, то уравненшю (2) удовлотаАВ координаты 
и, 9, и ТЪхъ плоскостей, которыя проходятъ через ъ\ ‚постоянную точку 
(=, у, 2): это есть уравнене точки въ плоскостных ть, координатахъ. Объ 
этой именно двойственности авторъ и говоритис ниже, Ред. 


этими уравненями опредфляется н%которая кривая въ про- 
странств%, „опредф$ляющая кривая“ четырехчлен- 
наго уравнен!1я со скалой значен1й параметра 2. 
ДалЪе, полагаемъ: 


О Е. (2?) 


тогда уравнеше (1) показываеть, что вещественные корни 
даннаго уравнен1я тождественны со значен1ями 
параметра для точекъ перес$ чентя опред$ ляющей 
кривой (2“) съ плоскостью (22). *) 

Пользуясь принципомъ двойственности, полагаемъ: 


И — р __ Ут Е 7. 
2-5 ЕЕ (3°) 


эти уравнен1я опредзляютъ однократно безконечный ком- 
плексъ“*) плоскостей, которыя можно разсматривать, какъ 
соприкасающуяся плоскости нфкоторой опред ?3- 
ленной кривой въ пространств, также отнесен- 
ной такимтъ образомъ къ параметру 1; въ виду тако- 
го опред$лен1я этой кривой въ плоскостныхъ координатахъ, ее 
можно противопоставить, какъ опред$ляющую кривую опредзлен- 
наго класса, прежней кривой опредфленнаго порядка. Раз- 
сматривая теперь наряду съ нею точку 


=", У В (32) 


находимъ, что вещественные корни (1) тождественны 
со значен1ями параметра { для тъхъ соприкасаю- 
щихся плоскостей кривой (3“), которыя проходятъ 
черезъ точку (32). 


*) Если точка х, у, з лежитъ на плоскости (25), то координаты 
ея удовлетворяютъ уравнен!ю (2), которое теперь принимаетъ видъ 


__ 
+ Ам - ну = 0. © 
© 
АР А 
Если та же точка принадлежитъ кривой (2“), то посльднее уравнен!е 
. ы. 
переходитъ въ уразнене (1). Вед. 


: сх. 
**) Подъ и-кратно безконечнымъ комплексомъ р пони- 
маютъ такой комплексъ, элементы котораго однозначно опредвляются 


значешями я параметровъ #&,Ё&,...& ‚ пробЪгающихъ ‹вефовещественныя 
с © ° 
значення въ нЪкоторыхъ интервалахъ. АС Ред. 
У» 


_156 


Остается на конкретныхъ прим$рахъ глубже вник- 
нуть въ смыслъ обЪихъ интерпретащй; для той и для другой мы 
имфемъ въ нашей коллекщи модели, которыя я теперь вамъ покажу. 

Первой интерпретацтей воспользовался проф. 
Мемке (МейшКкКе) въ Штутгарт при построении 
аппарата для численнаго рф шен1я уравнений. Въ 
этомъ аппаратЪ (рис. 18), сдЪланномъ изъ латуни, вы видите 3 
вертикальныхъ столбика со ска- 
лами; въ аппарать помфщаютъ 
выр$занную въ видф шаблона 
опредзляющую кривую четырех- 
членнаго уравненя 3-ей, 4-ой 
или 5-ой степени. Но только, въ 
отлише отъ нашего изложеня, 
принята не обыкновенная прямо- 
угольная система коорди- 
натъ, а такая, что коор- 
динаты плоскости, т. е. 
коэффищенты и, г’, 20 уравненля 
ПЛОСКОСТИ, представленнаго ВЪ 
вид$ (2), изображаются 
какъ разъ тфми отрёз3з- 
ками, которые соотв$т- 
ствующая плоскость от- 
сфкаетъ на скалахъ трехъ 
вертикальныхъ столбовъ Рис. 13. 

и которые можно отечитать по 

нимъ. Чтобы имЪть возможность фиксировать опред$ленную ипло- 
скоеть въ пространств: и=1, =, ®==7т, къ переднему 
0-столбику придЪланъ визиръ, который можно установить на лю- 
бомъ дфлени скалы »; дфленя же {и м на скалахъ столбовъ вт 
соединяютъ натянутой нитью. Лучи зрфвйя, идущ!е оть, ‚визира 
къ точкамъ этой нити, образуютъ нашу плоскость; ей щ ее 
сЪ\чен!я съ опредфляющей кривой можиб паблю- 
дать непосредственно, какъ кажущуяся т. “‘пересёче. 
н1я нити съ шаблономтъ, если смотрЪть \черезъ отверетте 
въ визир%*); соотвЪтетвующия значеня а которыя 


ый Точка пересъчен!я плоскости съ шабобрбмь проектируется изъ 
ся на Нить. Ред. 
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являются искомыми корнями уравнен!я, отечиты- 
ваемъ на нанесенной на шаблонъ скалф значен!й 
{ для опредфляющей кривой. Степень практиче- 
ской пригодности  описаннаго аппарата зависитъ, конечно, 
существеннымъ образомъ отъ тщательности его механическаго 
изготовленя. 


Для иллюстраши второго метода у насъ имЪется мо- 
дель, построенная Гартенштейномъ (Наеепзет) въ каче- 
ствЪ работы для государственнаго экзамена. Она построена для 
такь называемато приведеннаго вида уравнен1й 4-ой 
степени: 


и-НАР-Е му = 0, (4) 


въ каковомъ видЪ, какъ извЪстно, можно непосредственно предста- 
вить всякое уравнене 4-ой степени. Но сперва я изложу второй 
методъ въ н$фсколько измфненномъ вид, какъ я это уже продф- 
лалъ выше для уравнен!я съ двумя параметрами (стр. 148), 


Разсмотримъ однократно - безконечную систему плоскостей, 
плоскостныя координаты которыхъ выражены уравненями (3“), 
тогда какъ ихъ уравненя въ точечныхъ координатахъ въ на- 
стоящемъ случаз напишутся такъ: 


Дов-ав- и а=0 


Огибающей этихъ плоскостей является совокупность 
прямыхъ, по которымъ каждая изъ плоскостей /( =0 пересЗ- 
кается съ сосфдней съ нею плоскостью Д(Ё-- а) =0; иначе 
говоря, это есть развертывающаяся поверхность, 
уравнен1е которой получается исключен1емъ & 
изъ уравнен{й / (2 =0 и /'(2 =0. Чтобы получить опред?- 
ляющую кривую, надо разсмотрфть кривую соприкасаня семе. > 
ства плоскостей, т. е. геометрическое с 
точекъ, въ которыхъ пересзкаются оли 
сфдн!1я плоскости; это есть, какъ извЪетно, ребро ВОЗ- 
врата развертывающейся моверкиост®\ коорди- 
наты котораго въ функцти / получают изъ трехъ 
уравнений: /()=0, /’(2) =0, (А =0. В% `данномъ случаЪ 


© 


А 
АУ 


2 
и 
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эти уравнеюшя напишутся такъ: 


Н Ай у 5=0, 
4В -- ху == 
122 | л.2 = 0; 


ИЗЪ НИХЪ НАаходимъЪъ. 


х— — 6, у=8В, = — ВИ. (5) 


Это — уравнен!е въ точечныхъ координатахъ опре- 
дфляющей кривой уравнен!я (4), взятой по классу: 
въ плоскостныхь координатахъ эта же кривая выражается 
уравненемъ (см. 3%): 


ОИ 557" уф = 0 (6) 


Оба уравнен1я относительно # четвертой степени: слфдовательно, 
опред$ляющая кривая принадлежитъ какь къ че- 
твертому классу, такъ и къ четвертому порядку. 

Чтобы ближе познакомиться съ этой кривой, раземотримъ 
нз сколько простыхъ поверхностей, которыя содержатъ 
ее. Прежде всего выраженя- (5) тождественно (относительно /) 
удовлетворяютъ уравненю: 


2 
= 


т. е. наша кривая лежитъ на изображаемомъ этимъ уравнешемъ 
параболическомъ цилиндр% второго порядка, про- 
изводящуя котораго параллельны оси у-овъ. Но, съ 
другой стороны, имфетъ также мфсто соотношене: 


2 5 
ее —= 0, е 
< й 


такъ что и этотъ обыкновенный кубическ!й ции ра 
съ производящими, параллельными оси 2, прохо- 
дить черезъ нашу кривую; она представляетт, В прочемъ, 
полное перес$ чен!е обоихъ цилиндр: ов, лежащее 
въ конечномъ удален!и. На основан!и этого можно легко со- 
ставить себф приблизительное представление ход опредЗляющей 
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кривой: она представляетъ собой кривую двоякой 
кривизны, расположенную симметрично по отно- 
шен!ю къ плоскости 42 и имфющую остр/{е въ на- 
чалЪ координатъ (рис. 14). 
_ДалЪе, черезь нашу опредЗляющую кривую проходитъ еще 
и слБдующая поверхность второй степени: 


в. Зу? 


6 64 


= 


такь какъ и это соотношеше удовлетворяется выражевнями (5) 
тождественно относительно 2. Изъ уравневй этой поверхности и 
кубическаго цилиндра составимъ еще сл$дующую линейную ком- 


Е 


Рис. 14. 


бинащю, которая представляеть новую поверхность тре- 
трей степени, проходящую черезъ опредфляющую кривую: 


< 


Разсмотримъ теперь развертывающуюся поверх: 


ность, для которой опред$ляющая кривая представляетъ» ‚ребро 
возврата и которую мы можемъ опредЪлить, поэтому, какь”. со- 
вокупность всфхЪъ касательныхъ къ опре ляю- 
щей кривой.— Если кривая въ пространствЪ зада на уравне- 
шями вида: 30 
х= Фу =, в=1(), “5% 
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то касательная къ ней въ точкВ { выразится уравненями: 


х = Ф(-- офи, у= Ро." (0, = (0-Е 0х (0, 


гдЪ о есть параметръ; дЪйствительно, косинусы направлен!я ка- 
сательной, какъ извЪстно, пропорщональны производнымъ коор- 
динатъь кривой по 2. Если разсматривать и р какъ перемЪнную, 
то послздная уравнения съ двумя параметрами Ё и о изображаютъ 
развертывающуюся поверхность, состоящую изъ касательныхъ; 
все это хорошо извфстныя соображения изъ геометрии въ про- 
странств$. Для нашей кривой (5) это изображенте развер- 
тывающейся поверхности имфетъ слфдующй видъ, если 
ея координаты, въ отлич1е отъ кооординатъ кривой, обозначить 
черезъ Х, УХ: 
Х =—6 (2 -- 200 


У= 8(В-Р3оп) (7) 
и. = —3(Ё-- 408) 


Это и есть та поверхность, которая воспроизведена на упомяну- 
той модели Гартенштейна, а именно—ея прямыя изображены 
здЪсь натянутымп нитями.— Это изображене поверхности въ па- 
раметрахъ даетъ само по себЪ наилучшие опорные пункты для 
изслдованя и дЪйствительнаго построеня ея; мы сл$дуемъ, 
собственно говоря, только старой привычк, когда все же спра- 
шиваемъ, каково же самое уравнен1е поверхности. это ура- 
внен!е получится, если исключить Ги о изъ системы (7). Я покажу 
вамъ самый простой прлемъ для достижен1я этой цфли, хотя я и 
не могу здесь входить въ подробное объяснен!е того, что при- 
водитъ къ такому прлему и какое значене, по существу, имЪютъ 
его отдЪльные шаги. Премъ этотъ состоитъ въ томъ, что изъ 
формулъ (7) составляютъ тая комбинащи: 


«АУ 
Х? 912 © о” 
-- 1 == 220" 0 
= АВ 
Элай, оо То 03 и 
А = 80°Г”, © 
6 16 216 5 


которыя на самой кривой (0 = 0) обращают АА 0, а, будучи 
5. 
приравнены нулю, изображаютъ двЪ изъ разсмотрённыхъь уже 
< 
``. 


161 


выше спещальныхъ поверхностей, проходящихъ черезъ кривую. 
Изъ этихъ двухъ уравнеюй легко можно исключить произведене 
о./, что даетъ уравнен1е развертывающейся поверх- 


НОСТИ. х 
Х? 3 м р Фа У? З им , 
(2+ Ш} = > ( 6 мм + 


слЪдовательно, это поверхность 6-го порядка “). 

Относительно значетя этой формулы я сдЗлаю для тЪхъ, 
кто ближе знакомъ съ предметомъ, слёдуюция замЪчаня: выраже- 
ня, стоящя въ скобкахъ, представляють собой не что иное, 
какъ инвар1анты основного биквадратнаго урав- 
нен!я 4-ой степени въ приведенномъ видф: 

ЯР и те В: 

они играютъ большую роль въ теор!и эллиптическихъ функшй, 
тд ихь обыкновенно обозначаютъ черезъ 2. и ©.. ЛЪвая часть 
уравненя нашей поверхности Д== 2,3 — 272. является, какъ 
извъстно, дискриминантомъ уравнения 4-ой степени, 
которое имфетъ двойной корень, когла дискриминантъ обращается 
въ нуль. Такимъ образомъ, наша развертывающаяся по- 
верхность представляетъ не что иное, какъ дис- 
криминантную поверхность биквадратнаго урав- 
нен!я, т. е. совокупность всфхъ точекъ, въ которыхъ послЪднее 
имЪетъ двойной корень. 

Посл$ этихъ теоретическихъ разъясненй построене нитяной 
модели нашей поверхности не представляетъ никакихъ принци- 
‚ тальныхъ затруднений: стоитъ только на основаши параметриче- 
скаго изображения опредЪлить тЪ точки, въ которыхъ касатель- 
ныя, подлежацая . построеню, пересфкаютъ извЪетныя не- 
подвижныя плоскости, и затмъ натянуть нити между этими 
плоскостями, реализованными посредствомъ деревянной или кар- 
тонной коробки. Но чтобы такая модель дЪйствительно была кра-. 
сива и пригодна, чтобы она давала ясное предетавлеше обо всемъь 
интересующемъ насъ расположени поверхности и ея я Сребра 
возврата, какъ мы это видимъ на модели, —для этого `неббходимы 


«у 
3 


*) Въ дЪйствительности это поверхность пят э20° порядка, такъ 
какъ члены 6-ой степени выпадаютъ. Гприи переводчика. 


«у 
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продолжительные опыты и очень большое искусство. Рис. 15 
изображаетъ поверхность съ ея прямыми; „1ОВ есть ребро воз- 
врата (ср. рис. 14). 
Вы замЗчаете на этой модели двойную кривую (СО), 
вдоль которой встр чаются оба крыла поверх- 
ности; это попросту слфдующая парабола въ плоскости у-овъ: 


Х? 
7—0, 2 дни 


Но только одна половина (СО) этой параболы, а именно 
та, для которой Х<0, представляетъ пересЪчене дфйстви- 


Рис. 15. СУ 
ч < 
тельныхъ частей поверхности, тогда какъ другая (отмЪчен- 
\ р 


ная на чертеж пунктиромъ) располож она въ простран- 

ств изолированно. Это явлеше не окажется удивитель- 

с РВ м 2 

нымъ тому, кто привыкъ теор алгебрайческихь поверхностей 
У” 
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сопровождать геометрическими представленями; тамъ нерЪдко 
случается, что дйствительныя взтви двойныхъ ли- 
н|!|й то являются перес$ченлемъ д йствительных т 
частей поверхности, то оказываются изолированны- 
ми въ пространствз, и тогда ихъ можно разсматривать, какъ д п- 
ствительныя перес$ чен1я мнимыхъ частей поверх- 
ности. СоотвЪтетвующее явлевше на плоскости заключаетея въ 
томъ, что наряду съ обыкновенными двойными точками алгебра- 
ическихъ кривыхъ, представляющими пересБчеютя дЪйствитель- 
ныхъ вфтвей кривой, встр чаются двойныя точки, лежаш1я, пови- 
димому, изолированно и представляюниая перес5чешя мнимыхъ 
°частей кривой; это явлен1е извЪетно всякому. 

Разесмотримъ подробнЪЗе, что можетъ дать 
намъ полученная такимъ образомъ поверхность 
съ ея ребромъ возврата, т. е. опред$ляющей кривой. 
Представимъ себЪ, что на опредзляющей кривой нанесена ея 
скала, или, еще лучше, отнесемъ каждой построенной касательной 
соотв тствующее ей значене параметра 2, которое принадлежитъ 
и ея точкЪ касатя. Если задано уравнен1е 4-ой сте- 
пени съ опред$ленными коэффиц1ентами х,у,3, то 
стоитъ лишь черезъ соотв $5 тствующую точку про- 
странства х|у| = провести соприкасающ!яся пло- 
скости къ опред$ляющей кривой или-—что то же 
самое — касательныя плоскости къ Дискрими- 
нантной поверхности, и мы получимъ веществен- 
ные корни въ вид$ параметровъ точекъ касан1я 
съ кривой или самихъ касательныхъ въ этихъ 
точках ъ. Такъ какъ соприкасающаяся плоскость, касаясь кри- 
вой, пересЪкаетъ ее, то, при разсматривани изъ точки х|у | <, 
каждая точка касатя соприкасающейся плоскости проектируется 
въ видф кажущейся точки перегиба кривой — и наоборотъ. Т ас 
кимъ образомъ, вещественные корни уравнеза я” 
4-ой степени являются въ результат парамей р. а- 
ми кажущихся точекъ перегиба опредфляющей 
кривой, когда мы смотримъ на нее изъ точки д #19 |2. 

Правда, для тЪхъ, кто не имФетъ достаточнаго навыка, 
конечно, довольно трудно увзренно распознать. ‚Яи модели со- 
прикасаюцаяся плоскости и кажущияся точки: ‘перегиба. Но съ 
непосредственной очевидностью модель разъясняеть слёдующИй, 
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наиболЪе важный пунктъ: подраздЪ$ ленте всБхъ уравне- 
н1й 4-0й степени по числу ихъ вещественных 
корней. Посмотримтъ, каюе случаи вообще представляются воз- 
можными на основаюи теоретическаго изслЪдованя уравнения. 
Если а, В, 7, д суть 4 корня вещественнаго биквадратнаго урав- 
нен1я (4), то въ виду отсутствая члена, содержащаго Ё, необхо- 
димо «В у--0=0. Что же касается вещественности корней, 
то возможны, очевидно, слЪдуюцие 3 главныхъ случая: 


1. 4 вещественныхъ корня. 


П. 2 вещественныхъ, 2 мнимыхъ сопряжен- 
ныхъ корня. 


Ш. Ни одного вещественнаго корня, 2 пары 
мнимыхъ сопряженныхъ корней. 


Если даны два уравненя типа Т съ корнями а, В, у ди 
@, в’, 7’, 0', то веегда можно а, В, 7, 0 обратить въ а’, В’, 7’, 0', 
переходя непрерывно черезъ различныя системы изъ четырехъ 
вещественныхъ чиселъ, сумма которыхъ постоянно равна нулю; 
параллельно этому первое уравнене обратится во второе, пере- 
ходя непрерывнымъ образомъ черезъ уравнен!я того же типа, т. е. 
всЪ уравнен1я ТГ типа образуютъ сплошной сопйпиит *); то же 
справедливо и для двухъ другихъ типовъ. 

На нашей модели это обстоятельство должно 
выразиться т%мЪъ, что пространство распадается 
на 3 сплошныя части такого рода, что точки одной и 
той же части соотв тствуютъ уравнен1ямъ одного 
и того же типа. Раземотримъ теперь переходные случаи 
между этими 3 типами: [-ый типъ переходитъ во П-ой черезт, 
уравненмя, которыя имфютъ два различныхъ вещезтвен- 
ныхЪъ корня и одинъ Двойной (=2 совпадающимъ} 
вещественный корень, что мы обозначимъ снилоа 
черезъ 2- (2); точно такь же между Пи Ш типами симвемъ 
переходный случай одного вещественнаго 22 ВОЙНОГО 

*) Подъ континуумомъ разумьютъ всяюй комнлевеь, имъющ та- 
кую же мощность, какъ и прямолинейный отрзокъ, плоская фигура ИЛИ 


о 


сплошное тъло. 3$ 


я 
5х 


\ 
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корня и двухъ мнимыхъ корней, что будемъ обозначать 
черезъ (2). Обоимъ переходнымъ типамъ должны от- 
вЪфчать` въ нашемъ пространственномъ образЪ 
части самой дискриминантной поверхности, такъ 
какъ она вообще изображаеть всЪ уравневя съ кратными кор- 
нями; при этомъ, разсуждая аналогично предыдущему, найдемъ, 
что каждому типу должна отвфчать сплошная 
часть поверхности. 06$ эти группы уравнешй: 2 -| (2) и (2), 
въ свою очередь, переходятъ одна въ другую черезъ уравнен1я съ 
2 вещественными двойными корнями, символически: 
{2) -- (2); точки, для которыхъ, такимъ образомъ, совпадаютъ дв 
пары корней, необходимо должны принадлежать обоимъ крыльямъ 
дискриминантной поверхности; слВдовательно, онф лежатъ на не- 
изолированной вЪтви ея двойной лин!и. Такимъ об- 
разомъ, дискриманантная поверхность распадается 
на двЪ части, разд ляемыя одной вфтвью двойной 
лин!и; изъ нихъ одна 2--(2) отд ляетъ Г область 
пространства отъ ЦП, а другая (2) разд$ ляетъ ПиШ 
области. Чтобы усмотр$ть, какъь расположена опредфляющая 
кривяя, замфтимъ, что она представляетъ собой ребро возврата, 
и потому въ ея точкахъ совпадаютъ по 3 касательныя 
плоскости, образуя соприкасающуюся плоскость; 
поэтому мы имфемъ здесь случай одного тройного и одного 
простого вещественнаго корня: 1-- (3); этоть случай 
можетъ получиться только изъ случая 2-Р (2), а именно таким 
образомъ, что одинъ изъ простыхъ корней становится равнымъ 
двойному корню; сл$довательно, ребро возврата должно 
цзликомъ лежать на первой части 2-- (2) новерх- 
ности. ‘Только въ острЕЪ ребра возврата (х=у===0) 
мы имфемъ четырехкратный корень, который можеть получиться 
и отъ совпадевшя обоихъ двойныхъ корней (2)-- (2). ДЪйстви- Ау 
тельно, остр1е О ребра возврата лежитъ одновременно и на двой-” 
ной ливши. Что же касается изолированной вЪтви 60’ й- 
ной линии, то она цфликомъ проходить въ области Би Ха - 
рактеризуется тБмъ, что для ея точекъ 4 мни ме Фъ корня 
по 2 совпадаютъ между собой, образуя два двойни” сопряжен- 
ныхъ мнимыхъ корня. ‚59° 

Ве перечисленные возможные случаи въ” точности реали- 
зованы на нашей модели. На чертеж (рис. 15) часть простран- 
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ства, заключенная внутри поверхности, справа отъ двойной лини, 
образуетъ область |, а слЪва отъ той же ливши лежитъ область 
ПГ пространство же, лежащее внф поверхности, образуетъ область 
П. Поэтому, имЗя въ рукахъ слБдующую схему, вы легко смо- 
жете вполнЪ орентироваться относительно числа вещественныхъ 
корней: 


Т (4 веществ. корня). П (2 вещ. корня). Ш (Ни одного вещ. корня} 


Дискримин. поверхность: 2--(2) (2) 
ОпредЪляющая кривая: 1-(3) 
а НЯ 
Двойная лин!я: (2)+2) (2 мнимыхъ двойныхъ корня) 


—- теч А ДЕ оны я 


Острёе: (4) 


Этимъ мы закончимъ первую часть нашихъ алгебраическихъ 
изслЪдован!й и обратимся ко второй части. 


АУ 
Уд 
к, 
(у 
цу 
— 
Се 
2х > 


П. Уравнен1я въ области комплексныхъ чиселъ. 


ЭлЪсь мы снова поетавимъ себЪ цфлью выл$лить Тая вещи, 
которыя допускаютъ геометрическую иллюстрацю въ большей 
степени, чфмъ это обыкновенно дфлаютъ. Я начну ‘съ наиболЪе 
важной теоремы. 


А. Основная теорема алгебры. 


Основная теорема алгебры, какъ извЪетно, заключается въ 
томъ, что всякое алгебраическое уравнен!е и-ой 
степени имзетъ, вообще говоря, 2 корней, или, вы- 
ражаясь точн$е, всяк!1Й полиномъ /(х) и-ой сте- 
пени можетъ быть разложенъ на и линейныхъ 
множителей. 


Въ сущности, вс доказательства этой теоремы пользуются 
геометрической интерпретацтей комплексныхъ вели- 
чинъ на илоскости ху. Я познакомлю васъ съ ходомъ мыслей въ 
первомъ доказательств Гаусса (1799), которое можно предста- 
вить Въ наглядной формЪ; изложеше его у самого Гаусса 
имфетъ, конечно, совершенно другой видъ. 


Если данъ многочленъ 


п 2—1 «у 
Ё(@®)=а {аз +... а,, „© 
`- 
то можно написать: и Е 


(ху) =и(х,У--1.9(х, у), хх 
яй 


гдЪ и, о представляютъ нЪкоторые вещественные ) многочлены отъ 
р хх 


объихъ вещественныхъ перем нныхъ х, у. о овная мысль 
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Гауссова доказательства заключается въ сл$ду- 
ющемъ: если изсл$довать кривыя 


Е и 


лежащ1я въ плоскости лу, и показать, что он 
должны имЪть общую точку, то для этой точки х|у 
будетъ /(х-- 7) = 0; этимъ и будетъь доказано существова- 
н1е, по крайней мЪрЪ$, одного корня уравнен!я /=0 
Оказывается, что для этой цфли достаточно изслф довать 
ходъ обфихъ кривыхъ въ безконечности, т. е. з1, 
сколь угодно большомъ удален1и отъ начала ко- 
ординатъ. 


Если абсолютная величина 7 перемЪнной = становится весьма 
большой, то можно въ функщи /(5) пренебречь низшими степе- 
нями = по сравненю съ =”; э1® означаетъ, что функщя (3) 
асимитотически приближается къ 


= (05 иф-- #5 пФ), 


глЪ съ помощью формулы Моавра введены полярныя координаты 
у, ф на плоскости ху. Изъ этого результата можно заключить, 
что и и 9 асимптотически приближаются къ функщямъ 


и”со5 иф и Гм иф;: 


поэтому окончательный ходъ кривыхъ и==0, 9=0 
въ безконечности въ первомъ приближен1и изо- 
бразится такъ: 


с05’иф = 0, $5т иф == 0. 


й А. 
Но кривая $ иф = 0 состоитъ изъ и прямыхъ, которыя прохо- 
дять черезь начало и образують съ 06ью х-0въ. ‚„СЕЛЫ 
л 2л о р--О. -©У 
о... ——;а кривая с0$ иф == 0 состоитъ изъ И. биссек- 
ип И, © 
торовъ угловъ между первыми прямыми (см. рис: 16, соотвЗт- 
ствующЙ случаю и = 3). Въ центральной части. рисунка ДЪИ- 
ствительныя кривыя и =0, 2 =0 могутъ, козоуНо, существенно 


уклоняться отъ этихъ прямыхъ, но чм, дальше отТъ начала, 
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тЪмъ больше должны первыя приближаться къ послфднимъ; по- 
этому ходъ настоящихъ кривыхъ можно схемати- 
чески изобразить тфмъ, что за предзлами н$ко- 
торой достаточно большой окружности (описанной 
около начала) мы сохранимъ наши прямыя, а внутри 
ея соединимъ ихъ между собой пПроизвольны мъ 
образомъ (рис. 17). Но 
каковъ бы ни быль ходъ А 
кривыхъ внутри круга, ухо- 
дяншия въ безконечность 
взтви и, х должны непре- 
м$нно переходить одна въ 
другую при обходЪ фигу- 
ры; изъ этого  наг- 
ЛЯДНО — ВИДНО, ЧТо 
эти кривыя внутри = 
круга ДОЛЖНЫ ХОТЬ 
разъ перес$ чься. Д\й- / 
ствительно, этотъ резуль- 
тать можно — и въ этомъ Рис. 16. 
заключается содержане 
Гауссова доказательства — точно вывести изъ непрерывности 
кривыхъ. Но по существу ходъ идей изложенъ выше. 

Когда полученъ такимъ образомъ одинъ корень, тогда мож- 
но отщепить оть функши /(2) одинъ линейный сомножитель и 
повторить доказательство для оставшагося многочлена (72 — 1)-ой 
степени. Продолжая поступать такимь образомъ, мы, въ концъ 
концовъ, дфйствительно получимъ расщеплен1е на пи 
линейныхъ сомножителей, чфмъ доказывается 
существован!е 7 корней. 

Идея доказательства станетъ вамъ яснЪе, если вы прод ВАУ 
лаете н$5сколько примфровъ со во%ми построех 
н1ями. Однимъ изъ проствйшихъ примбровъ является - сбав- 


= 0 


ое А 
ДУЮШ: хх 
@ 
(== —1=0. а 
- \У 
\" 
ЭдЪеь, очевидно, Г © с 


# — 7360$ З3ф — 1, 0 ==7351 39, 
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такъ что © ==0 состоитъ просто изъ трехъ прямыхъ, тогда какъ 
кривая и ==0 имЪфетъ 3 гиперболовидныхъ взтви. На чертежЪ 
(рис. 18) вы, въ самомъ дфлЪ, видите три точки пересфченя 
обфихъ кривыхъ; эти 3 точки даютъ 3 корня нашего уравнен1я. Я 
весьма рекомендую продзлать болЪе сложные прим$ры. 

Этими краткими указаюями по поводу основной теоремы я 
могу здфеь ограничиться, такъ какъ я не читаю сейчасъ курса 
алгебры. Замфчу еще только, что значен!е введен1я въ 


Рие. 17. 


алгебру комплексныхъ чиселъ въ томъ и заключается, 
что они даютъ возможность установить основную теорему алгебры 
въ общей формЪ, не допускающей никакихъ исключений; Фтрави- 
чиваясь же вещественными величинами, можно утверждать только 
то, что уравневше я-ой степени имфбетъ либо и ‚корней, либо 
меньше, либо ни одного. $ 


Время, которое остается у насъ для влтебрА мы употребимъ 
5х 
на то, чтобы изслЪдовать въ налжядиОНУЙ ов ПОЛНЫЯ 
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системы р шен!й комплексныхъ уравнений, подобно 
тому, какъ мы это сдЪлали выше для вещественныхъ рЪшений 
вещественныхъ уравненй. Но при этомъ мы ограничимся только 
уравненями съ однимъ комплекснымъ параметромъ, входящимъ 
въ уравнеше линейно. 


Рис. 18. 


В. Уравнен!1я съ однимъ комплекснымъ пара- 
метромъ. 


Въ т$хъ узкихъ услов'яхъ, какими мы ограничили задачу, 
изучен1е простого конформнаго отображения дастъ 
намъ все, что памъ нужно. А 


4 . у _ 
Обозначимъ черезь з=х--# неизвЪ стное, черезь > 
о ср. 
® =и--# параметръ; тогда разсматриваемыя уравнен!я 
будутъ имЪть такой видъ: Аа: 
К 
ф(е)—. 4 (2) =0, 9% 


гд$ ф, 4р обозначаютъ многочлены относительно ‚© пусть м есть 
показатель высшей степени 5 въ ф или 4]. По Основной теорем 
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это уравнене для каждаго значеня & имфетъ и, вообще различ- 
ныхъ, корней =. Но изъ уравнения (1) слЗдуетъ, что—обратно— 


и — —, (2) 


т. е. что © есть однозначная рац1тональная функция 
ОТЪ 3, а именно — какъ говорятъ —рац1ональная функц!я 
степени 17. Если бы мы захот$ли воспользоваться въ качествЪ 
геометрическаго эквивалента уравнеюмя (1) т$мъ конфор- 
мнымъ отображен1емъ комплексныхъ плоскостей 
2 и #, которое устанавливается функц1ональной 
зависимостью (2), то наглядность нарушалась бы многознач- 
ностью 5, какъ функции 6. Въ виду этого, поступимъ такъ, какъ 
это всегда дфлается въ теори функцШ: плоскость @ мы пред- 
ставляемъ себЪ въ вид$ 7 наложенныхъ другъ на 
друга экземпляровъ (листовт), которые мы подхо- 
дящимъ образомъ соединяемъ между собой въ такъ 
называемыхъ „точкахъ разв$твлен1я“ въ Одну 
1-листную Риманову поверхность; этотъ прлемъ знакомъ 
всёмъ вамъ изъ элементовъ ученшя объ алгебраическихь функ- 
щяхъ. Тогда наша функция (2) осуществляетъ вза- 
имнооднозначное и, вообще говоря, конформное 
сопряжен1е между точками Римановой поверх- 
ности на плоскости 10, съ одной стороны, иточками 
простой плоскости 5, съ другой стороны. 


Прежде ч$мъ перейти къ подробному изучению этого сопря- 
женя, будетъ цфлесообразно принять нкоторыя мзры кь 
тому, чтобы устранить ту исключительную, но не ле- 
жащую въ существ $ вещей роль, которую играютъ 
безконечно больш1я значения и 3, и ТЬМЪ сдать 
возможной такую формулировку теоремъ, чтобы онф не допускали 
исключен!й. Въ виду того, что эти условля, къ сожально, указы- 
ваютъ далеко не всегда, когда это было бы необходим сдфлать, 
мы остановимся на нихъ несколько подробн\е. А именно, мы счи- 
таемъ недостаточнымъ говорить Только символически о безко- 
нечно удаленной точк$ комплексной ПЛОСКОСТИ, 


такъ какъ это не даетъ никакого конкретнаго представлен я, 
\_ 
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и только съ помощью  особыхъ разсуждемй и  условй 
можно уяснить себф, что именно слЗдуеть считать анало- 
гичнымъ опредфленному свойству конечной точки въ томъЪ 
случа, когда точка становится безконечно - удаленной. Но мы 
будемъ имбть весе, что намъ нужно, если разъ 
навсегда замфнимъ Гауссову плоскость, какъ 
представительницу комплексныхъ чиселъ, Рима- 
новой сферой. Съ этой цЪлью представимъ себЪ сферу съ 
дламетромъ 1, касающуюся плоскости Гаусса въ начал коорди- 
натъ, и станемь стереографически проектировать ее 
на плоскость изъ ея сФвернаго полюса Л’, ламетрально противо- 
положнаго точкЪ касашя или южному полюсу .5 (см. рис. 19). При 
этомъ со всякой точкой О на плоскости однозначно сопрягается 
точка Р на сфер — вторая точка пересфченя луча ЛО со сфе- 
рой, — и, обратно, со всякой точкой Р сферы — кром® точки Л’ — 
однозначно сопрягается нфкоторая точка О на плоскости съ опре- 
дфленными координатами х, у; поэтому можно разсматри- 
вать точку Р, какъ представителя числа х-{ 2). 
Когда же точка Р приближается по какому-либо пути къ сЪвер- 
ному полюсу //, то точка О уходитъ въ безконечность, и на- 
оборотъ. Поэтому представляется естественнымъ 
разсматривать точку Л, съ которой не сопряжено 
ни одно конечное комплексное число, какъ един- 
ственнаго представителя всЪхЪъ безконечно боль- 
шихъ чиселъ х--й, т. е. какъ конкретный образъ 
до сихъ поръ лишь символически введеной безко- 
нечно-удаленной ТОЧКИ ЧИСЛОВОЙ ПЛОСКОСТИ, и 
приписать ей символъ с<. Этимъ достигается въ геометри- 
ческомъ образ полная равноправность какъ всЪхЪъ 
конечныхъ, такъ и безконечно-удаленной точки. 
Теперь, чтобы вернуться къ теометрическому толковатю . 
нашего алгебраическаго соотношевшя (1), замЪнимъ такж в 
плоскость сферой 10. Тогда наша функщя представить 
отображенте сферы з на сфер® хо; это есть изображение 
конформное такъ же, какъ и сопряжене обфихъ плоскостей, 
по той причинф, что по извфетной теорем$ стере графическая 
проекщя конформно сопрягаетъ плоскость со с ерой. При этомъ 
одвой точкЗ на сферЪ з отв$чаютъь вообще я ‚различныхь точекъ 
на сфер® =. Чтобы получить взаимнооднозначное ыы 
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не, представимъ себ$ снова и экземпляровъ сферы &, наложен- 
ныхъ или вложенных одинъ въ другой, и скрпимъ ихъ въ 
точкахъ развЪтвлен1я въ одну 72-листную Риманову поверхность 
на сферЪ . Составить себ такое представленме не трудн$%е; 
ч$мъ уяснить себЪ понят1е о Римановой поверхности на плос- 
кости. Этимъ достигается, въ конц$ концовъ, гео- 
метрическое толкован1е алгебраическаго урав- 
нен1я (1), какъ взаимооднозначнаго, вообще кон- 
формнаго, сопряжен1я Римановой поверхности 
на сфер® +, съ одной стороны, и простой сферы =, 


Рис. 19. 


съ другой стороны; въ эту интерпретацю включены, оче- 
видно, и безконечныя значен1я з и 1, которыя сопряжены или 
другь съ другомъ или съ конечными значенями этихъ пере- 
мЪнныхъ. 

Чтобы получить возможность ВПолнЪ использовать , с9еи 
новыя геометрическя средства, необходимо и въ Е ы рЪ 
сдЪлать соотв $ тствующий шагъ, направленный 195 ТОМУ, 
чтобы устранить въ формулахъ исключительный характеръ без- 
конечно большого; этотъ шагъ заключается въ вв ‚ее Н1И ОДНО- 

> 
родныхъ перем нныхъ. А именно, р < и == И 
2 
разсматриваемъ 2, и =2., какъ двъ независимый комплекеныя пе- 
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ремённыя, но такого рода, что 2, /2. и с.3,/с.3. при любомъ с 
изображаютъ одну и ту же точку. Пусть 2,, <, принимаютъ 
вс возможныя пары конечныхъ значен1й, но 
только не обращаются одновременно въ 0; тогда, 
согласно сдъланному услов1ю, для каждаго конечнаго значеня = 
мы нолучимъ одну опред$ленную точку; но, кромВ того, суще- 
ствуетъь еще одна точка (=, произвольно, 3. = 0), соотв тствую- 
щая безконечно возрастающимъ 5. Такимъ образомъ полу- 
чаемъ ариеметическ1й эквивалентъ безконечно 
удаленной точки. Точно такъ же, разумЪется, полагаемъ 
20 == и пишемъ сл$дующее „однородное“ уравненуе 
2 

между „однородными“ перем$ нными 3, $. И 10,, %,, 
соотвЪтствующее уравненю (2): 


5.9(*) 
201 `” 82 ф (21, дэ) 


— =. ЗУ АВЕ | 3 
я (3) 


у(:* 4 (54 , 32) 
82 


ЭДЪсь Ф (5. , 25), 4 (2, ,25) означають ц%лыя рац!ональныя 


© 
хз 


функц! И ОТЪ 3, И 55, такъ какъ ф (5) ичр (=) содержать 2 ==—", 


р: 

2 
самое большее, въ и-ой степени; кромЪ того, это однородныя 
многочлены (формы) изм$ренйя #2, ибо каждый членъ 2*, 
входяпий въ $(з) или (2), при умножени обоихъ членовъ дроби 
ф (=) | 8 О п 2 
— < На 5,” обращается въ 2.”.|—| =2, 2, т. е. въ членъ 
р (=) 25 
и-го измзревюя. 


Теперь намъ предстоитъ, посл довательно 


прим$няя оба введенныхъ вспомогательных = 


средства — изображене на комплексной сфер и однородныа 
координаты, изучить во вс%хъ подробностяхь су 
функц!ональную зависимость между 2 и ‘а, (котО- 
рую устанавливаетъ уравненте (1). Эта задачао будеть 
рфшена, если мы сумЪемъ составить себ полное прёдотавлно 
о конформномъ сопряжен!и между сферой = и Римановой поверх- 
ностью на сфер% зо. 5% У 


А СУ 
\» 
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ее 


Но здесь прежде всего возникаетъ вопросъ о характер 
и положен1и точекъ развф твления на поверхности 
Римана. Я напомню, что и-кратной точкой развзтвле- 
н1я называется такая точка, въ которой сходится и-- 1 листовъ. 
Такъ какъ зи является однозначной функщей 3, то положене 
точекъ развЪтвлевя будетъ намъ изв$стно, если мы будемъ знать 
соотвфтетвующя имъ точки на сфер$ 5; я буду называть ихъ 
просто „зам $ чательными“ точками сферы =. Имъ тоже 
соотвЪтетвуетъ изв$стная кратность, равная кратности сопря- 
женныхъ съ ними точекъ развЪтвленя. Я приведу безъ подроб- 
наго доказательства теоремы, разр шаюция эту задачу. При 
этомъ я предполагаю, что эти, собственно говоря, довольно простые 
факты изъ области теори функций въ общемъ вамъ знакомы, 
хотя, быть можетъ, и не въ той однородной координаши, которой 
я здфеь отдаю предпочтене. Абстрактныя вещи, о которыхъ я 
сейчасъ буду говорить, получатъ позже въ ряду примфровъ кон- 
кретный наглядный образъ. 


Начнемъ съ небольшого вычислен1я, которое дастъ намъ 


5 


4 
натахъ! Продифференцируемъ уравнентя (3): 


аналогъ производной въ однородныхЪъ коорди- 


и: — аи _ фаф — фаф 


5 5 Э 
Я па (3') 
Но 

4ф = ф, 4: -Е Ф»› 4%», 

р ==4р, 4. ч4, 45ь, 

Г. 
ГлЪ | «А 
дФ (21 ‚ 35) юм дф (3: ‚ 55) 2 
Ее И т о’ 


ыы др (2, ) 2) 


т  Заь 
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Съ другой стороны, по теорем Эйлера объ однородныхъ 
функщяхъ степени и, имемъ: 


Фа - 21 -- Ф>.2, == ИФ, 
Ч... 4.5. =и4ф. 


Поэтому числитель въ правой части равенства (3”) можно пре- 
образовать слфдующимъ образомъ: 


фаф | 1 | фаз: -Е фа „аз -- р.» | 


ар—вар-= |“ 
у Уж ф р | ф р. 2 | Ф1= —- ФоЗо ‚ 121 —- ро |’ 


что, по теорем о перемножеши опред$лителей, равняется 


1 |4: Ф- | | Фе 4) 
7? | 4 | ` | 2: 55 


Поэтому соотношене (3’) принимаетъ такой видъ: 


0. — 201405 852, — 21485 


Е мя "(Фа — ФФ). 
ь 


Это — основная формула въ однородной теор1и на- 
шего уравнен1я; въ качеств8 опредфляющаго выра- 
жения для всего послЗдующаго является функц1ональный 
опред$ литель 4,4. —Ффыр, формъ фич. Ером$ этого 


|: 
множителя, справа входить дифференщалъь отъ , а слЗва 


2 


20 $. 
дифференщалъь отъ > а такъ какъ для конечныхъ значенй 


у 
перем&нныхъ 5 и 2 замфчательныя точки получаются, какъ из- 
#3 . 20 А, 
въстно, изъ уравневя —— ==0, то становится ясной слфдующая 


И 
теорема, строгаго доказательста которой я не могу зд$сь излагать < 
каждый и-кратный корень функц1ональнаго опре 
двлителя является зам $ чательной точкой Зв-ой 
кратности; другими словами, ей соотвфтолвуеть 
и-кратная точка разв$ твлен1я Римановой. \ поверх- 


ности на сферЪ з. Главное преимущество этого ° правила, по 
ИХ о 


2 


ей 


< 


С: 


сравнению съ прежними, заключается въ томъ, что оно въ общей 
формулировк$ охватываетъ конечныя и безконечныя значения 2 и #9. 
Оно же даетъ точное указане относительно числа замЪча- 
тельныхъ точекъ. ЛЪйствительно, 4 производныя, входяния 
въ функциональный опредлитель, представляютъ собою формы 
(ий — 1)-го измренмя; поэтому самъ опредЪлитель есть форма 
(2и —2)-го измЪреня. А такой многочленъ всегда имъетъ какъ 
разъ 2и — 2 корня, если принимать во внимаве кратность посл$д- 


нихъ. Если поэтому а,, 4, ,..., а, обозначаюттъ зам ча- 
тельныя точки сферы хз (т. е. если ф,ф, —4,$, =0 
д. —@.,...,0(.), а м, М.,..-.. МыетТь ИЕ Пра о 


то сумма ПОСЛЬДнНихЪ 


1 Е м + *-- № =28—2. 
Этимъ точкамъ отвЪчаютъ, въ силу конформнаго отображеня, › 
точекъ развЪтвленя: 
Оз @Бы нае о, 


Римановой поверхности на сфер$ «; он расположены на 
поверхности изолированно, и въ нихъ въ круговомъ порядкВ 
сходятся соотвЪтственно и, ,4,..., М» лиестовъ. Но сл$дуетъ 
замътить, что нз сколько различныхъ такихъ точекъ 
разв$ твлен1я могутъ лежать надъ одной и той 
же точкой на сферЪ +, такъ какъ изъ соотношевня 
_— $(=) 
4(=) 
одно и то же значене 2. Надъ такой точкой окажется тогда 
нЪсколько различныхъ взаимно изолированныхъ группъ листовъ,— 
такихъ, что листы каждой группы въ этой точк$ склеены между 
собой. Тавя точки на сферз хх мы будемъ (въ отличие отъ то- 
чекъ развЪтвлен1я на сфер$ =) называть мЁ8ёстами развзт- 


длЯ 8 =а,,..., а, можетъ получиться н$Феколько разъ 


влен!1я и будемъ обозначать ихъ черезъ „4, Б, С,...; исто 
такихъ различныхь м%стъ развФтвлен1я можетъ, такимъ ‘обра- 
зомъ, быть меньше #.. У 


Теперь мы построимъ поверхность. ФИ Мана, 0 
которой по имфющимся пока у насъ даннымъ мы ы можемь ИМЪТЬ 
лишь весьма расплывчатыя представленя, та нь образомъ, 
чтобы она получила боле нагл «Аня ВИДЪ. СЪ 
этой цзлью проведемъ на ера черезъ м$ста 

«У 


179 


разв твлен!я „4, Б, С,... замкнутую лин1ю /, безъ 
кратныхъ точекъ возможно простого вида; заштри- 
хуемъ одну изъ ограниченныхъ ею частей сферы 
въ отлич1е отъ другой (рис. 20). Во веБхъ примЗрахъ, 
разбираемыхъ нами ниже, всЪф точки „41, Б, С,... дЪйствительны ; 
въ этомъ случаЪ естественно взять за лин!ю / мерид!1анъ 
вещественныхъ чиселъ, такъ что наша сфера распадется 
на двЪ полусферы. 

Возвращаясь къ общему случаю, замЪтимъ, что каждый 
листъ} Римановой поверхности перекрещивается съ другимъ ли- 
©томъ, связаннымъ съ нимъ вдоль разр$за или линйи раз- 
вЪътвлен1я, соединяющей двЪ точки разв твленя. Какъ извЪстно, 
Риманова поверхность, по суще- 
ству. остается неизмЪнной, когда 
мы такую линю какъ- либо по 
ней перем щаемъ, если при этомъ 
концы ея остаются неподвижными, 
—другими словами, если т% же 
листы скрфилять между собой 
вдоль иныхъ линий, соединяющихъ 
ТЪЬ же точки. Въ этой изм$няе- 
мости заключается большая общ- 
ность, но въ то же время и 

Рис. 90. большая трудность идеи поверх- 

ностей Римана. Чтобы придать 

нашей поверхности опред$ленный видъ, легко допускающий кон- 

кретное прелоравлену, сдвинемъ вс$ лин!и разв Зтвле- 

н1я такимъ образомъ, чтобы вс$ он$ лежали надъ 

построенной выше лин1ей /, проходящей черезъ 

вс$ точки развЪ твлен1я; при этомъ надъ однфми частями 

лиши /, можетъ, конечно, лежать по н®околько ли Й развЪтвления, 
а надъ другими частями лиши /, можетъ ихъ вовсе не быть. < 

Теперь разр жемъ вс листы вдоль этой лин” 
Г. Въ виду того, что мы уже раньше помфстили всЪ лини фаз- 
втвлеюмя надъ лишей /. и теперь производимъ Вдоль < ВбВхЪ 
ихъ разрЪзы, наша Риманова поверхность раста. 
Дается на двЪ группы пои и то ъ“, совер- 


шенно свободныхъ отъ развётвлен1 и Е 
АСУ 


хо 


и 
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женныхъ надъ каждой изъ Двухъ частей сферы, 
ограниченныхъ лишей /.. Соотв$тственно тому, какъ мы 
условились выше различать 0обЪ части сферы, мы будемъ гово- 
рить о И „заштрихованныхъ“ и ой „незаштрихован- 
ныхъ“ полулистахъ. Теперь мы можемъ такъ описать 
строен1е первоначальной Римановой поверхности: 
каждый заштрихованный полулистъ былъ на ней 
окруженъ исключительно незаштрихованными 
полу листами, съ которыми онъ встрЪчался вдоль 
лин1й, расположенныхъ надъ частями 1/65, БС. ... 
лин1и /: аналогично этому, каждый незаштрихо- 
ванный полулистъ былъ окруженъ вдоль такихЪъ 
отр%зковъ кривой одними лишь заштрихованными 
полулистами. Но боле, ч$мъ два полулиста, встр$- 
чаются только въ точкахъ разв твления, а именно 
въ и-кратной точк$ разв твлен1я сходятся попс- 
ремфнно какъ разъ и--1 заштрихованныхъ и и--1 
н‹езаштрихованныхЪ полулистовъ. 

Въ виду того, что посредствомъ нашей функщи (=) сфера 
= взаимнооднозначно сопряжена съ Римановой поверхностью 
на сферЪ , то возможно сразу перенести на первую найденныя 
соотношен1я связности: въ силу непрерывности, 2и полу- 
листамъ поверхности соотв 5 тствуютъ 2я взаимно- 
свя занныхъ областей =, которыя мы назовемъ со- 
отвЪ тственно заштрихованными и незаштрихо- 
ванными полуобластями; он$ отд ляются одна отъь 
другой ий кривыми, въ видЪ которыхъ И-значвая 
функц1я = (2) изображаетъ на сфер$ = каждую изъ 
частей РВБ, БС,... линии 2. Каждая заштрихованная 
полуобласть соприкасается вдоль такихъ кри- 
выхъ исключительно съ незаштрихованными и о- 
луобластями, и наоборотъ; только въ и-кратной 
зам чательной точк& сходятся больше, Ч м2 по- 
луобласти, а именно и--1 заштрихованныхъ И 
столько же незаштрихованныхъ. © 

Это подраздзлене сферы = на области послужить НАМЪ КЪ 
тому, чтобы просл$дить во веЪхъ деталяхъ „ходь функ 2 (5%) 
для нЪкоторыхъ простыхъ и характерных ъ прим $ ровъ. 
Начнемъ съ самаго простого примЗра. е 
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1. Двучленное уравнение 
2" =. (1) 


Какъ извЪстно, формальное рЪшене этого уравненя полу- 


п 
чаютъ, вводя знакъ корня или радикалъ: а= Ум; но отъ 
этого мы не много выигрываемъ въ смыслЪ знаня функцтональ- 
ной зависимости, связывающей зи 9. Поэтому станемъ поступать 
согласно нашему общему пр!ему: вводимъ однородныя перем$нныя : 


и составляемъ функщональный опредзлитель числителя и знаме- 
нателя правой части: 


[| вхо 
к ыы Л 


ИА, ^^ 


Для этого опредЪлителя 5, =0 и з, =0— или, въ неоднородной 
формЪ, = =0 и 3— < — представляютъ корни (и —1) -ой 
кратности; ел$довательно, известны вс зам $ чательныя 
точки съ общей кратностью 2и — 2. Но согласно нашей общей 
теорем$ въ соотв$тственныхъ, въ силу зависимости 10 = =”, м%- 
стахьъ =0 и ш=< лежатъ единственныя точки 
разв$твлен1я поверхности Римана на сферф о, и 
при томъ кратность той и другой равна И — 1, такъ что въ 
каждой изъ нихъ сходятся циклически вс и листовъ. Отмфтимъ 
лин1ей / мерид!анъ вещественныхъ чиселъ на 
сфер$ 2 и разрЪжемъ вс листы Римановой поверхности вдоль 
этого меридана, сдвинувъ предварительно ливи развётвления 
соотв$тетвеннымъ образомъ. Изъ 2и полусферъ, на которыя рас- х у 
падается при этомъ поверхность, представимъ себБ заштрих 95° ©” 
вайными т, которыя расположены надъ задней половиной 
сферы х и которыя, слфдовательно, соотвётетвуютъ значеняжеь 20 
съ положительной чисто-мнимой частью. На меридан® раздичаемь 
полумерид1анъ положительныхъ вещественных ъ 
чиселъ (сплошная линя на рис. 21) и полумеридань отри- 


о “м7 У 


цательныхъ чиселъ (пунктирут,). ^СУ 
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Теперь изсл$дуемь изображения этой мерид!1аналь- 
ной лин!и А на сфер$ =-овъ, производяния характеристи- 
ческое дфлене послфдней на полуобласти. Вдоль положительнаго 
полумериллана 2 =—=7, при чемъ у пробфгаеть рялъ значешй 
отъ 0 до со. Поэтому, на основаши извЪетной формулы изъ тео-. 
рии комплекеныхъ чиселъ, находимъ: 


ИЯ 


2х... 2% 
аа 08-7 зт—— ‚ ГВ =0.1,....И— 1. 


Эти значен1я = заполняютъ, для различныхъ А, 1$ полуме- 
рид1аны сферы 2, которые составляютъ съ полу- 
мерид1аномъ положительныхъ вещественныхъ 
ты 47 2(и—1)л 
чиселъ углы 0, —, —..., —___—__——_. Такимъ образомъ, эти 
ип и 

лини соотвЪтетвуютъ той половинф /., которая изображена 
сплошной лишей. Аналогично этому на отрицательномъ полуме- 
риманЪ сферы надо положить = —и==7.е”, гдЪ снова 
0 =и-== со; это даетъь: 


7% 
Е! > 


} (< зав 


гдф В =0,1,....И—1. Эти значеня 4 
заполняютъ и полумерид1ановъ м 
— 
шара 2 сь „географическими ` 
\ 
«к п Ззл (2и—1л \ 
долготами“ у о, 
ип и 


которые, такимъ образомъ, | 
дфлятЪъ пополамъ углы между 


предыдущими полумерид!а- и 
нами. Такимъ образомъ, сфера 3 Е е5 
распадается на 2и равныхъ Рис. 21. ии 
двусторонниковъ съ верши- 5$ 


нами въ сфверномъ и южномъ полюсь < Иодобно тому, 
какъ надрёзаютъ апельсинъ. Это подраздвлен!е\ Б точности с00т- 
взтетвуеть общей теорли; въ частности, ес въ замфчатель- 
ныхъ точкахъ— въ обоихъ полюсах —вотрёчаются болЪе, чфмъ по 
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дв полуобласти, а именно по 2и, что соотвфтствуетъ крат- 
ности и — 1. Что же касается распред$лемя заштрихован- 
ныхъ и незаштрихованныхъ полуобластей, то необхо- 
димо опредзлить относительно одной какой-нибудь полуоб- 
ласти, слфдуетъь ли ее заштриховать или нфтъЪ; тогда остальныя 
полуобласти придется заштриховать черезъ одну. Если смо- 
трзть на заштрихованную половину сферы 2 (т. е. на заднее 
полушар1е), то видимъ, что сплошная часть ея периферли лежитъ 
вл$во отъ насъ, а пунктирная вправо. А такъ какъ мы имфемъ 
дфло съ конформнымъ отображенемъ безъ переворачиван1я угловъ 
(или „прямымъ“ конформнымъ отображенемъ), то и каждая 
заштрихованная пол уобласть на сфер$ = должна 
быть такъ расположена, что сплошная часть огра- 
ничивающей ее лин1и лежитъ сл3Зва, а пунктирная 


Случай и = 4. 
Рис. 22. Рис. 93. 


часть справа. Это даетъ намъ полное знаюме распредЪленя 
полуобластей на сфер$ =. СлЪдуетъ обратить внимане на ха- 
рактерное различе въ распред$лени областей на обфихъ поло- 
винахъ сферы 3, въ зависимости отъ того, есть ли и четное 
или нечетное число, какъ это видно на рис. 22 и 23 для слуху 
чаевь и=зи н=4. о 
Хочу обратить ваше внимаве и на то, насколько ДФИ ОтВИ- 
тельно необходимо перейти къ комплексной сфер для 'наго 
пониман1я положенмя вещей; въ случа комплексной п 161 КОСТИ 
мы получили бы подраздфлеше ея на прямолинейно: ограниченные 
секторы, съ вершинами въ начал$ координатъ, и : представляло 


бы далеко не такимъ нагляднымъ то обстоятельство, чт 2 = 
че? 


{®) 


со, 
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какъ замфчательная точка, и 0 == со, какъ точка развЪтвленйя, 
имъютъ то же значене, что и точки 2 =0 и 0==0. 


Теперь мы имфемъ основу для полнаго познаня функцю- 
нальной связи между 5 и 1; остается только изучить конформ- 
ное отображен1е каждаго изъ 2и сферическихъ 
двусторонниковъ на ту или другую полусферу 1. 
Но я не стану здЪеь входить въ разсмотрзн1е этого вопроса; вся- 
кому, кому вообще приходилось имфть дЪло съ конформнымъ ото- 
бражеюнемъ, этотъ случай знакомъ, какъ одинъ изъ простЪйшихъ 
и въ высшей степени наглядныхъ примЪровъ. Къ способамъ чи- 
сленнаго опредзлен1я = намъ еще придется вернуться ниже. 

Теперь же займемся важнымъ вопросомъ о взаимномъ со- 
отношени между отдфёльными однородными полу- 
областями на сфер» 2. Точн%е говоря: 20 = 2" принимаетъ 
одно и то же значен1е въ соотв$тственныхъ точкахъ всЪхЪ И за- 
штрихованныхъ областей; не выражаются ли отв8чающя этимъ 
точкамъ значешя 2 простымъ образомь другъ черезъ друга? 
ДЪйствительно, мы сразу видимъ, что для 2’=2.8, ГВ  000- 
значаеть какой-нибудь изъ корней и-ой степени изъ единицы, 
всегда 2” ==2”, т. е. № = 3" принимаетъ одно и то же 
значен!е во всЪхЪъ и точкахъ: 


2л 


в’ —е”.85 (№=0.1%.. зе 


Поэтому эти и точекъ распред$лены какъ разъ между вофми и 
заштрихованными областями и пробфгаютъ по каждой изъ нихъ, 
когда = движется по одной какой-нибудь; то же имЗетъ мЪето и 
для незаштрихованныхъ областей. Но каждая подстановка вида 
(2) обозначаетъ геометрически вращен1е сферы = около 


27 
вертикальной оси (0, <) на уголъ Р-—, такъ какъ въ 
й 


комплекеной плоскости, какъ извфстно, умножене на е- ‚С ИЗО- 
ОР © 


бражаетъ вращее около начала на уголъ ег < Гакимъ 
образомъ, соотв тственныя точки нащихь сфери- 
ческихъ областей, какъ и самыя о пасти, пере- 
ходятъ другъ въ друга при я такихь вращен1яхЪ 
около вертикальной оси. АСУ 


“у 
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Поэтому, если бы мы заранфе могли опредЪлить хоть одну 
заштрихованную область сферы, то это зам чане дало бы намъ 
и остальныя однородныя области. При этомъ прим$- 
няется только то свойство подстановокъ (2), что он преобра- 
зовываютъ уравненте (1) само въ себя (т. е. уравнене 


/ 


2" —= 0 превращаютъ въ 5”” =) и что число ихъ совна- 
даетъ со степенью уравнентя. Въ дальнЪйшихъ примф- 
рахъ мы всегда будемъ имфть возможность заранЪе указать тавя 
линейныя подстановки и постоянно будемъ пользоваться ТЬМЪ 
существеннымъ упрощенемъ, которое благодаря этому вносится 
въ разр$фшене вопроса о подраздълени на области. 


Теперь мы воспользуемся нашимъ примвромъ для выяснен1я 
одного важнаго поняття весьма общаго характера, 
а именно понят!1я неприводимости въ приложении 
къ уравнен1ямъ, которыя рац1онально содержатъ 
одинъ параметръ 10. О неприводимости уравневй съ ращю- 
нальными числовыми коэффищентами мы уже говорили по по- 
воду построеная правильнаго семиугольника. Уравнене /(=,) = 
(наприм$ръ, наше уравнене: =” — и = 0), въ которомъ Д2, 5) 
представляетъ многочленъ, цълый относительно 2, 
и коэффиц!енты котораго являются рац!оналрь- 
ными функц!1ями отъ ©, называется приводимымъ 
по отношен!ю къ параметру з, если 7 разлагается 
на произведен1е двухъ многочленовтъ того же рода: 


1(3, №) = Л (2, 8). (=, 9); 


въ противномъ случа уравнен1е называется не- 
приводимымъ относительно 10. Все обобщенле, по срав- 
неню съ прежнимъ понятемъ, сводится къ тому, что подъ 
„областью рац!ональности“, въ которой мы оперируемъ и 


емыхъ многочленовъ, вм $ сто совокупности во хъ рацту* 
нальныхъ чиселъ теперь мы понимаемъ гово у и- 
ность вофхъ рацтональныхъ функц!й одного а ра- 
метра 2; мы переходимъ, такимъ обра ОТЪ 
точки зр$фн1я чистой теор1и чиселъ в" чкЪ 3зрз- 


ок ох У 


н1я теор!и функцЕй. АХ 


© 


къ которой должны принадлежать всЪ коэффищенты разсматрива> >) 
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Реализуя всякое уравнене /(2,2)==0 поередетвомъ его 
Римановой поверхности, можно установить простой критер1й 
приводимости въ этомъ новомъ смыслЪ. Въ самомъ 
ДЪЛЪ, если уравнен!е приводимо, то всякая пара значей 2 | &, 
удовлетворяющая ему, должна обращать въ 0 либо /, (2,1), либо 
1. (2,1). Но ршевшя уравнешй },=0,/,==0 изсбражаются ихъ 
Римановыми поверхностями, которыя не имЪфютъ между собой 
ничего общаго и не представляютъ одного связнаго пфлаго. Сл?- 
довательно, Риманова поверхность, принадлежащая 
приводимому уравнен1ю /(2,&)=0 должна распа- 
даться, по крайней м5 рф, на дв отд льныя части. 


Поэтому мы можемъ теперь сразу же утверждать, что 
уравненуе =” — =0 неприводимо въ смыслЪ тео- 
р1и функц!й. Въ самомъ дЪлЪ, въ каждой точкЪ развЪтвленйя ея 
Римановой поверхности, которая намъ въ точности извЪетна, ци- 
клически связаны между собой всЪ и листовъ, и, кромЪ того, вся 
поверхность отображается на сплошной сферЪ =; поэтому о рас- 
падении на части не можетъ быть и рЪчи. 


Въвид$ приложен!я, мы можемъ теперь за- 
няться разр$ шен1емъь одной уже раньше затро- 
нутой популярной математической проблемы, а 
именно — задачи о разд$ лен!и любого угла ф на и 
равныхъ частей, въ частности— для и=3 — задачи 
о трисекцти угла. Задача состоитъ въ томъ, чтобы найти 
точное построенте съ помощью циркуляи линейки, 
которое давало бы дълен1е любого угла ф на три 
равныя части. Для цзлаго ряда спец1альныхъ значен!й угла 
ф легко можно найти такля построен1я. Я хочу познакомить васъ 
съ ходомъ мыслей въ доказательств невозможности трисекщи 
угла въ указанномъ смысл; при этомъ я попрошу васъ вспомниуь 
доказательство невозможности построеня правильнаго семиутоль- 
ника съ помощью циркуля и линейки. Какъ и въ то гк Доказа- 
тельств$, мы сведемъ задачу кь неприводимо м СЕ убиче- 
скому уравнен1ю и затЪмъ покажемъ, что о ето” невозможно 
р®шить посредствомъ однихъ только извлеченй й квадратнаго корня. 
Но только теперь въ уравнен!е будетъ ВХОДИТЬ ‘п араметръ — 
уголъ ф, — тогда какъ раньше коэффиц биты были цфлыми чис- 
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лами: соотв тетвенно этому, теперь вмЪето числовой 
должна оказаться функц!ональная неприводи- 
МОСТЬ. 


Чтобы получить уравненше нашей проблемы, представимъ себЪ, 
что при положительной полуоси вещественныхъ чиселъ построенъ 
уголъ ф (рис. 24); тогда его вторая сторона пересЁчетъ окруж- 
ность радйуса 1 въ точкЪ 
20 = © — с08ф | 23 ф. 


Наша задача сводится КъЪ 
тому, чтобы найти такое 
независимое отъ величины 
угла ф построете, состо- 
ящее изъ конечнаго числа 
операий съ циркулемъ и 
линейкой, которое всяюй 
разъ давало бы точку пере- 
сфчен1я этой окружности со 


Рис. 24. стороной угла ы ‚т. е. точку 
‚. 
3 о. © 
® == @ = СФ ь #51 —. 
08 + Е. 


Это значене з удовлетворяетъ уравненю 
— 08 ф -- #5тф, (3) 


и аналитичесяй эквивалентъ нашей геометрической задачи со- 
стоить въ томъ, чтобы р шить это уравнен1е посред- 
ствомъ конечнаго числа посл$ довательно извле- 
каемыхъ одинЪ изъ другого квадратныхъ корней, 
изъ рац1ональныхъ функц!й отъ созф и 11 ф, — ибо 
это суть координаты точки , изъ которыхъ мы должны жеХодить 


р Х. 


ку 


при нашемъ построени. < 
‹ СУ 
Прежде всего надо убЪфдиться въ томъ, <” уравне- 
н1е (3) неприводимо съ точки ржу! я теор1и 


функц1й. Правда, это уравнене не вполн® доходить ПОДЪ ТОТЪ 


д 
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типъ уравневй, который, мы имЪли въ виду въ предыдущихъ 
общихъ разсужденяхъ: вмЪфето ращюонально входящаго ком- 
плекснаго параметра & здЪеь ращонально входятъ двЪ функ- 
щи — косинусъ и синусъ-—— вещественнаго параметра ф. 
Будетъ естественнымъ развитемъ нашего понятля, если мы на- 
зовемъь здфсь многочленъ 23— (с0зф - #з1ф) приводи- 
мымъ при томъ условти, что онъ распадается на 
многочлены относительно =, коэдффиц1енты кото- 
рыхъ тоже являются рац1ональными функциями 
отъ с03ф и зтф. Можно дать критерй понимаемой въ этомъ 
смысл приводимости, вполн* подобный прежнему. А именно, 
если ф въ равенств® (3) пробЪгаетъ всЪ вещественныя значенйя, 
ТО 20 —= е® == с0$ ф + :3тф обфгаетъ въ то же время окружность 
ралуса 1 въ плоскоети &, которому въ силу стереографической 
проекщи соотвзтетвуетъ экваторъ на сфер$ &. Лившя, лежащая 
надъ этой сферой на Римановой поверхности уравнен1я 33==1 и 
одновременно пробЪгающая всф 3 листа, уравнешемъ (3) вза- 
имно-однозначно отображается на окружности радуса 1 сферы 
3-ОВЪ И ПОЭТОМУ можетъ быть, въ извфстной сетпени, названа 
его „одномфрнымъ Римановымъ образомъ“. Ясно, 
что подобнымъ образомъ можно для всякаго уравненля вида 
[(3 , с0оз ф,зш ф) = 0 построить такой Римановъ образъ; для этого 
нужно взять столько экземпляровъ окружностей съ радусомъ 1 
и съ длиной дуги ф, сколько корней имфетъ уравнене, и с0- 
единить ихъ въ одно цфлое соотвфтственно связности корней. 
ДалЪе заключаемъ, совершенно подобно прежнему, что уравне- 
н1е (3) только тогда могло бы быть приводимымъ, 
если бы его одномф$рный Римановъ образъ распа- 
дался на отдЪльныя части; но`въ данномъ случа это не 
имфетъ м$ста, и потому неприводимость нашего уравне- 
н1я (3) доказана. к 


Прежнее доказательство того, что всякое кубическое. ‚урав 
нен1е съ рашщональными численными коэффищентами, разра вимое 
посредствомъ ряда извлеченй квадратнаго корня, является при- 
водимымъ, можетъ быть буквально перенесено на настоящий слу- 
чай неприводимаго въ функщональномъ смыел$ уравненя (3) =), 


 . ‚90° 


С “и у 


*) См. часть [ этихъ лекций (Ариеметика) СУ 
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стоитъ только вмЪето словъ „ратщональныя числа“ говорить 
каждый разъ „ращональныя функши оть созф и эпф“. ПослЪ 
этого является вполнЪз доказаннымъ наше утвер- 
жденте о томъ, что невозможно выполнить посред- 
ствомъ конечнаго числа операц!й съ циркулемъ и 
линейкой дБлен1е на три части произ вольнаго 
угла ф; такимъ образомъ, всф старан1я людей, занимающихся 
трисекщей угла, обречены на взчную безплодность! 

Теперь перейдемъ къ разсмотрЪн!ю нЪеколько болЪе сложнаго 
прим*ра. 

2. Уравненте д1эдра. 


Такъ называютъ слфдующее уравнене: 


1 1 


основан!е же для такого названя будетъ выяснено ниже. Умножая 
на 2”, находимъ что степень этого уравнения равна 2м. 
Вводя однородныя перемЪнныя, получаемъ: 


" 2 р) 
01 ское, р 


. п п ) 
0 28”. 35 


злЪеь дЪйствительно числитель и знаменатель представляютъ 
формы измфреня 2и. Ихъ функцюнальный опредЪлитель равенъ 


2-2?” „За 4 
— Дия —1 = 2 2 
—4и сы Зь (21 №. я п ). 
Об” 12" Зв 


Прежде всего, онъ имЪетъ корни 5, = 0 и .==0, каждый (и — 1)-ой 
кратности; остальные 2и корней получаются изъ уравненя: 


_ 
в 
212" — 35" =0, или (=) = Не. . < 
бо © 
©У 
о ее 
Еели ввести наряду съ корнемъ и#-0и степени изъ ИЕН 
21л © 
"У «$ 
ЗЕЕ о 
Е И \ 
«о р 


которымъ мы пользовались уже выше, еще и`сяфдующ и-ый 
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корень изъ — 1: 


— = И 
—® 


—= 5’. &" (7=0,1,...#— 1), 


| .. 

такъ что соотвфтетвуюцщия значеня г ==" имфютъ каждое модуль 
8 

1 и поэтому расположены на экваторЪ = (соотв$тетвующемъ 

окружности радтуса 1 на плоскости 5), а именно на одинаковыхъ 


ь Я 
угловыхъ разстояюпяхЪ — одно отъ другого. Итакъ, мы находимЪъ 
и 


слЪдующпя зам $ чательныя точки на сфер$ 3: южный 
полюсъ 8=0 и сЪверный полюст == <®0, каждый съ 
кратностью # — 1; 2и точекъ на экватор 2=#', #'.з”, 
каждая съ кратностью 1. 

Сумма всфхъ кратностей равна 2. (и — 1)  2и. 1 =4и—.2, 
какъ того требуетъ общая теорема (стр. 178) при степени Зи. 
Въ силу уравнен1я (1) замЪчательнымъ точкамъ 2==0, со на 
сфер$ х отвЗчаетъ точка & = со, всЁмъ точкамъ 5 == =” — точка 
40 = 1 и, наконецъ, ве$мъ точкамъ 8 == г’. & — точка 2 = — 1. 
Поэтому на шарЪ  имЪется только 3 м%ста развЪтвле- 
н1я: <, 1, —1, чо зато расположены надъ 


я —=с<о ...2 точки разв твлен1я кратности и— 1 
1 —=-1...и точекъ разв$ твлен!я кратности 1. 
# —=—1...и точекъ разв$ твлен1я кратности 1. 


Такимъ образомъ, изъ 2и листовъ поверх ности Ри- 
мана ВЪ ТОЧЕК №=< циклически сходятся об$ 
А по и листовъ а въкаждой изъ точе% 

= {Ти = —1 и разъ по два листа. Детали рабполо- 
жевля этихъ листовъ предетавятся нягляднфе, если р г(иВучимъ 
соотв $ тствующее подразд$ лен!е сферы = па полу- 


области. <” 
\ 
Для этого полезно знать, какъ замфчено вые, т$ линей- 


ныя подстановки, которыя прозр уравненте 
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(1) само въ себя. Прежде всего оно остается неимЁннымъ, 
подобно двучленному уравненю, при # подстановкахъ: 


ал 


8'—=8”.8 (г=01,9,.... м ПВ Ее ыы т 


такъ какъ при нихъ 5” =2”. Точно такъ же оно переходить 
само въ себя при слфдующихъ и подстановкахъ: 


в. (и=0,1,..., — 1), (2°) 


1 
такъ какъ онЪф только обмфниваютъ мЪетами =” и г Итого, мы 


имъемъ 2и линейныхъ преобразований уравнен1я (1) самого въ 
себя, т. е. какъ разъ столько, сколько едиництЪ въ 
степени уравнен!я. Поэтому, зная при н%®которомъ значе- 
ни & одинъ корень 2, уравненя, можно сразу получить вс 


у 


м. 8 
2и корней: ='.25 и — (/=0,1,....иИ— 1), если только изв$отенъ 
20 


корень 7-ой степени изъ 1. 

Теперь перейдемъ къ изслдован!ю того под- 
раздф5лен!я сферы =, которое соотв тствуетъ раз- 
р%3зан1ю Римановой поверхности на сфер% # вдоль 
вещественнаго мерид1ана; при этомъ мы будемъ различать 
на вещественномъ мериманЪ сферы 1, какъ и въ предыдущемъ 
примЪ$рЪ, отрЪзки, опредзляемые тремя точками развЪтвленя, а 
именно: отъ {1 до с® (еплошная лин!я), отъ со до — 1 (пунк- 
тиръ изъ точекъ), отъ —1 до--1 (пунктиръ изъ черточекъ) (см. 
рис. 25). Каждому изъ этихъ трехъ отр%№зковЪъ на 
сфер$ 2 отв чаетъ по 2и различныхъ криволиней- 
ныхъ отр$зковъ, которые вс получаются изъ 
ОДНОГО ИЗЪ НИХЪ СЪ ПОМОЩЬЮ Зи Линейныхъ подста- Ку 
НОВОКЪ (2); поэтому достаточно опредфлить каждый разъ 9 < 
ложон1е одного изъ нихъ. Съ другой стороны, вс эти отрезки 
должны соединять зам чательныя точки 2 = 0,с®, #", #.. =", ‘Жоторыя 
мы прежде всего отм$чаемъ на сфер»Ъ =; аналогично предыдущему 
случаю, изображен!е этихъ отр$зковъ н$фсколько различается въ 
зависимости отъ того, есть ли и четное или нече: р число. Для 
насъ достаточно будетъ наглядно представить. абы одинъ какой- 
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нибудь опредфленный случай. —напримЪръ, и =6. Рис. 25 изо- 
бражаетъ въ прямоугольной проекщи переднюю сторону сферы 3; 
на немъ видны изъ точекъ =", лежащихъ на экватор на раз- 
стояни въ 60° другъ отъ друга, начиная слЪва, точки #3 = — 1, 
81, 83, &6 =], а изъ точекъ :#'.=, расположенныхъ посрединЪ 
между первыми, видны точки г’. 83, 5'. 81 —=— 1 .. 55. 

Я утверждаю, что квадранттъ (-- 1,со) веществен- 
наго мерид1ана = соотвё$ тствуетъ сплошной ча- 
сти 1 1<#«-- с мерид!ана . ДЪйствительно, если по- 
ложить 2 =х И давать / вещественныя значемя отъ 1 до ©ю, 


1 1 1 1 
ТО 10 — — п —= —| 
, (3 -] > а 


} будетъ принимать также воз- 


гэ ®.э) 
ео 
сэ 
4: я 2% т +4 
| 
\ / 
\ й 
“ / 
ых я 
В и 
`` — 
и Е: Случай и = 6. СлЪва сфера «, справа сфера =. 


Рис. в. 


растающуя вещественныя значен1я отъ 1 до со. Изъ этой кривой по- 
лучаются и другихъ сплошныхъ кривыхъ на сфер = съ помощью 


и линейныхъ подстановокъ (2°), которыя, какъ мы знаемъ изъ пер- 
ваго примфра, изображаютъ вращене сферы около вертикальной 


27 4п 2(и—1лм 
оси (0, со) на углы —, а в, таким образомъ Мы 
7 с у 


о 


получаемь и четвертей мерид!ана, соединяющих» 

сЪверный полюсъ с съ точками =" экватора. Еще 

одну сплошную кривую мы получимъ, прим%няя, напримврт, под- 
ие ея 

становку =’ =, которая превращаетъ квадрантъ `уерилрана отъ-- 1 


з 


К 
До ©о въ нижнЙ вещественный квадрантъ мерил на, соединяющий 
АСУ 
“у 
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ОЕ 


точки - 1 и 0. Если подвергнуть и эту кривую веЪмъ вра- 


р 


т ‚у № 
щен1ямъ (2”),— соединеше этихъ вращенй съ 3’ == д\йетви- 
г. 


тельно даетъ всф подстановки (2”),— то получимъь еще и чет- 
вертей мерид!ана, соединяющихъ южный полюсъ 
съ точками экватора =”, такъ что мы дфйствительно по- 
лучаемъ 2и искомыхъ сплошныхъ кривыхъ, соотвфтствующихъ 
сплошной четверти меридлана 2. При и =6 эти кривыя соста- 
вляютъ три полныхъ меридлана, которые получаются изъ веще- 
ственнаго мерид1ана вращенемъ на 0°, 60°, 1205. 

Теперь мы можемъ убфдиться [въ томъ, что совокупность 
значешй 2==5'.у, глЪ у снова пробЪфгаетъ рядъ вещественныхъ 
значенй отъ { 1 до со, соотв$тетвуетъ части вещественнаго ме- 
ридлана 1, изображенной ‘точечнымъ пунктиромъ; въ самомъ 
дЪлЪ, уравнеше (1) даетъ при этихъ значешяхъ: 


и") =—5 ("+= 


слЪдовательно, 2 постоянно убываетъ отъ — 1 до — о. Ноз==е’. 7 
представляеть четверть мерид!ана отъ < до точки =’ 


на экватор; прим$няя къ ней снова подстановки (2“) и (2°), на- 
ходимъ, аналогично предыдущему, что части вещественнаго 
мерид1ана 2, отм$ ченной точечнымъ пунктиромъ, 
соотвф$ тствуютъ всф четверти мерид1ана, соеди- 
няЯюЮщЩ1я полюсы съ точками экватора =’.5”, такъ 
что эти мерид1аны дЪлятъ пополамъ углы между 
мерид1анами, которыми мы пользовались выше. 
Остается найти Зи криволинейныхъ отр%3зковт, со- 
отв тствующихъ полумерид1ану—1< < 1, от- 
м$ченному пунктиромъ изъ черточекъ; я докажу, 
что это суть какъ разъ отр%Ъ%зки, опред$ ляемые на эква- 


торъ изображаетъ точки съ модулемъ 1 и поэтому можеть ‚быть 
представленъ посредствомъ функщи 2==е®9, гдф ф принимаеть 
вещественныя значеня отъ 0 до 2л. Поэтому акс и 
равно 


1 1 
ие ненечоний 


© 
торз сферы 8 точками 5 и Е’. &'. Въ самомЪ ДЪлЪ, эквае°” 
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оно, дЪйствительно, остается всегда вещественнымъ и по модулю 
меньше 1, а именно принимаетъ по разу вс значения между + 1 


п 
и— 1, когда ф пробЪгаетъ дугу длиною въ = Т. е. одинъ иИЗЪ 


тъхь отр%зковъ, о которыхъ идетъ рЪ$чь. 

Опред$ ленныя такимъ образомъ кривыя раз- 
дъляютЪъ сферу = на 2.2и—вообще треугольной 
формы — полуобластей; каждая изъ нихъ ограни- 
чена тремя кривыми, по одной каждаго рода, и с0- 
отвф$тствуетъ одному изъ полулистовъ поверх- 
ности Римана. Только въ зам $ чательныхъ точкахъ 
сходятся вмЪ ст по н<-сколько областей, а именно, 
какъ это и должно быть По таблиц$ кратностей (стр. 190), въ 
сфверномъ и южномъ полюсахъ по 2.я, авъ каждой 
изъ точекъ и :.. 5” по 2.2. Чтобы опред$лить, какя изъ 
этихъ областей слЗдуеть заштриховать, обратимъ внимане на 
то, что граница задней полусферы , считая въ положительномъ 
направлени, состоитъ изъ сплошной, черточно - пунктирной и 
точечно - пунктирной кривой; въ виду конформности отображеня, 
слфдуетъь заштриховать вс тЪ полуобласти, у которыхъ три 
части периферли слздуютъ одна за другой въ такомъ же порядк®, 
вс же остальныя оставить безъ штриховки. 

Такимъ образомъ, мы получили полный геоме- 
трический образъ зависимости между зи 0, изобра- 
жаемой нашимъ уравнентемъ; этотъ образъ можно про- 
слЪдить еще дальше, подробнЪе разбирая конформное отображене 
отдЪльной треугольной области на полусфер$ , но мы не 
станемъ здфсь этимъ заниматься. Я хочу только описать 
эти результаты въ прим$нен1и къ случаю и==6, 
на которомъ мы останавливались выше. Въ этомъ случа сфера 
распадается на 12 заштрихованныхъ и на 12 ПОВЕТЕ ВЕ Ве 
треугольниковъ, изъ которыхъ на нашемъ рисункВ видно 410’ 6 
тЪхъ и другихъ. Въ каждомъ полюс$ сходится по 6 треугольни- 
ковъ того и другого рода, а въ 12 равноотстоящихт? Точкахь 
экватора по 2. Каждая область конформно отображаедея? ‘на такомъ 
же полулист$ поверхности Римана; послёдии, ‘соотефтетвенно 
группировк$ полуобластей, сопряжены по 6 полулистовъ каждаго 
рода надъ м$етомъ развфтвлеюмя со и по» 9 ‹каждаго рода надъ 


мЪстами развЪтвленя -{ 1. “СУ 
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Особенно удобный и, въ виду аналоги съ посл®дую- 
щимъ, особенно цзнный образъ дзлен1я сферы полу- 
чается такъ: соединяютъ прямыми каждыя двЪ сосфдн1я точки 


: и т 2л, 
дфлен1я экватора, отстоящая одна отъ другой на —— (напр., всф ="), 
и 


и зат$мъ каждую изъ нихъ съ обоими полюсами (рис. 26). Такимъ 
образомъ получаютьъ вписанную въ сферу двойную пи- 
рамиду съ и (на нашемъ рисунк$ 6) боковыми гра- 
нями у каждой изъ простыхъ пирамидъ. Если спроек- 
тировать сферу съ ея областями изъ 
центра на эту пирамиду, то каждая 
треугольная грань раздфлится своей 
высотой на заштрихованную и неза- 
штрихованную половину. Если принять 
эту двойную пирамиду за изображене 
дфлен1я сферы и, сл$довательно, нашей 
функщи, то она окажетъ намъ т% же 
услуги, какя представять правиль- 
ные многогранники въ нижесл$- 
дующихъ примЪрахъ. Мы достигнемъ Рис. 96. 

полной аналог!1и съ послБд- 

ними, если представимъ себф, что наша двойная 
пирамида сплюснута въ плоскость оснований, и 
станемъ разсматривать получающийся при этомь дважды по- 
крытый правильный #-угольникъ (шестиугольникъ), объ 
стороны котораго раздзлены прямыми, соединяющими центръ его 
съ вершинами и со срединами сторонъ, на 2и треугольниковъ 
каждая (рис. 27). Я всегда былъ склоненъ причислять 
этотъ образъ, называя его 
д1эдромът, къ 5 правильнымъ 


| 
\\ 


\ 


многогранникамтъ, которые 

известны со временьъ Платона. 

Лъйствительно, этотъ образъ удовле- Рис. 97. 5 
творяетъ всмъ услов1ямъ, при по- к 


хи 


мощи которыхъ обыкновенно опредфляютъ правильный огогран- 

никъ: всЪ% его ребра равны между собой (стороны правильнаго 

и-угольника), и углы его также равны между собой (углы и-уголь- 

ника); единственное разлише заключается ВЪ -ТОМЪ, что онъ не 
._. 
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представляетъ собой тЪла въ т$еномъ смысл слова, такъ какъ 
заключаетъ въ себЪ объемъ, равный 0. Такимъ образомъ, теорема 
Платона о томъ, что существуетъ только 5 правильныхъ много- 
гранниковъ, справедлива лишь въ томъ случа, если включить 
въ опредЪлене требован1е — всегда, конечно, молча подразумЗвае- 
мое, — чтобы многогранникъ былъ тЗломъ въ собственному 
смысл слова. 


Исходя отъ д!эдра, можно, очевидно, получить 
наше дфлен!е сферы, проектируя на сферу не только 
его вершины, но и средины его сторонъ и боковыя 
грани; поэтому его тоже можно разематривать, какъ пред- 
ставителя изображаемой нашимъ уравнен1емъ 
функц1ональной зависимости между и 2, такъ что 
это уравнене можно, какъ уже было указано, назвать уравне- 
н1емъ д1эдра. 


Теперь мы переходимъ къ упомянутымъ уже примЗрамъ, 
которые стоятъ въ самомъ тфеномъ отношеши къ правильнымъ 
тфламъ Платона. 


3. Уравнен!я тетраэдра, октаэдра и икосаэдра. 


Мы увидимъ, что два посл$дная уравневя мы могли бы съ 
такимъ же правомъ назвать уравнен1ями куба и додекаэдра, 
такъ что дёйствительно перебраны всЪ 5 правильныхъ тёлъ. ЗдЪсь 
мы пойдемъ по обратному пути, сравнительно съ предыдущимъ 
прим%ромъ: сперва мы выведемъ, исходя отъ правиль- 
наго тфла длен!е сферы на области и затЁмъ со- 
ставимъ соотв тствующее алгебрическое уравне- 
н!е, которое находитъ въ этой фигур$ свое геоме- 
трическое наглядное изображен!е. Но мн придется 
при этомъ часто ограничиваться намеками, и поэтому я съ саагу 
начала указываю вамъ на мою книгу: „Лекц1и объ икосаэд р8 
и о рё шен1и уравнен!Й пятой степени“ Топоров 
(фег аз Шозаедег ипа @1е Ап бзии 4ег С1е1свапоеп чо отец 
Стаде“, Гери 1884), въ которой вы найдете систематическое 
изложен1е всей этой обширной теорйи со вс%ми я приложенями. 

‚Я буду разбирать вс три случая паралл НО и начну съ 


дълен! я сферы на области для тетра. ра. 
“С 
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1) Тетраэдръ. Раздзлимъ каждый изъ 4 равностороннихъ 
треугольниковъ тетраэдра тремя высотами на 6 треугольнич- 
ковъ, которые по три конгруентны между собой, въ то время 
какъ 2 неконгруентныхъ треугольничка зеркально симметричны 
между собой (рис. 28). Въ результатв получается подразд$- 
лен1е всей поверхности тетраэдра на 12 конгру- 
ентныхъ между собой и 12 другихъ, тоже конгру- 
ентныхъ между собой, но зеркально равныхъ пер- 
вымъ, треугольничковъ; одну изъ этихъ группъ треуголь- 
ничковъ отмзтимь штриховкой (рис. 29). Что же касается 
угловъ этихъ треугольниковъ, то можно различать 3 рода ихъ, 
такъ что каждый треугольникъ имФетъ по одному углу каждаго 


рода: 


Рис. 98. 
Рис. 29. 


а) 4 вершины первоначальнаго тетраэдра, въ 
которыхъ сходится по 3 заштрихованныхт и по 3 
незаштрихованныхъ треугольника; 

Ъ) 4 центра боковыхъ граней, которые, въ свою 
очередь, образуютъ правильный тетраэдръ (противополож- 
ный тетраэдръ); въ нихъ сходится по 3 треуголь- 
ника каждаго рода, АУ 

с) 6 срединъ реберъ, образующя правильный ов 
таэдръ; въ нихъ сходится по 2 треугольника Жи ж- 
даго рода. 5 

Если спроектировать это д$лен!е на в УголЬ- 
ники изъ центра на описанную сферу’ послздияя 


раздЪлится на 2.12 треугольниковъ, отданиченныхь 


дугами большихъ круговъ; они пожере мфнно д: 


— 
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груентны и симметричны. Около каждой вершины рода 
а), Ъ), с) расположено соотвЪтственно по 6, 6, 4 равныхъ угла и, 
такъ какъ сумма угловъ на поверхности шара вокругъ точки 
всегда равна 2л, то каждый изъ нашихъ сфериче- 
скихъ треугольниковъ имфетъ въ вершинахъ аи ф 


п п 
углы з› а въ вершин$ с УГОЛЬ. 


Характерное свойство этого подразд$лен!я 
сферы заключается въ томъ, что оно— какъ и самъ 
Тетраэдръ— при н$которыхъ вращен1яхъ около 
центра переходитъ само въ себя. Вы легко можете 
представить себф это во всБхъ деталяхъ на модели тетраэдра, 
которую вы видите передъ собой и которую я взялъ изъ нашей 
коллекци моделей; но здЪсь я ограничусь тзмъ, что перечислю 
вс возможныя вращен!я, при чемъ къ нимъ всегда будетъ 
сопричисляться „движен!е“, оставляющее фигуру въ покоЪ, въ 
качеств „тождественнаго вращения“. Выберемъ какую- 
нибудь опред$ленную вершину первоначальнаго тетраэдра; вра- 
щен1емъ мы можемъ совмЪстить ее съ любой другой вершиной 
тетраэдра (и даже съ нею же самой), что даеть 4 возможныхъ 
случая. Оставляя же ее неподвижной въ одномъ изъ этихъ по- 
ложеншй, можно тремя различными способами совмЪстить тетраэдръ 
съ самимъ собой, а именно — вращая его на углы въ 0°, 120° 
или 240° вокругъ прямой, проходящей черезъ эту неподвижную 
вершину и черезъ центръ. Это даетъ въ общемъ 4.3==12 вра- 
щен1й, которыя переводятъ тетраэдръ или соотв$тетвующее 
дълен1е описанной сферы на треугольники въ самого себя. Посред- 
ствомъ такихъ вращеюнй можно любой заштрихованный (или не- 
заштрихованный) треугольникъ перевести въ любой другой за- 
штрихованный (соотвфтственно незалитрихованный) треугольнике; 
любое вращен1е вполнф опред$лено, если данъ и этотъ второй 
треугольникъ.— Эти 12 вращен!й образуютъ, очевидно, то, 
что называютъ группой (+, т. е. если произвести. дв" такихъ 
вращен!я одно послЪ другого, то результатъ будетъ, сбоотвЪтетво- 


вать одному изъ 12 вращении. «© 
\ 


Если разсматривать нашу сферу, какъ сферу" 8-овъ, то каждое 


изъ этихъ 12 вращеюй можетъ быть преде: оставлено посредствомъ_ 
__ 
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линейнаго преобразования 3; получаемыя такимъ 
образомъ 12 линейныхъ преобразован{й не измф$- 
няютъ уравнен!я, принадлежащаго тетраэдру. 
Для сравнешя я зам$чу, что, какъ вы сами можете убЪдиться, 2и 
линейных Ъ подстановокъ уравнен1я д1эдра можно 
интерпретировать, какъ совокупность вращен1й 
д1эдра въ себЪ5. 


2) Приложимъ аналогичныя разсужденя къ октаэдру; но 
теперь мы можемъ выражаться боле сжато. Раздфлимъ, какъ и 
раньше, каждую изъ 8 боковыхъ треугольныхъ граней на 6 тре-. 
угольничковъ; получается подразд$ лен1е всей по- 
верхности октаэдра на 24 конгруентныхъ между 
собой заштрихованныхЪ треугольничка и на 24, въ 
свою очередь, конгруентныхъ между собой, но зер- 
кально симметричныхъ по отношен!ю къ первымъ, 
незаштрихованныхЪъ треугольничковъ (рис. 30). И 
на этотъ разъ можно различать вер- 


3 А 
ПИ м 


въ кКоторыхъ сходится по 4 _— 
треугольника каждаго рода; 

Ъ) 8 центровъ граней, 
образующ1е вершины куба; 
въ нихъ сходится по 3 треу- 
гольника каждаго рода; 

с) 12 срединъ ребьръ, въ 
которыхъ встр5чаются по 2 
треугольника каждаго рода. 

Переходя съ помощью централь- Рис. 30. 
ной проекщши къ описанной сфе- 
р3, получаемъ подраздз лен1е на 2.24 конгруентныхъ,^), 
соотв тственно симметричныхъ треугольникау 
каждый изъ которыхъ имфетъ въ вершин$ а о тъ 


[о 
\ 


№ 
и 


Пр 


| 


д д и д 
— въ вершин 6—уголъ — ивъ вершин с—ухюлъ 5. 
+ 3 РА 2 


з Ее 
Принимая во вниман!е то обстоятельство, что ее ® обра- 
зують кубъ, легко можно убфдиться въ томъ, что но такое 


® —. ех 
же подраздфлен!е получилось бы, воли исходить 
С 


< \ 
Я 
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отъ куба и проектировать его вершины и средины 
граней и реберъ на сферу; такимъ образомъ, дЪйствительно 
не приходится разсматривать кубъ отдёльно. 

Совершенно такъ же, какъ и въ первомъ случа, можно убЪ- 
ДиТЬся въ томъ, что какъ октаэдръ, такъ и это подраз- 
дз лен!е сферы на области переходятъ сами въ себя 
при 24 вращен!яхъ, образующихьъ группу (54; каж- 
дое отдфльное вращене ха- 
рактеризуется тзмъ, что оно 
переводитъ одинъ заданный 
треугольникъ въ опред$лен- 
ный другой треугольникъ. 

3) Теперь мы подошли 
къ икосаэдру (двадцати- 
граннику). И здЪсь въ основу 
кладемъ дЪлен!е каждой изъ 
20 треугольныхъ граней на 6 
составляющихЪ треугольнич- 
ковъ и вЪ общемъ по- 
лучаемъ 60 заштри- 
хованныхъ и 60 не- 
заштрихованныхъ Т8- 
КИХЪ треугольнич- 
ковъ (рис. 31). Три типа 
вершинъ ВЪ ЭТОМЪ 
случа будутъ: 

Рис. 31. а) 12 вершинъ ико- 
саэдра, въ которыхъ 
сходится по 5 треугольниковъ каждаго рода; 

Ь) 20 центровъ граней; они образуютьъ вершины 
правильнаго пентагондодекаэдра (двЪзнадцатигранника 
съ пятиугольными гранями); въ нихъ встрЪчается пос 


треугольника каждаго рода: ©” 
с) 30 срединъ реберъ; въ нихъ сходится оно 2 
АС 
треугольника того и другого рода. <” 


Поэтому при перенесен1и на сферу” каждый 


треугольникъ получаетъ при вершинах ь а ое 
ллл . К° 

УГЛЫ зо. Изъ свойства угловъ 6 можно” Опять заключить, 
Га о - 


о 


ря 
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что такая же фигура получилась бы изъ правиль- 
наго додекаэдра. Наконецъ, можно вид$ ть, что ико- 
саэдръ и соотв $ тствующее подразд$ лен1е сферы 
переходятъ сами въ себя посредствомъ группы 
(о изъ 60 вращен1й сферы около центра. Эти вращения, 
какъ и вращеня октаэдра, вы можете уяснить себЪ на модели, 
подобной той, которую вы видите здЪеь. 

с еще разъ, господа, хочу сопоставить т$ углы сфери- 
ческихъ треугольников, которые получались въ трехъ 
разсмотр®нныхъ случаяхъ, присоединяя сюда же и д!эдръ: 


: р плл 
Ллэдръ Е -. ; р 5 5 ) 
Т .плл | 

етраэдръ. З Б З ; 5 : 
0 плл 

кКтаэдръ. р 3 р а ь 

лплл 
Икосаэдръ: 5’ а 


Натуралистъ, взроятно, немедленно заключилъ бы изъ этого, 
что возможны и дальнЪйпия аналогичныя подразд$леня сферы съ 


ла .. Но математикъ не долженъ, разу- 


м$ется, а НЯТЬ а заключен! по аналоги, и его осто- 
рожность оказывается въ данномъ случаБ справедливой, такъ 
какъ дЪйствительно0 рядъ возможныхъ подраздЗлен1й 
сферы описаннаго рода обрывается на перечислен- 
ныхъ выше. Конечно, этотъ фактъ стоитъ въ связи съ тЪмъ, 
что нзтъ другихъ правильныхъ многогранныхъ 


тълЪ, кром$ Платоновыхъ 5 т%лъ. ПослВднее основан1е этого 
можно усмотрзть въ нзкоторомъ свойств$ цфлыхъЪ чи- 


селъ, которое не можетъ быть сведено къ болзе простымъ и. з 


женемъ. А именно, можно показать, что углы каждаго изъ ет 


9% 
треугольниковъ должны быть такими пфлыми частями л: ори ы 
”и 
” ей 
чтобы было удовлетворено неравенство © 
11ей 9 А 
м. © << 
И п 7 ©. ь 


__ 


хх 
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оказывается, что этому неравенству удовлетворяютъ только пере- 
численныя выше рЪшения. Впрочемъ, смыслъ этого неравенства 
легко понять, такъ какъ оно говоритъ, что сумма угловъ сфери- 
ческаго треугольника всегда больше л. 

Я хот®лъ бы здЗеь еще упомянуть о томъ, что, — какъ мно- 
гимъ изъ васъ, конечно, извЪстно — разумное обобщение 
этой теорти выводитъ за эти какъ будто слишкомъ узвя рамки: 
теор1я автоморфныхъ функц!1й разсматриваетъ дълен1я 
сферы на безчисленное множество треугольников Ъъ 
съ суммой угловъ, меньшей пл. 


4. Продолжен!е; выводъ уравнен1йЙ. 


Теперь мы переходимъ ко второй части нашей задачи, а 
именно къ установлен!ю тзхъ уравнен!й вида 


ф (2) (1) 
4 (=) 

. которыя принадлежатъ 

>. каждому изъ нашихъ под- 

/ разд лен1й сферы, т. е- 

тзхъ уравнений, въ силу которыхъ. 

р обЪ полусферы & отображаются на 

1 2.12, или, соотвЪтственно, на 2.24, 

\ р или, наконецъ, на 2.60 треуголь- 

ы ничкахъ сферы =. Такимъ обра- 

ы .. зомъ, каждому значен1ю 2 должно 

м Ре въ общемъ соотвзтетвовать по 12, 

о 24, 60 значен!й = — каждое въ 

Рис. 32. треугольник$ соотв$тствующаго 
рода,—такъ что искомыя урав- 

неня должны имфть степень 12, 24, 60, которую мы будемъ 

обозначать вообще черезъ /Л. Но каждый треугольничекъ упи- 

рается на три замфчательныя точки, такъ что во всякомъ, случаз 
на сфер® 0 должны быть 3 точки разв Тен] и, 
которыя мы помфстимъ, какъ это принято, въ точках 4—0, 1, со; 

въ качеств лин1и разр$за /,, проходящей с С Фев эти 3 

точки, 3 отрфзка которой должны соотвфтотвовать пограничнымъ 
лин1ямъ треугольниковъ 3, мы снова возЕМЬмт мерид1анъ 

вещественныхъ чиселъ (рис. 32) АСУ ” 


Ф{2) =%№.1(2) =6. ним = 
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Далфе, мы устанавливаемъ, что въ каждомъ изъ трехъ 
случаевьъ точкЪ$ &=0 соотв$тствуютъ центры гра- 
ней (углы 6 въ прежнемъ обозначени), точкВ &=1 со- 
отв тствуютъ средины реберъ (углы с) и точь 
10 = © соотвЗтетвуютъ вершины многогранника 
(углы а) (см. рис. 33.). При этихъ усломяхь стороны тре- 
угольниковъ соотвЪтствуютъ такъ, какъ это указано на чертеж», 
тремъ отр®зкамъ меридлана , и при этомъ заштрихованные 
треугольники соотвЪтствуютъ задней, а незаштрихованные перед- 
ней полусферЪ. При этомъ уравнене (1) должно, соотвЪтственно 
этимъ сопряженямъ, отображать взаимно - однозначно сферу = на 
№-листной Римановой поверхности, покрывающей сферу & и им$- 
ющей развзтвленая въ точкахъ 0, 1, ©. 

Можно было бы легко вывести а р!1ог! существован1е этого 
уравнен!я изъ общихъ теоремъ теори функщй, но я не хочу 
здВеь предполагать необходимыхъ для этого знаюй и предпочи- 
таю боле эмпирическое по- о 
строен!е отдфльныхъ уравневй, о 
которое, быть можетъ, дастъ намъ и 
бол$е живое и наглядное представлен1е 
объ отдфльныхъ моментахъ. 

Представимъ себ уравнеше (1) 
написаннымъ въ однородныхъ пере- 
МЗННЫХт: 


__ Фм(а, , 32) 
_ Фа ; 2)’ 


Е в 


гдв Фуь,Фу обозначаютъ однородные многочлены измфрешя № 
ВЪ 2,2. (Л\№М=12,24 или 60). При такомъ способЪ писаня урав- 
нен1я исключительную роль играютъ точки 19, =0 и 1. ==0 на 
сфер м; но такъ какъ наряду съ ними для насъ всегда пред- 


ставляетъ раввый интересъ и третья точка развзтвлен1я ®— Е $ 


(въ однородныхъ перем$нныхъ: 6, — 4. = 0), то представлябтоя 
цфлесообразнымъ имфть въ виду и слБдующую форму ая: 


тр Хм (2 ‚ 2.) $ 
о Фу (=. ‚ 8) < 
№ . 


ГД Амг= Фиу— Фу тоже представляетъ ори Мао измфревя. 


© 


Оба вида я предпочитаю соединить въ одну непрерывную про- 
порщю: | 


#1: (и, — ,) : 0, = Фм(а1 , 3,): Хм (аи , 2): Фм (2,, 85); (2) 


это предетавляеть собой однородную форму уравнеюя (1) и въ 
ней одинаково приняты во вниман!е всз 3 точки развЪтвленйя. 
Теперь наша задача заключается въ томъ, чтобы соста- 
вить формы Фх, Хм, Фу; для этой цзли мы сразу же поста- 
вимъ ихъ въ связь съ нашимъ дфленемъ сферы =. Изъ уравне- 
ня (2) мы находимъ, что при 2, =0 оказывается Фу(з, ‚ =.) == 0, 
т.е. значеню 2 =0 соотв тствуютъ на сфер? з М кор- 
ней формы Фх. Съ другой же стороны, согласно нашимъ усло- 
вямъ, мфету развЪтвленля 0 = 0 должны соотв тствовать центры 
граней многогранниковъ (вершины 6 въ нашемъ подраз- 


№ 
дълен!и); число ихъ въ каждомъ случа$ равно 3; но въ каждой 


изъ этихъ точекъ встр$чается по 3 заштрихованныхъ и по 3 
незаштрихованныхъ треугольника, однократно отображенныхъ на 
отд8льныхь полусферахъ, такь что каждую изъ нихь слздуеть 
считать тройнымъ корнемъ нашего уравненя. Такимъ 
образомъ, эти точки, если принять во внимане ихъ кратность, 
доставляютъ всЪ точки, соотвЪтствующия &@=0, и, слЪдовательно, 
вс$ корни функц!и Фу; такимъ образомъ, функя Фу им%- 
етъ исключительно тройные корни и представляетъ поэтому 


и № 
третью степень н%которой формы ф(2, ,=.) степени =. 


3 
Фх = ( (=, ) г) } ь 


3 


Такимъ же образомъ находимь, что значешямъ @ ==1 или 


#, —#. =0 соотвзтетвуютъ [корни уравнемя Хху=0, и что 
№ ы о. 
они тождественны съ <> срединами реберъ многогранника, 6Чи- 


А 


тая по два раза каждую (вершины с въ нашемъ подреже лени); 


и о 
поэтому Ах должно быть полнымъ квадратомъ форум рен Е. 
А 
№ 


м. 
Ху = (> 7 й =. ° < 


х\ < 
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Наконецъ, значеню 1 = со соотвЪтствуютъ корни функщи Фь, и 
поэтому они должны быть тождественны съ вершинами первона- 
чальнаго многогранника (вершины а); въ нихъ сходится въ соот- 
вътетвенныхъ случаяхъ по 3, 4 или 5 треугольниковъ, такъ 
что получаемъ: 


у = (рун) ‚ ГДЪ и=3, 4 или 5. 


Такимъ образомъ наше уравнен1е непрем$нно 
ДОЛЖНО ИМФТЬ ВИДЪ: 


в би; ©.) 405 = (В, ‚рений р (=, ,5.)”; (3) 


изм рен1я и показатели формъ ф, Хх, 4, а также 
значен!я степени уравнен!я Л получаются изъ 
слЪфдующей таблички: 


Тетраэдръ: Фа, Да, Ча; М=12. 
Октаэдръ: Фил Зы чу; М==24. 
Икосаэдръ: Фи» и, 4; М=60. 


Теперь я хочу еще показать, что и разобранное 
раньше уравнен1е д1эдра можно включить въ эту 
схему (3). Мы должны только вспомнить, что тамъ мы пом$- 
щали мЪ$ста развфтвлен1я на сфер$ 10 въ точкахъ — 1, |1, ©, а 
не въ точкахъ 0, -|- 1, соо, какъ теперь, такъ что мы достигнемъ 
дфиствительной аналог1ли съ уравнен1ями (3) лишь въ томъ слу- 
ча, если попробуемъ представить уравнен1е д1эдра въ такомъ 
ВИД: 

(01 6.) : (#1 —%.): в. =Ф: Х: $. 


Изъ фоюмы уравнен!я д1эдра: 


А 
5 
ый 5 -__ 
0 221” 80” © 
с 


__ 


которой мы пользовались въ свое время (стр. 189), съ помощью 
простой передфлки получаемт: \ $ 
(в. --0.): (0, — #5): 0. =(2.2" 2." -- 2" а." ): (2.** аи" 29" 5." ): 
221" 2" = (21” 25”): (21 — 2"): 2515 и”. 
у 
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Такимъ образомъ мы дЪйствительно можемъ присоединить къ 
предыдущей табличкЪ сл$дующую строчку: 

Д1эдръ: А 2и. 
ЗамЪчательныя точки и ихъ кратности, непосредственно опред$- 
ляются по этой форм$ уравненя и совпадаютъ съ установленными 
раньше (стр. 190). 

Теперь нашей задачей является дЪъйствительно по- 
строить формы ф, 1, 4 въ трехъ новыхъ случаяхъ. 
При этомъ я остановлюсь подробн$е только на 
октаэдр$, для котораго обстоятельства складываются наибол$е 
просто. Но и здЪеь, желая оставаться въ рамкахъ краткаго об- 
зора, я многое буцу только намЪчать и сообщать въ видф ре- 
зультатовъ;  всяюй — же, 
кто пПожелаетъ  познако- 
миться съ этимъ ближе, мо- 
жетъ найти подробное из- 
ложен1е въ моей книг объ 
икосаэдрЪ. 

Ради простоты пред- 
ставимъ себЪ, что октаэдръ 
такъ вписанъ въ сферу 3, 
что 6 его вершинъ 
совпадаютъ съ точ- 
ками (рис. 34): 

8 ==0, ©, 1, + —1, — 1. 
При такомъ положени ок- 
таэдра т$ 24 линейныя подстановки 2, которыя изобра- 
жають его вращения, т. е. перем$щаютъ названныя 6 точекъ, 
можно представить въ очень простомъ вид: начнемъ съ 4 вра- 
щен!й, при которыхъ вершины 0 и с остаются неподвижными: 


рее: Е РИ а А 
'—й.: @=01 (4 ) <> 


д о Юэ 
ДалЪе можно, напримфръ, посредствомъ подстановки 8 СЕ. [т. е. 
@ = 


Рис. 34. 


вращен!я около горизонтальной оси (--1, —1) на 180%] перем$- 
стить точку 0 вЪ ос; примфняя затьмъ еще 4 вращения (4), 
> 
получимъ 4 новыхъ подстановки: \ У 
у 
р © 
м (2 =%) | р. 3. ® (42) 


но 
=. 
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Точно такъ же перемфстимъ съ помощью подстановокъ 


м ет 57 РВ ЕЕ 
2—1’ Айна 
поочередно каждую изъ 4 точекъ 2==1, #2 —1,— 7 въ с; при- 


мъняя каждый разъ 4 вращеня (4“), получимъ еще 4.4 = 16 
подстановокъ октаэдра: 


и ан Е’ 2. 8—1 
8—1' 8—1, 


и, ЗЕ А. 


(2=0, 1,2, 3). (45) 


8—1’ 8-7. 

Теперь мы нашли вс$ 24 искомыя подстановки; непосредствен- 
нымЪъ вычислешемъ можно убЪфдиться въ томъ, что он дЪИ- 
ствительно переводятъ 6 вершинъ октаэдра въ 
самихъ себя и что он образуютъ группу, — другими 
словами, что послёдовательное производетво любыхъ Двухъ изъ 
этихъ  подотановокъ  представляеть снова нЪфкоторую  под- 
становку (4). 

Теперь я хочу прежде всего образовать форму 4, кото- 
рая иметь простыми корнями 6 вершинъ октаэдра: точка &=0 
даетъ множитель 2.,, точка 5 = со даетъ множитель 2.; 4 точки 
ти -Е 7 представляютъ простые корни формы 2,“ — 2.*, такъ 
что окончательно получаемъ: 


Чу = 8, .285.(2.“ —8.\). (5°) 


Труднфе составить формы 4» и 7:., для которыхъ центры граней 
и, соотв®тственно, средины реберъ служатъ простыми корнями; я 
приведу ихъ здЪсь безъ вывода (ср. „Икосаэдръ“, стр. 54): 


| фз = 2.8 142,‘ 24 -Р д.8, ро 


эк РИН 4> 8 12 
И 12 — 81 332158," — 333.48,8 -- 2.!". с’ 


Конечно, во всЪ эти 3 формы входитъ еще поопредвлоцный по- 
стоянный множитель. Поэтому, если подъ фу, 4ь, дла Понимать 
формы въ томъ видЪ, какъ онЪф выражены равенствами (5), то въ 


уравнен1е октаэдра (3) слёдуеть еще ввести опредзленныя 
С 
\ 
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постоянныя с: с» И писать его въ такомъ видф: 


1 : (1 — 2, : №. = Фа? : С1 Д12" : Со 4" 
Кром$ того, надо такъ опредлить постоянныя с, чтобы по- 
слъдея уравненя дЪйствительно представляли только одно 
уравнене между зи +, а это имфетъ м%$сто въ томъ и только 
въ томъ случа$, если 


3 де. 2 
Фа" —— С. 46 — С, {12 


тождественно въ 2,,2.. Послфднее соотношене дЪфйствительно 
можно осуществить при помощи соотвфтсетвующаго выбора по- 
стоянныхъ с,,с., а именно имЗетъ м%ето,— въ чемъ можно убЗ- 
диться простой перед$лкой, — тождество: 


фз" — 108445" == 72°, 
такъ что уравнен1е октаэдра (3) принимаетъ слздуюпий видъ: 
30, (28, —- 80. ); №. = Фо: Жо ОВО. (6) 


Это уравнене дЪйствительно отображаеть точки ®=0, 1, со 
соотв тственно въ „центрахъ граней, срединахъ 
реберъ и вершинахъ октаэдра съ надлежащей 
кратностью, такъ какъ формы ф, Хх, 4р составлены соот- 
вфтственнымъ образомъ. КромЪ того, 24 подстановки октаэдра (4) 
переводятъ это уравнен1е само въ себя, такъ какъ онф преобра- 
зують корни каждой формы ф, х, 4 въ самихъ себя и, сл$дова- 
тельно, вводятъ въ самыя формы только лишь по множителю, а 
вычислен!е показываетъ, что при образовани частныхъ эти мно- 
жители выпадаютъ. 

Остается еще показать, что это уравнене дЪйствительно 
отображаетъ конформнымъ образомъ каждый за- 
штрихованный или незаштрихованный треугодеЬ- 
никъ сферы = на заднюю или переднюю полу©фе- 
ру 1. Намъ уже извЪетно, что тремъ воршинамъ каждаго” тре- 
угольника соотвЪзтетвуютъ точки 0, 1, со вещественнаго_ “меридана 
#, и что внутри каждаго треугольника принимаеть не болЗе, 
ч$мъ по разу, одно и то же значене, ибо уравнение при этомъ 
имфетъ только 24 корня, которые должны рабпредёлиться по 24 
однороднымъ треугольникамъ. Если бы `НамЪ удалось еще по- 
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казать, что 2 вообще остается вещественнымъ вдоль 
трехъ сторонъ треугольника, то отсюда нетрудно 
было бы заключить, что каждая сторона взаимно-однозначно ото- 
бражается на отр$зк$ вещественнаго меридлана 0, и что всЪ 
внутренн1я точки треугольника сопряжены кон- 
формно и взаимно-однозначно съ полусферой. Вы 
легко сумЗете сами довести до конца эту цЪпь выводовъ, въ ко- 
торой главное значенте имЪетъ то обстоятельство, что отображе- 
н!е производится непрерывной и аналитической функщей 1 (2). 
Я же хочу подробнфе остановиться только на одномъ момент 
доказательства, а именно на доказательств вещественности 
на сторонахъ треугольника. 

Оказывается болфе удобнымъ доказывать это утверждене 
въ такой формЪ, что ® иметь вещественное значенте 
навсЪзхъ большихъ кругахъ, которые образуютъ 
подразд$ лен1е октаэдра. Это прежде всего тЪ 3 взаимно 
перцендикулярныхъ круга, которые проходятъ черезъ каждыя 4 
изъ 6 вершинъ октаэдра и соотвЁтетвуютъ ребрамъ октаэдра 
{(больш1е круги, изображенные на рис. 34 сплошными ли- 
нями), и далфе 6 круговъ, соотв$тствующихъь высотамъ граней 
октаэдра; они дзлятъ пополамъ углы между большими кругами 
(малые круги, на рис. 34 пунктиръ изъ черточекъ). Съ по- 
мощью подстановокъ октаэдра можно любой большой кругъ пре- 
воатить въ любой другой и точно такъ же каждый малый кругъ 
превратить въ любой другой. Поэтому достаточно показать, что 
сохраняетъ вещественное значен1е вдоль одного 
какого-нибудь большого и одного малаго круга, 
ибо на другихъ кругахъ оно должно принимать т же самыя 
значения. 

Но среди большихъ круговъ имфется мериданъ веществен- 
ныхъ чиселъ = и на немъ, конечно, хх имфеть вещественное 


значене, получаемое изъ уравневя (6): < 
3 
< м. и ее р 
и, 10845” ©? 


такъ какъ фи 4 представляютъ вещественные многочлены ОТ- 
носительно 5. И $ 
1 2. \ © 
Изъ малыхъ круговъ, проходящихъ черезъ точки 0и <, 
МЫ выбираемъ ТОТЪ, который составляетъ съ вецертвеннымь ме- 


25 > 
АСУ 14 
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ридманомъ уголъ въ 45° и вдоль котораго, слфдовательно, = при- 
ИА 

нимаетъ значеня 2=е*. г, гдЪ г проходить черезъ веществен- 
ныя значення отъ — со до-— со; вдоль него, во всякомъ случаф, 
2*=е”“.у=--у имфетъ вещественное значене; а такъ какъ, вт 
силу уравневя (5), въ функщю ф, и въ четвертую степень фунг- 
щи 4 входятъ только четвертыя степени 5, и 2., то 1, ВЪ ВИДУ 
посл$дней формулы, опять-таки имфетъ вещественное значение. 

Теперь мы подошли къ концу нашего доказа- 
тельства: уравнен1е (6) дЪйствительно отобра- 
жаетъ конформнымъ образомъ полуплоскости, 
соотв тствующ!я Римановой сфер% или покрыва- 
ющей ее Римановой поверхности, на сферу 2 въ 
ея подразд$лен1и на треугольники, соотв тству- 
ющемъ октаэдру; поэтому мы—и обратно— съ той 
же полнотой владфемъ геометрически зависи- 
мостью между зи , устанавливаемой этимъ урав- 
нен1емъ, какъ и въ предыдущихъ прим$рахъ. 

Съ тетраэдромъ и икосаэдромъ поступаютъ совер- 
шенно такимъ же оброзомъ; я дамъ здфсь лишь результаты, 
которые и въ этихъ случаяхъ получаютея при возможно болЪе 
простомъ положеши подраздЪлевн1я на сферз =. Для тетра- 
эдра*) получается такое уравнеше: 


1.138 3 


2 
ЕЯ 3} 21 24 (21 — 2.) 
| К 3 
ви ааа 
а для икосаэдра“*): 
20; : (01—65): 05 = 


о (2420 -Р 22°) -- 228 (2,152, — 3155.15) — 494 2,108.10 ^ 

| ) 9 

ь ь ь __ 

— (2.38 2.30) 522 (2.252. — 2452,25) — 10005 ааа) 

; 723 а, (10-11 О] : У 
Е о со 

*) Ср. „Жозаейег“. р. 60, 51. 39 
АСУ 


**) [060 сИадо, р. 60, 56. У 


2 
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другими словами, эти уравнен!1я отображаютъ полу- 
сферы хх на заштрихованные и незаштрихован- 
ные треугольники принадлежащаго тетраэдру и 
икосаэдру подраздлен1я сферы 2. 


5. О рёшен!1и нашихъ нормальныхъ уравнен!й. 


Теперь мы займемся общими свойствами тЪхт 
уравнен!1й, которыя мы до сихъ поръ разсматривали, какл, 
прим$ры общей теорйи, развитой выше, и которымъ мы Дадимт, 
назвате нормальныхъ уравнений, Конечно, я и здфсь 
могу представить вамъ положеше вещей лишь въ самыхъ про- 
стыхъ случаяхъ, отсылая интересующихся подробностями кт, 
моей книгЪ объ икосаэдрЪ. 

Начну съ того замЪчан1я, что крайне простая при- 
рода вс$хъ нашихъ нормальныхъ уравнений про- 
исходитъ отъ того, что они допускаютъ столько же ли- 
нейныхъ подстановокъ, сколько единицъ въ пока- 
зателЪ ихъ степени, такъ что во корни пред- 
ставляютъ линейныя функц!и одного изъ нихъ: 
замфчу также, что въ подразд$леюняхъ сферы мы имфемъ крайне 
наглядный геометричесвяй образъ вс$хъ разсматриваемыхъ здЪеь 
соотношевшй. Я хочу показать на примЪрв одного вопроса, отно- 
сящагося къ уравненю икосаэдра, до чего просто слагается, бла- 
годаря указаннымъ обстоятельствамъ, многое такое, что вообще 
оказывается крайне сложнымъ, когда имЪешь дЪло съ уравне- 
ями столь высокой степени. 

Дано вещественное значение +0, наприм$ръ, на 
отрЪзкВ (1, со) вещественнахо меридана ; требуется опре- 
двлить 60 корней = уравнен1я икосаэдра при 
0 = (рис. 35). Наша теорля отображенмя показываетъ, что 
каждый изъ нихъ долженъ лежать на одной ИЗЪ_ 
60 соотв тственныхъ (на рис. 33 сплошныхъ) сторон” 
треугольниковъ подразд$лен!я сферы 5. ТАжиеь 
образомъ выполнено то, что въ теори уравнешй наЗываютъ 
отд лен1емъ корней, представляющимъ, большей > частью, 
крайне утомительную работу, которая должна едшествоваль 
численному вычисленю корней: такъ назы В в ся задача 
опред лен1я такихъ отхфльныхи, ромежутковл 


__ 
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въ которыхъ навфрно заключается только по 
одному корню. Но мы можемъ также сразу опредЗлить, 
сколько среди этихъ 60 корней вещественныхъ. А 
именно, изъ того, что при приведенной выше форм$ уравненшя 
икосаэдра послЪдеюй предполагается вложеннымъ въ сферу = та- 
кимъ образомъ, *) что вещественный мерид1анъ прохо- 
дитъ черезъ 4 угла каждаго рода а), 06), с), вытекаетъ, 
что (ср. рис. 33 и 31) какъ разъ 4 сплошныхъ стороны треу- 
ГОЛЬниковъ лежатъ вдоль вещественнаго меридлана, такъ что 
имеется какъ разъ 4 вещественныхъ корня. То 
же самое имЪетъ м$ето, если  лежитъ въ одномъ изъ двухЪ 
другихъ отр$зковъ вещественнаго мерид1ана 0, такъ что вообще 

Е при всякомъ веществен- 
й номъ & уравнен1е икоса- 

я о эдра имфетъ 4 веществен- 
/ ных иэб мнимыхъ вор- 
7 ней. 

Теперь я хочу сказать. 
| нфеколько словь 0 ДЗЙСТ- 
н вительномъ численномъ 

\ и опредфлен1и корней на- 
* к шихъ нормальныхъ урав- 
а» м нен!й. Преждь всего, здЪеь. 
снова является для насъ благо- 
праятнымъ то обстоятельство, что. 
вычислять приходится каждый разъ только одинъ. 
корень уравнения, такъ какъ остальные корни получа- 
ются посредствомъ линейныхъ подстановокъ. Впрочемъ, я долженъ 
замфтить, что численное опред$лен1е корня пред- 
ставляетъ, собственно говоря, задачу анализа, а 
не алгебры, такъ какъ оно необходимо требуетъ прое 
безконечныхъ процессовъ, чтобы представить съ любымъ пря-” 
ближешемъ иррацональныя, обыкновенно, значеня корней. 

Боле подробно я остановлюсь только на само м про- 

стомъ примЪ$р$ — на двучленномъ уравнен?и 


пе 2", У 
[®) 


А С о 
ый Ср. „Козаеег“, р. 55. $$$ 


р 
} +4 
И 
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при чемъ я снова прихожу въ непосредственное сопри- 
косновен1е со школьной математикой, такъ какъ и 


и 
въ ней разбирается эта задача —вычислен!е У ®— по край- 
ней мЪрЪ, для первыхъ значемй и и для положительныхъ ве- 
щественныхъ значений 2 =. Методъ вычислен1я квадратныхъ и 
кубическихъ корней, известный вс$мъ вамъ со школьной скамьи, 
состоитъ, въ сущности, въ сл$дующемъ: изсл$дуютъ, какое м$ето 
занимаетъ подрадикальное число 0 = въ ряду квадратовъ или 
кубовъ цфлыхт чиселъ 1, 2, $3, 4,...; затЪмъ, основываясь на 
десятичной систем$ письменнаго счисленля, повторяютъ то же 


испытание съ десятыми долями найденнаго промежутка, зат мъ 
съ сотыми долями и т. д., получая при этомъ, разумеется, любую 
степень точности. 


ЗдЪсь мы примЪнимъ болфе рац1ональный методъ, 
который годится не только при любыхъ цфлыхъ и, но и при 
любыхъ комплексныхъ значен1яхъ 1. Такъ какъ 

ы КОХ я 


[+2 ® -^ 
намъ нужно найти лишь одно какое-нибудь рьшен!е уравнен!я.>то 
в _ СХ 
станемъ искать какъ разъ то значен!е == и, которое ле- 
| 2п Роя 
жить внутри угла —, построеннаго при 0си вещ е- 
ий < 
\ У 
ственныхъ чиселъ (рис. 36). Строго придерживаясь обоб- 
щеня упомянутаго выше элементарнаго метода’ начнемъ съ того 


что раздфлимъ (лучами, проходящими черёзъь вершину) ограни- 
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чиваемое этимъ угломъ пространство на 7 равныхъ частей (на 
рисунк$ у=5) и перес$чемъ эти лучи окружностями, описан- 
ными около начала радтусами 7==1, 2, 3,... Такимъ образомъ, 
мы получимъ — при выбранномъ » — внутри угла всЪ точки 


эл К Уже: 1, жив 
= о* -* , 
р ТР 
и соотв тствующия имъ значен!я 


Яд 
+0 —- о — у" ы е И) 


Рис. 37. 


мы можемъ сразу указать въ плоскости 1. Они образуютъ тамъ 
вершины подобной же, но покрывающей всю плоскость 2 ст я 
которая состоитъ изъ окружностей съ радйусами 1”, 2”, 3" Ре © 


лучей, составляющихъ съ вещественною осью уз я 
Эл 4п (и—1)2л 


Бе эН ИТ ИТТ (рис. 37). Данное значене дохжно нахо- 
& \5 
диться въ какой-нибудь изъ этихъ клфтокъ; пусть 20 бсть ближай- 
<° и 


№4 — 3 № — 
шая къ этому ® вершина. Одно изъ значений” 8, = У, намъ 
—_ х 
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извЪетно: это — одна изъ вершинъ исходной сЪти въ плоскости 
2. Теперь полагаемъ для искомаго значеня корня: 


а == Уч — О о а [1 
о 


Правую часть развернемь по биному Ньютона, который 
мы спокойно можемъ считать извЪфестнымъ, ибо мы и безъ того 
въль, въ сущности, находимся въ области анализа: 


Вопросъ о сходимости этого ряда мы можемъ р%шить сразу, 
разсматривая его, какъ разложен1е аналитической 


функцти Уз въ рядъ Тэйлора, и прим$няя ту теорему, 
что рядъ Тэйлора сходится внутри окружности, описанной 
около 2, и проходящей черезъ ближайшую особенную точку. 


п 
Такъ какъ для У особенными точками являются только 0 и со, 
то написанный выше рядъ будетъ сходиться 
тогда и только тогда, когда х будетъ лежать 
внутри окружности, описанной около +, и прохо- 
дящей черезъ начало, чего мы всегда можемъ достигнуть, 
исходя въ случаЪ надобности изъ подобной же сЪти въ плоскости 
<, НО СЪ болФе мелкими клфтками. А чтобы нашъ рядъ схо- 
дился хорошо, т. е. годился для численнаго опре- 


0 


дфления, 


©) 


была достаточно мала, чего всегда можно достигнуть 
дальнфйшимъ сужешемъ сти. Этотъ премъ дЪйствительно ока- 
зывается весьма пригоднымъ для фактическаго выполненя чис- 


леннаго опред$леня корней. „© 
— 


Зам $ чательно, что численное разр шен1е. ДАЯЪ- 
н-йшихъ нормальныхъ уравнен1й правильныхь 
т$лъ оказывается, въ сущности, НИСкОдЬКо не 
труднЪе; конечно, здфсь я долженъ отраничитьс\ уколашемь 
на это, какъ на фактъ. Если примфнить только- -зиКО изложенный 
методъ къ нашимъ нормальнымъ уравненнямЪ Си” ИСХОДИТЬ ИЗЪ 


0 — 05 
о 


к 


. |= 


У 
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отображеютя двухъ сосзднихъ треугольниковъ на сферЪ +, то 
вмЪето биномйальнаго ряда появляются друге ряды, которые, 
однако, являются въ анализ не менфе извфетными и пользо- 
ваться которыми достаточно легко: это —гипергеометри- 
‘ческ1е ряды. Я самъ въ 1877 году далъ численное вы- 
ражене рядовъ, о которыхъ идетъ рЪчь („\УеЦцеге Ощегбл- 
спипоеп йбег @е Тцеоме 4е$ ЦШКозае4ег$“, Мает. Аппаеп, В4. 
ХИ, рае. 515 Н.). 


6. Униформизирован!1е нормальныхъ уравнен1й 
посредствомъ трансцендентныхъ функций. 


Теперь я перейду къ раземотр5ню другого метода 
р шен1я нашихъ нормальныхтъ уравнен!й, который 
характеризуется систематическимъ привлечен1емъ 
трансцендентныхъ функций. ВмЪсето того, чтобы въ каж- 
домъ отдфльномъ случаЪ обращаться къ разложеню въ рядъ въ 
окрестности изв$стнаго рёшеня, при примЪнеюши этого метода 
стараются представить разъ на всегда всЪ удовле- 
творяющ1я уравнен1ю пары значен|й 1, 3, какъ 
однозначныя аналитическ!я функц1и одной вспо- 
могательной перем нной или, какъ говорятъ, уни- 
формизировать уравнен!е. Если при этомъ удается 
прим$нить такя функщи, для которыхъ легко можно составить 
таблицы значеюмй, или уже существуютъ числовыя таблицы, то 
можно найти численное р шен1е уравнения безъ но- 
вой вычислительной работы. Я тмъ охотнЪе поговорю 
объ этомъ примЪнени трансцендентныхъ функщй, что въ н%ко- 
торыхъ случаяхъ оно имЪетъ м$ето и въ школьномъ пре- 
подаван1и, при чемъ тамъ оно часто еще имфетъ неясный, 
почти мистическй характеръ; причина же этого заключается ВФ 
томъ, что все еще держатся старыхъ, несовершенныхъ ворзрьний 
даже тамъ, гдз современная теорля функщй комплексных поре- 
мфнныхЪъ Давно уже все выяснила. к 

Теперь я подробнфе разовью всЪ эти замфчануя о общаго ха- 
рактера, прежде всего, на прим$р$ двучленна гоу равнен! я. 
Вамъ изв$стно, что уже въ школ$ постоя но" ВЫЧИСЛЯЮТЪ 
съ помощью логариемовъ положит 6 льное р%$ше- 
н!е уравнен1я 2”=и при положительномъ веще- 
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ственномъ и, а именно пишутъ уравнене въ вид 8—6" 
понимая подъ 1077 положительное главное значен!е этой функщи; 
по таблиц логариемовъ находятъ сперва это значеюе, а зат мъ 
1007 
и 


въ обратномъ порядкЪ =, какъ „патегиз“ ‚ впрочемъ, обы- 


кновенно пользуются вм$ сто е основан1емъ 10. Этоть 
премъ можно перенести на комплексныя значеня: чтобы удо- 
влетворить уравненю 

я = 0, 


полагаютъ х равнымъ общему значеню комплекснаго логариема 
10°, такъ что оказывается: 


а о 


При этомъ въ виду многозначности функщи х = Ю5, — позднЪо 
мы еще будемъ подробно говорить объ этой функщи, — для 
одного и того же с дЪйствительно получается какъ разъ и 
значенй 2. Этох называютъ униформизирующей пс- 
рем нной. Но наши таблицы содержатъ только веществен- 
ные логариеомы вещественныхъ чиселъ, такъ что 
примфнить указанный пр1емъ непосредственно къ численному рф- 
шеню уравнен1я невозможно. Но можно, пользуясь нБкоторыми 
простыми свойствами логариемовъ, свести вычислен!е 
къ употреблен1ю всфмъ доступныхъ тригоно- 
метрическихъ таблицъ. Въ самомъ дЪлЪ, положимъ 


ии |Уея|. (та }; 
Уж | о |Ум-я| 
первый множитель, какъ положительное вещественное число 
имфетъ вещественный логариемъ, а второй множитель, какъ ве- _ 
личина съ модулемъ 1, имфетъ, какъ известно, чисто мни-<^” 


мый логариемъ {.ф, при чемъ ф получается изъ уравнбний 
еЭ 


д] ВА у ЗВ. М 
2 2 у р) СУ 
Ум -о Ум -Ро $ 
Такимъ образомъ находимъ: \ 
х = 10° в = 105 | Уи 9? —<аф, ° 
у 
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такъ что искомый корень уравнен1я равенъ 


1 и т 1 — 

— 105 |У м? + 27 —1Ф — 108 [Га + =? 
Че мые см п с ВЫ 

а . @ 5 @ 


(0-0) 


Въ виду того, что въ величину ф входитъ слагаемымъ про- 
извольное кратное 2л, наша формула доставляетъ всБ и значенй 
корня. Съ помощью обыкновенныхъ логариомическихъ и триго- 
нометрическихъ таблицъ можно опредълить сперва ф по его си- 
нусу и косинусу, а затёмъ по послёдней формул$ и 3. Мы полу- 
чили здфеь это „тригонометрическое рф шен1е“ вполнЪ 
естественнымъ образомъ, исходя изъ логарие- 
мовъ комплексныхъ чиселъ; если же стоять на той 
точк$ зр$юя, что такихъ логариеомовъ не существуетъ, и все же 
стараться получить это тригонометрическое рёшене, — въ школЪ 
селЪдуютъ такому именно пути,— то оно должно казаться чЁмъ- 
то совершенно страннымъ и ненонятнымъ. 


Но въ одномъ мЪст$ школьнаго преподаван!я 
является необходимымтъ извлекать корни изъ 
не-вещественныхъ чиселъ, а именно при такъ называ- 
емомъ рёшен1и уравнен!я третьей степени по спо- 
собу Кардана; я хочу сдфлать здЪеь по этому поводу нз- 
сколько замЪчаюй. 

Если кубическое уравнен1е дано въ приведенномъ видф: 


3 рх—9==0, (1) 


то, какъ извЪфетно, формула Кардана гласитъ, что три его 
корня лх,, х., х. содержатся въ сл$дующемъ выражен!и: 


ИИЕИ ИН И" +”. 6 


о © 
Такъ какь каждый кубичесюй корень имФетъ три значения, то 


само по себЪ это выражеюме имф$етъ 9 вообще различныхь зна- 
ченй; среди нихъ ^., м», х. опредфляются тфмъ „Абмемь что 
произведен1е обоихъ входящихъ «Я куби- 


ческихъ корней должно быть рано. Замфняя 


< 
У 
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коэффищенты уравненшя р, 4 ихъ обычными выражен1ями въ 
видЪ симметрическихъ функщшЙ отъ ^х\, х›, х. и имЪя въ виду, что 
коэффищенть при х? равенъ хх, х. ==0, находимъ: 


Тб м. (х, — жа. а, — 
аи ГВ 108 . 


т. е. выражение, стоящее подъ знакомъ квадрат- 
наго корня, равно—если не считать постояннаго 
отрицательнаго множителя —дискриминанту урав- 
нен1я. Отсюда сл$дуетъ, что подкоренное количество имфетъ 
отрицательное значен!е, если уравнен!е им$етъ 3 
вещественныхъ корня; положительнымъ же под- 
коренное выражен!е будетъ въ томъ случаф, если 
одинъ корень вещественный, а два друг!е мнимые 
сопряженные. Такимъ образомъ, какъ разъ въ наибол$е, по- 
видимому, простомъ случаз, когда кубическое уравнен1е имЗетъ 
только вещественные корни, формула Кардана требуетъ 
извлеченя квадратнаго корня изъ отрицательнаго числа, а зат мъ 
кубическаго корня изъ комплексной величины. 


Этоть переходъ черезъ комплексное количество долженъ 
былъ, конечно, представляться старымъ алгебраистамъ въ эпоху, 
когда они были еще такъ Далеки отъ теорли комплексных 
чисель— за 250 лётъ до того, какъ Гауссъ показаль ихъ ин- 
терпретацю на числовой плоскости, чёмъ-то совершенно невоз- 
можнымъ. Тогда говорили о „неприводимомъ случа5“ 
(сазиз гтедис1Ш$) кубическаго уравнен1я и думали, что въ этомъ 
именно случа формула Кардана не даетъ разумнаго, при- 
годнаго рёшенйя. ВпослЪдетв!и, однако, нашли, что какъ разъ 
въ этомъ случа кубическое уравнен1е оказы- 
вается въ т$сной связи съ трисекцтей угла, и та- 


2. № 
с” 


кимъ образомъ получили „тригонометрическое р ше". 6” 


н1е“, цъликомъ выполняемое въ области вещественныхъ чисель, 
въ качеств замЪстителя отказывающейся служить формулы. Кар 
дана; но при этомъ полагали, что открыли н$что совершенно 
новое, не стоящее ни въ какомъ отношени къ И, `формулб. 
И на этой-то точкЪ зря до сихъ поръ еще въ о м Стоитъ, 


< т у 


КЪ сожалЪн!ю, элементарное преподаване. АУ 
‚_ 
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Въ противоположность этому, я хотЪлъ бы особенно под- 
черкнуть то обстоятельство, что это тригонометрическое 
р$ шен1е является ничё мъ ИНЫМЪ, какъ прим$ не- 
н1емъ изложеннаго выше общаго метода къ вычи- 
слен1ю корней изъ комплексныхъ величинъ. Ово 
получается самымъ естественнымъ образомъ, если сдфлать фор- 
мулу Кардана при комплексномъ подрадикальномъ выражен!и 
въ кубическомъ корнз столь же удобной для численнаго вы- 

‘численя, какъ это дЪлаютъ въ школ$ для вещественныхъ вы- 
раженй. Въ дЪйствительности это получается въ такомъ видф. 
Мы предполагаемъ, ме 


и 


Й 


такъ что непремЪнно должно быть р < 0. Переписывая зат$мъ 
первый кубическй корень въ выражени (2) въ такомъ видЪ: 


зам чаемъ, что его модуль (какъ положительный кубический 
корень изъ модуля У— р3/27 подкоренной величины) равенъ 
| Уз] ; НО такъ какъ произведене его на второй кубиче- 


р 


с корень Должно кКакъ разъ нии Вы ТО ЭтТотъ 


второй корень долженъ, во всякомЪ случа, им ть ком- 
плексное значен1е, сопряженное съ первымъ кор- 
немъ, а сумма обоихъ радикаловъ — ршене кубическаго 
уравнен!я — должна равняться поэтому ихъ удвоенной ат 
венной части: —. 


Аа 
*) А обозначаетъь „вещественная часть. а 


Зи 


а 


Теперь примфнимъ въ точности обийй пр1емъ, описанный на 
страниц® 217 и сл. Пишемъ подкореиное количество кубическаго 
корня, отдзляя модуль: 


в. [2 д УФА | ) 
| У— 2/27 | И— 28/27 | 


и опред$ляемъ ф изъ уравневй: 


9/2 | [ У— 9*/4— 8/21 | 
ГУ-ру|” ^^ ТУР | 


Для кубичнаго корня находимъ — такъ какъ положительный ко- 
рень третьей степени изъ | У 23/27 равенъ | У—р/з | 


| У— 23|. (+ 23 з: 


0$ ф == 


принимая же во внимане, что въ выражеше ф входитъ слагае- 
мымЪъ неопредЪленное кратное 2л, находимъ: 


Жк = | У рз.. обв (2—0, В 2). 


А это какъ разъ обычный видъ тригонометричеекаго рёшевя. 
Позвольте сдфлать по этому поводу еще одно замфчане 
относительно выражен1я „сазиз иптедис ШЗ“. Здесь слово „агте- 
Фи! 5“ (неприводимый) употреблено въ совершенно другомъ 
смысл сравнительно съ его нынфшнимъ употреблешемъ и съ 
тъмъ смысломъ, въ которомъ я часто уже пользовался имъ ВЪ 
пастоящихъ лекшяхъ; здЪсь оно должно обозначать, что рёзшетше 
кубическаго уравненя не можеть быть сведено къ извлеченю 
кубическихъь корней изъ вещественныхъ чиселъ, — а это не 
имЪетъ ничего общаго съ современнымъ значешемъ этого слова. 
Вы видите, какъ именно въ этой области неудачное обозначене 


и всеобщая боязнь комплексныхъ чиселъ создали во всяком“ ь 


случаЪ возможность для множества недоразумз ай. Я бы хотва; 
чтобы мои слова могли способствовать тому, чтобы уст ранить 
эти недоразумВн1я, по крайней мЪрЪ, въ вашей средЪ. < 
Попытаемся теперь вкратц® орлентироваться въ Г том, какъ 
достигается униформизирован!е позредствомъ 


2 © 
“У 


трансцендентныхъ функц1й въ случаз другихъ 
нормальныхъ уравнен!й. Начнемъ съ уравнен!я 
д1эдра: 


Здесь достаточно попросту положить 


0 = 603 ф, 


и уравнеше — какъ это видно сразу на основани формулы 
Моавра — будетъ тождественно удовлетворяться при 


Е 
8 —0608 — 2ЫШ —* 
и -- И 


Такъ какъ вс значення ф — 26л и 2Рл —ф даютъ для @ одно и 
то же значете, то эта формула д$йствительно доставляетъ при 
каждомъ 2 2и корней =, которые можно написать въ такомъ 
ВИЛЪ: р 


2— сов 29 Теа ше 26 д Е В. 
При уравнен!яхъ октаэдра, тетраэдра и ико- 
саэдра этихъ „элементарныхъ“ трансцендентныхь функщй 
оказывается недостаточно, но зато можно получить совершенно 
аналогичное р3$зшен1е съ помощью эллиптиче- 
скихъ модулярныхъ функций. Хотя этого и нельзя от- 
нести къ элементарной математикЪ, но я все же хочу указать. 
по крайней мфрф, формулы, относящтяся къ икосаэдру. 
Эти формулы находятся въ самой тЪфеной связи съ р%8ше- 
н1емъ общаго уравнен1я пятой степени посред- 
ствомъ эллиптическихъ функц!и, о которомъ 4 
упоминается въ учебникахъ; о немъ я тоже хочу сказать’ нЪ- 
сколько пояснительныхъ словъ. Уравнеюе икосаздра имо” такой 


видъ (стр. 210): с 
СИДЕ (5)°. о 
Члэ (2)? 59 


АСУ 
г \\У 
Отождествимъ ® съ абсолютнымъ инва |антомъ / изъ 


‚р 


теор1и эллиптических ъ функций и станемъ разема- 
АС 
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тривать послфднй, какъ функц1ю отношен1я нер1одовъ 


> 


® 77 


} т. е. положимъ: 


© — — (= обозначеши Якоби к 


2 


и ль 


гдЪ ©. и Д означаютъ извфстныя играюния большую роль транс- 
цендентныя формы (— 4)-го и (— 12)-го измЗревя относительно 
©. и @.. Если введемъ еще обычно употребляемое сокращенное 
обозначеше Якоби 


} К' 
д=е”® —=6ет”к, 


то корни = уравнен1я икосаэдра представятся въ видф такого 
частнаго двухъ ®-функщй: 


Принимая во внимане безконечную многозначность функщи 
©) (0), опред$ляемой изъ перваго уравненя, можно показать, что 
эта формула дЪйствительно доставляетъь при каждомъ & по 60 
корней уравненя икосаэдра. Конечно, эти же корни можно по- 
лучить при опред$ленномъ значен!и 1, прим$няя къ посл$днему 
выражению 60 подстановокъ икосаэдра. Такъ, напримЪръ, 


39 (ло, 4?) 
, (270 ‚ 4) 


1 


тоже представляетъ правильное рашен!е нашего уравненя. Объ 
этой формул — при случаЪ ею пользуется Шейбне ръ (Зее- 
пег)—упоминаеть Моргенштернъ (Могоепз{еги) въ своей не- 
давно появившейся диссертащи *®) и утверждаетъ, что, напротивъ, 


моя формула для з ложна, а между тЪмъ какъ разъ изо 


основныхъ свойствъ уравнеюя икосаэдра слФдуетъ, что формузы 
для 8 И 5’ либо обф ложны, либо обЪ справедливы. СУ 


Хх 
п 5. Чгааез“, 


+) „Вейгасе таг патензереп 1,0зипо 4ег спе 
(НаШе 1907), р.р. 44, 45. ` 


^ 
< 


у 
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1. РазрЪф шимость въ радикалахтъ. 


Одного вопроса въ теорти нормальныхъ уравнений я еще не 
затрагивалъ. Представляють ли наши нормальныя 
уравнен1я вообще что-либо алгебраически суще- 
ственно новое и нельзя ли ихъ свести одно къ дру- 
гому и, въ частности, къ ряду двучленныхъ 
уравнен!й? Лругими словами: можно ли р%шен!1е = 
этихъ уравнен!1й выразить посредствомъ конеч- 
наго числа посл довательныхъ извлечен!й корня? 

Что касается, прежде всего, уравней д1эдра, тетраэдра 
и октаэдра, то съ помощью алгебраической теор1и легко убЪ- 
диться въ томъ, что ихъ возможно свести къ дву- 
членнымъ уравнен1ямЪъ. Достаточно показать это на при- 
мзрБ5 уравнен1я д1эдра: 


г 
В — 2800. 


2% 
Если положить 
2—4, 
то уравнене принимаетъ видъ: 
2 
6 —2%6--1=0; 


а отсюда непосредственно слфдуетъ 


== 20 Е Уз ый й 
и, слБдовательно, 


п 


в = Из Уж— 1, 


что и предетавляетъь искомое рёшеюше въ радикалахъ. 

Между тёмъ для уравнен1я икосаэдра подоб- 
ное рёшен1е въ радикалахъ невозможно, такъ ‚Что 
это уравнен1е опред$ляеть н$®которую существенно На «алге- 
браическую функцию. Я покажу вамъ одно особенно га ляд- 
ное доказательство этого утвержденя, которо, еСя” недавно 
опубликовалъ въ 61 томЪ „Маб\ет. Аппа]еп“ *); оно Збсновано на 
хорошо намъ извЪстномъ въ теори функшй. остроени функщи 


*) р-р. 369—371: „Вемез г @е Мовеашив Батон дег ГШозаедет- 
эеспипе Чагсв \УМаглехесвеп“. к 
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икосаэдра з (19). Я пользуюсь при этомъ только слздующей изв$- 
стной леммой Абеля, доказательство которой вы можете 
найти въ любомъ учебникз алгебры: Если алгебраическое 
уравнен!е разр шимо съ помощью ряда радика- 
ловъ то каждый входящий въ это выраженте ра- 
дикалъ можетъ быть представленъ въ видЗ ра- 
ц1ональной функц!и всЪхЪъ и корней первоначаль- 
наго уравнен!я. 

Примзнимъ теперь все это, въ частности, къ уравнен1ю ико- 
саэдра! Итакъ, если допустить, что его корень 5 вы- 
ражается съ помощью ряда извлечен1й корня изъ 
коэффиц1ентовъ уравнения, т. е. изъ рац1ональ- 
ныхЪъ функц!Й ОТЪ 10, — а мы покажемъ, что это допущене 
ведеть къ противорЪч1ю, —то каждый входящ!й въ вы- 
ражен1я корней радикалъ выражаетъ н$которую 
рац1ональную функц!1ю 60 корней уравнен1я: 


а... а 


Но такъ какъ всз корни уравнен1я икосаэдра получаются изъ 
какого-нибудь одного изъ нихъ 3 съ помощью линейныхъ под- 
становокъ, то можно вмЪето посл$дняго выраженя написать 
просто рац1ональную функц!ю Л (2) отъ одного толь- 
ко =. Представимъ себЪ это А (2), какъ функщю отъ 1, которая 
получится, если вмЪсто = подставить 60-значную функщю ико- 
саэдра = (1). Въ виду того, что каждый обходъ въ плоскости +, 
который возвращаетъ 2 къ его начальному значеню, необходи- 
мымъ образомъ приводитъ и функцю Л (2) къ ен первоначаль- 
ному значеню, то А можеть имЪть развфтвлен1я только въ 
м$стахъ 1 = 0, 1, со, въ которыхъ развфтвляется и 2 (1); вмЪетЪ 
съ т$мъ число листовъ поверхности Римана для АЛ, которые 
циклически сходятся въ каждомъ такомъ мфет%, должно быть д%- 
лителемъ соотвЪтетвующаго числа для 2(2), которое, какъ МЫ ^) 


знаемъ, равно соотв тственно 3, 2 и 5. Всякая рац!она дь” 


ная функц!я А (2) одного изъ корней уравнон!я 
икосаэдра и, сл довательно, всякий радикалт, 
входящ1й въ предполагаемое рзшен!е, \{0жетъ, 
въ качеств функц!и отъ 1, имЪть разв твлен!я, — 
если только она ихъ вообще имфету, лишь въ 


АСУ 
и 15 


«У 
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точкахъ 2=—=0, 20 =1, ю=с<, а именно: въ данномъ 
случа въ точЕк$ 0 должно сходиться по 3 листа 
ея Римановой поверхности, въ точкЗ 1 по 2 листа 
И ВЪ ТОЧКВ 0 ПО 95 ЛИСТОВЪ, ТАакъ какъ числа 2, 3, 5 не 
имфютъ другихъ дфлителей, кромЪ 1. 

Теперь мы постараемся показать, что мы необходимо должны 
придти къ противорзч!ю съ этимъ результатомъ: съ этой цфлью 
разсмотримъ самый внутренн!й радикалт, какой только 
входитъ въ допущенное нами выражен!е для 2 (10). Онъ долженъ 
во всякомъ случаз представлять собой корень изъ рацюональной 
функщи Р(4), и мы можемъ считать его показатель про- 
стымъ числомъ р, такъ какъ всяюй другой радикалъ можно 
составить изъ ряда корней съ простыми показателями. Вромз 
того, Р(%) не можетъ быть р-ой степенью рацюналь- 
ной функц!и $() отъ , ибо иначе нашъ радикалъ былъ бы 
вообще излишенъ, и мы могли бы отнести наши разсужденя къ 
ближайшему дЪйствительно необходимому знаку корня. 

Посмотримъ же, камя развфтвлен!я можеть имфть 


| те 
этотъ радикалъ УР) ‚ Для этого наиболЪе удобно написать 
въ однородномуъ видВ: 

Р(&) = & (0 (1,10. , 4»), 


Й (2 (21 › 20.) › 9.) 


глф ©, Й обозначаютъ формы одного и того же измфреня въ 


г р 
однородныхъ перем$нныхъ #5, , 9. (= == Согласно основной 
2 
теорем алгебры можно функщи © и Й разбить на линейные 
множители, что Даетъ: 
т 7781. И’. 

Р (1%) = и 

ви? "ИС 


«У 
гдЪ въ виду равенства измврешй числителя и знаменателя а. 


о 


57. 

Г ор в” 

Ясно, что вс показатели а,б,..., а’, В’... не могут ДЪлитЬся 

на р, ибо иначе Р АА бы полную. дю степень; съ 
ее же стороны, сумма воЪхъ показатьлой а-- В... 


—-6'’—-.- равна нулю, а потому дВлится на р; ай 
этого не можетъ быть, чтобы только одно изъ этихъ чиселъ не 


224 


длилось на р, т. е. такихъ чиселъ (не д$лящихся на р) должно 
быть, но крайней мЪрЪ, два. Поэтому корни соотвзт- 
ствующихъ линейныхъ множителей должны нав$р- 


Р 
ное быть такими м$стами разв твлен1я для УР(), 
въ которыхъ циклически сходится пор листовъ. 
Но это стоитъ въ противорЪ ч!1и съ установлен- 
нымъ выше положен1емъ, которое должно, конечно, 


Р 
имфть м%ето и для УР(). Въ сэмомъ дЪфл%, мы тамъ перебрали 
всЪ возможныя развЪтвлен1я и среди нихъ мы не нашли двухъ 
съ равнымъ числомъ сходящихся листовъ. Такимъ образомъ, 
наше допущене оказывается ложнымъ, и уравнен!е икоса- 
эдра, во всякомъ случа$, не разр шимо въ ради- 
калахъ. 


Это доказательство существеннымъ образомъ основано на 
томъ, что характерныя для икосаэдра числа 3, 2, 5 
не имфютъ общаго дЪлителя. Когда же, наоборотъ, 
обиий дЪлитель имфется, какъ, напримЪръ, въ случа чиселъ 3,2, 4 
для октаэдра, то возможны таюя ратюнальныя функщи А (2 (5)), 
которыя въ двухъ мЪстахъ представляютъ однородныя разв$твле- 
ня, — напримёръ, функщя, у которой сходится по два листа въ 
точкахъ 1 и оо; тамя функщи дЪйствительно можно представить 
въ видЪ корней изъ рацюональной функщи Р (0). Такимъ 
образомъ обнаруживается разр $ шимость въ ради- 
калахъ уравнен!я октаэдра и тетраэдра (съ чи- 
слами 3, 2, 3), а также д1эдра (2, 2, и). 


Я хотфлъ бы указать здЪесь вообще на то, какъ сильно 
отстала отъ успфховъ современной науки та терминолотмя, кото- 
рая ив въ широкихъ математическихъ кругахъ. Слово 
„корень“ теперь употребляютъ почти всегда въ двоякомъ 
смыслЪ: во-первыхъ, для обозначеня рЪшевя всякаго алгебраи» < У 
ческаго уравненя и, во-вторыхъ, для обозначеня ршеня имено’ 
но двучленнаго уравненя. Этотъ цзих ведетъ начало, коне оночНо, 
съ тзхъ временъ, когда занимались исключительно двучаенными 
уравненлями. Въ настоящее время онъ является, если и” не пря- 
мо-таки вреднымъ, то, во всякомъ случаЪ, ДОВОЛЬНО нвулобныме. 
Въ А большей степени даеть поводъ къ ее. вдоразумфямъ 


д ху 
5 
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другое обозначен1е, сохранившееся изъ элементовъ алгебры, со- 
гласно которому алгебраическое уравнение, которое 
неразр% шимо;, въ радикалахъ, т. е. которое не 
сводится къ двучленнымъ уравнен1ямъ, назы- 
ваютъ „неразр$ шимымъ алгебрически“. Это стоитъ 
въ самомъ р$фзкомъ противорфи съ современнымъ значенемъ 
слова „алгебраическй“. Въ настоящее время алгебраически 
разр$ шимымъ называютъ такое уравнен!е, кото- 
рое оказывается возможнымъ свести къ ЦЗпи 
такихъ возможно простыхъ уравнений, для кото- 
рыхъ зависимость р%$шен1й отъ параметровуъ, 
взаимная связь различныхъ значений корней ит. д. 
извфстна съ такою же полнотой, какъ это 
имф$ ло м%сто съ давнихъ поръ для двучленнаго 
уравнен!я; но это отнюдь не должны быть непре- 
м$нно двучленныя уравнен!я. Въ этомъ смысл мы 
можемъ отнести уравнен!е икосаэдра къ числу тбхЪ, 
которыя вполн% разр шаются алгебраически, ибо 
вс наши разсужденя показали, что мы можемъ построить ихъ 
теор!ю, удовлетворяя всфмъ указаннымъ требованямъ. То обсто- 
ятельство, что оно неразр$шимо въ радикалахъ, дДзлаетъ его, 
скорфе, особенно интереснымъ, такъ какъ велфдотв1е этого оно 
является подходящимъ нормальнымъ уравне- 
н1емъ, къ которому можно пытаться свести дру- 
г1я уравнен!я, тоже неразр$ шимыя алгебраически 
въ старинномъ смысл слова, чтобы вполн$ овла- 
дъть и ихъ рф шен!емъ. 

Это посл$днее замфчане приводитъ насъ къ послфднему 
параграфу настоящей главы. 


8. Сведен1е общихъ уравнен!й къ нашимъ но 
мальнымъ уравнен!1ямъ. © 


Можно показать, что самое общее уравнене © 

3-ей степени сводится къ уравнению ‘Д1эд дра 
при и = 3, в” 

4-ой степени сводится къ травня тетра- 
эдра или октаэдра, «© 


5-ой степени сводится къ. уравнон!ю ИКОСа- 


` жэдра. Этоть результать представляеть” самый послЪд- 
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н1й тр1умфъ правильныхъ тЪлъ, которымъ съ самаго 
начала истори математики все снова и снова приходилось играть 
важную роль. 


Чтобы сдЪлать для васъ понятнфе смыслъ моего общаго 
утвержденя, я проведу его н$сколько подробнЪе для простфйшаго 
случая —для уравнен1я третьей степени, — впро- 
чемъ, безъ полнаго доказательства формулъ. Представимъ себЪ 
кубическое уравнене снова въ приведенной формЪ: 


х3—-рх—9=0. (1) 


Пусть х,х.,^. обозначаютъ его р%»шеня; станемъ искать 
такую ращональную функц = этихъ р$шенй, которая при 6 
перестановкахъ этихъ трехъ величинъ испытываетъ какъ разъ 6 
линейныхъ подстановокъ д1эдра для и=3, т. е. принимаетъ 
значешя: 


‚Легко видЪть, что функщя 


жа -Е 8%. Е 87 хз 
х, Е 8%. [22 


удовлетворяетъ этимъ услов1ямъ. Принадлежащая д1эдру функщя 


1 ь 
23 -- — этой величины должна, такимъ образомъ, оставаться неиз- 
ее 


мфнной при всфхъ перестановкахъ, лк, такъ какъ она 
остается безъ измзненй при 6 линейныхъ подстановкахъ 2; слф- 
довательно, ее можно, на основаюи извЪетной теоремы алгебры, 
представить въ вид$ рацюнальной функщи коэффищентовъ урав- 
неня (1), а именно вычислен!е даетъ: 


А 
1 24 Ч 2 > 
Ре РАРЕГ > 


Если же, наоборотъ, известно рЪшене этого уравненя пода И 
если з есть одинъ изъ его корней, то можно по выражоню (2) 
съ помощью извЪстныхъ соотношений: № 


а == 0, а Ао эр. Хз —=4 


А“ 


Ка 


хх 
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выразить ращонально 3 значення х,,х.,х. черезъ з, р, д, а 
именно оказываетея, что 


34 _ за а! 


ет ГЕ, 
_ 39 =2(1- аз) 

с м: РР © 
_ __ 84 аз) 

Пн р’. 1-8 


Такимъ образомъ, если разрфшено уравнен!е 
д1эдра (3), то эти формулы даютъ непосредствен- 
но рфшен!е кубическаго уравнения (1). 


Совершенно аналогично получается сведенте 
наиболЪе общаго уравнения 4-ой и 5-ой степени. 
Уравнен1я оказываются, конечно, нфсколько длиннЪе, но въ сущ- 
ности не боле трудными; новымъ является то, что параметръ 0 
нормальнаго уравненля, который прежде выражался рацюнально 
черезъ коэффищенты уравнения («= —— 27 5 2) ‚ теперь со- 
держитъ еще и квадратные корни. Вы можете найти очень 
подробное изложене этой теорли для уравнен!я 5-ой степени и, 
соотв тственно, для икосаэдра во второй части моихъ лекщй 0бъ 
икосаэдрз и при томъ въ такомъ вид, что не только приводится 
выводъ формулъ, но, кромЪ того, всегда указываются внутрення 
основанля, приводяпая къ этимъ уравненямъ. 


Позвольте мнф сказать еще нЪсколько словъ о томъ поло- 
жении, которыя эти построен1я занимаютъ по от- 
ношен!ю къ обыкновенно излагаемой теорти урав- 
нен1й 3-ей, 4-ой и 5-ой степени. Прежде всего, 
обычныя рфшен!я уравнен1й 3-ейи 4-ой а 
можно, конечно, получить изъ нашихЪъ тор фтъ 
СЪ ПОМОЩЬЮ соотв тствующихъ вычислен!1 Й; поль- 
зуясь р%8шен1емъ въ радикалахь уравнен!й 
д1эдра, октаэдра и тетраэдра. © 


(В 
Что же касается уравнений 5-ой степени, то, КЪ 
сожалею, въ учебникахъ обыкновенно ограничиваются конста- 
тирован1емъ того отрицательнаго результату ‘что такое уравнеюе 
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невозможно рЪшить съ помошью ряда радикаловъ, присо- 
единяя къ этому еще туманное указане на то, что ршеше ста- 
новится возможнымъ посредствомь эллинтическихъ функ- 
ц1й, — точнзе слфдовало бы сказать: эллиптическихъ модуль - 
функшй. Я отвошусь отрицательно къ такому изложеню, такъ 
какъ оно даетъ совершенно неправильное противоположене` и 
служитъ скорфе помЪхой правильному пониман!ю положения вещей, 
ч$мъ способствуетъ ему. Въ дЪйствительности, резюмируя все, 
къ чему мы пришли, мы должны сказать такъ, — отдфляя алге- 
браическую часть отъ аналитической: 


1) Хотя и невозможно свести уравнен1е 5-ой 
степени, данное въ общемъ вид$, къ двучленнымъ 
уравнен1ямъ, но зато удается— и въ этомъ именно и 
заключается собственно задача алгебраическаго ршен1я—свести 
его къ уравнен1ю икосаэдра, какъ къ простфйшему 
нормальному уравнен!ю. 


2) Уравненте икосаэдра, въ свою очередь, мож- 
но разр шить посредствомъ эллиптическихъ 
модуль-функц1й; это является пригоднымъ для численнаго 
вычислен1я полнымъ аналогомъ рфшеня двучленныхъ уравнений 
посредствомъ логариемовъ. 


Это составляетъ полное р$шен1е проблемы 
уравнен!я пятой степени. Бъ самомъ дЪлЪ, когда что- 
либо не удается на обычномъ пути, то не должно сразу отказы- 
ваться отъ дальнфйшихъ попытокъ и удовлетворяться констати- 
рован!емъ невозможности, но надо стараться подойти къ вопросу 
съ такой стороны, чтобы можно было его разрабатывать дальше. 
Математическая мысль, какъ таковая, никогда не имЪетъ конца, 
и если вамъ кто-нибудь скажетъ, что въ н$которомъ пункт® 
прекращается математическое пониман1е, то будьте увзрены, что . 
тамъ какъ разъ должна найти свое м$ето наиболзе интересная” 
постановка вопроса. © 

ие. 


Въ заключеше я хочу указать на То, что эти теорпё Отнюдь 
не прекращаются съ уравнен1емъ ПЯТОЙ степени, Ва ОТИВЪ 


того, можно и для уравнен!1й шестой и высшихь 

степеней развить вВполнЪ ЗЕРЛОГИ У. ныя теорти, 
РВ ь 

прибфгая къ помощи правильныхъ ТВ ль в простран 
-. 
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ств$ многихъ измЪ рений. Если вы желаете ближе ознако- 
миться съ этими теор1ями, то обратитесь къ моей статьЪ „0 р%- 
шен1и общаго уравнен1я 5-ой и 6-ой степени“ 
(„Оефег 41е АйНбзипо ег аоетештег С]Ле1спипх 5. ипа 6. Ота- 
дез“. Топги. Г. геше и. апхех. Ма{., 129 (1905), рах. 151 Н; Маёй. 
Апп., 61, рас. 50 ИП. — 1905). 


КК.  _ И 


ЗЬ 


АНАЛИ 


з о оиоиоооо—о 


ВВЕДЕНИЕ. 


Теперь, во второй половинф семестра, мы займемся тмъ, 
что подвергнемь отдфльныя, наибол$е важныя, съ на- 
шей точки зр%н1я, главы Анализа такому же обсужде- 
ню, какому раньше мы подвергли Ариеметику и Алгебру. РЁчь 
пойдетъ, главнымъ образомъ, объ элементарныхъ транс- 
цендентныхъ функд1яхът, которыя дЪйствительно играютъ 
большую роль въ школьномъ преподаваши: это — показатель- 
ная функц1я (соотвЪтственно логариемъ) и три- 
гонометрическ!я функции. 


У$— 
= 
& г 


4 


1. Логариемъ и показательная функшя. 


Прежде всего я хочу напомнить извЪетный вс$мъ вамъ 
ходъ изложеня этого вопроса въ школЪ и его продолжеше, при- 
мыкающее къ такъ называемой систематикЪ алгебраическаго 
анализа. 


1. Систематика алгебраическаго анализа. 


Исходять оть степени а==6’ и затЪмъ послдовательно 
переходять отъ ц$лыхъ положительныхъ поваза- 
телей с къ цзлымъ отрицательнымъ и, наконецъ, 
къ дробнымъ значен1емъ с; этимъ самымъ понят!е 
корня включается въ обобщенное понят!е о степени. Не входя въ 
подробности свойствъ степеней, отм$чу только правило умно- 
жентя: 


р о, 


которое сводитъ перемножен1е двухъ чиселъ къ 
сложен1ю ‘ихъ показателей. Возможность такого сведе- 
ня, которое, какъ извЪстно, лежитъ въ основаши вычислен1й 
съ помощью логариемовъ, формально обусловливается 
тъмъ, что основные законы умноженя и сложевя во многомъ 
совпадаютъ, а именно оба дЪйствя коммутативны и ассоцла- 
ТИВНЫ. 

Обращен!е дЪйств1я возведеня въ степень приводитъ. < 
логариему: с называютъ логариемомъ а при -яо- 
ван!и 6: @) 


с — 105, а <® 


Но уже здЪсь появляется рядъ затруднен 1% < ществен- 
наго характера, мимо которыхъ въ болещинствЪ случаевъ 
проходятъ молча, не разъяеняя ихъ какъ сзблуеть и которыя мы 
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именно поэтому постараемся вполнЪ себЪ выяснить. При этомъ 
оказывается удобнЪе ввести вмЪсто а и с, взаимную зависимость 
которыхъ мы намфрены изучать, обычныя обозначения перем$н- 
ныхъ х, у, такъ что наши основныя равенства принимають 
такой видъ: 
х=ф”, уж 105 


Начнемъ съ того, что основане 6 всегда предполагается по- 
ложительнымъ; при отрицательномъ $ перем$нная х прини- 
мала бы для ц®лыхъ значенй у то положительныя. то отри- 
цательныя значения, а при ращюональныхъ у она принимала бы 
множество разъ даже мнимыя значешя, и совокупность 
этихъ паръ значен1й м, у не могла бы образовать 
непрерывной кривой. Но и при 6 >0 невозможно обой- 
тись безъ, повидимому, совершенно произвольныхъ 
соглашен!й. Въ самомъ дЪл$, при рацюнальномъ у= = 


(ГдЪ жи, и взаимно простыя числа), какъ извЪстно, значене 

"п 
х=6”" = Уф” опредЪлено; но этотъ корень имфеть и значе- 
н1й и, если даже ограничиться вещественными числами, 
то все же при четномъ и онъ имЪеть 2? значен1я. Первое согла- 
шен1е и состоитъ въ томъ, что мы подъ х всегда будемъ 
разум$ ть положительное значен! е корня, или такъ 
называемое главное значен1е. Значене этого условя 
мы изслёдуемъ съ помощью общеизвЪетнаго изображеня лога- 
риемической кривой у = 105 х, которымъ я хочу воспользоваться 
уже здЪсь ради большей ясности (рис. 38). 

Если у пробЪФгаетъь сгущенный комплексъь рацональныхЪ 


чиселъ, то положительныя, главныя значешя х ==” образуютъ на 
нашей кривой сгущенный комплексъ *). Если бы мы стали отм$- , 
г 
о 
{@) Со 


*) Комплексъ ( многообраз!е, ансамбль) точекъ называется сгудтен- 
нымъ (йБегаП 4941с}%, ратбоие депзе,, если во всякой части отрава, ВЪ 
которомъ комплексъ заключенъ. имЪются точки комплекса; т. ‚воебли на 
этомъ отрЪзкЪ нельзя выдЪлить меньшаго отрЪзка, въ которомъ НЪТЪ 
точекъ комплекса; еще иначе, если сколь угодно близко \ ъулюбой точк» 
отрЪззка имЗются точки комлекса, © 
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чать при четномъ знаменателБ и (у показателя у) каждый разъ 
и соотв$тетвуюния отрицательныя значеня х, то получился бы, 
можно сказать, „вдвое менЪе плотный“, но все же сту- 
щенный комплексъ точекъ на зеркальномъ изображени нашей 
кривой по отношеншю къ оси у (у== 105 (—^)). Представляется 
далеко не очевиднымъ, почему въ томъ случа, если давать у 
всевозможныя вещественныя, въ томъ числЪ и иррацональныя, 
значетя, можно именно главныя значен1я справа 
соединять въ одну непрерывную правильно иду- 
щую кривую, и нельзя ли— и почему именно нельзя — до- 
полнить такимъ же образомъ и отрицательныя значетя слЪва. 
Мы увидимъ, что вполнЪ понять все это мы сможемъ лишь съ 


Рис. 38. 


помощью боле глубокихъ средствъ теорли функщйЙ, какими не 
можеть располагать школа. Велфдств1е этого въ школЪ отказыва- 
ются отъ болфе глубокаго пониман!1я положеня вещей и, большей 
частью, довольствуются тЬмъ, конечно, весьма убЪдительнымъ 
для ученика авторитетнымъ утвержден1емъ, 55 
должно брать 6б>0 и положительныя, гла выя 
значен!я корней и что все иное непр АВЖЛЬНО. 
На этомъ основано то утверждене, что логар иВмЪ есть 
однозначная функц!я, опред ленная ОЛько для 
положительныхЪ значен!1й де > 

Когда теор1я логариема доведена до этого`пункта, ученикъ 
получаетъ въ руки таблицы логар де Въ и долженъ на- 
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учиться пользоваться ими для практическихъ вычисле- 
н1й. При этомъ возможны конечно и таюмя школы, — въ мои 
школьные годы это было общимъ явлешемъ, — въ которыхъ не 
особенно распространяются о томъ, какъ именно вычислены 
такля таблицы. Само собой разумЪется, что мы должны самымъ 
рЪззкимъ образомъ осудить такой грубый ‚утилитаризмъ, игно- 
рирующй высше принципы обученмя. Но, теперь, большей 
частью, уже говорять о вычислен!и логариемовъ и во 
многихъ школахъ вводятъ съ этой цфлью также учен!е о 
натуральныхъ логариемахъ и о разложен!и въ 
ряды. 

Что касается перваго вопроса, то, какъ извЪетно, осно- 
ван1емъ натуральной системы логариемовъ служить 


Г == 9, 


е—= Ни (+, „= ‚ 7182818. 


Это опредфлен!е е и его употреблене въ качествЪ основавшя си- 
етемы логариемовъ, большей частью, помфщаютъ непосредственно 
въ самомъ начал, въ особенности —въ подражане французамъ — въ 
большихъ учебникахъ анализа, при чемъ, конечно, отсутствуетъ 
собственно наиболЪе цфнный элементъ, способствующий понима- 
ню: объяснен1е того, почему принимаютъ за 
основан1е какъ разъ этотъ зам чательный пре- 
дЪлъ и почему получаемые при этомъ логариемы 
называютъ натуральными. Точно такъ же и разложе- 
н1е въ рядъ появляется часто совершенно неожиданно; пола- 
гаютъ попросту формально: 


10° (1-х) = ах а, м--..., 


вычисляютъ коэффишенты @,4а,,... на основани извЪъетныхъ 
свойствъ логариема и доказываютъ, сверхъ того, еще сходимость» 
ряда при | х | < 1. Но при этомъ опять-таки оставляютъ въ стор ы% 
вопросъ о томъ, какъ вообще приходятъ хотяб КЪ 
тому что подозрф вають возможность разложен1я 
въ рядъ функп!и и при томъ еще сто” произ- 
вольно составленной, какой Ни 


по школьному опредзлентю. 
а 


УЗ; 


24.0 


2. Историческое развит1е учен1я о логариемЪ. 


Если мы хотимъ найти всЪ т внутренн!1я соотно- 
шентя, о которыхъ шла р%®чь, и узнать глубже лежапая осено- 
ван1я того, почему тавя, повидимому, произвольныя допущеня 
все же приводять къ разумнымъ результатамъ, — короче говоря, 
если мы хотимъ дфиствительно достичь полнаго 
пониман1я теор1и логариома, то будетъ лучше 
всего просл®дить въ общихъ чертахъ ходъ исто- 
рическаго развит1я этой теор!и. Вы увидите, что онъ 
нисколько не соотвфтетвовалъ изложенной выше школьной прак- 
тик$, но что послфдняя стоитъ къ нему, какъ бы въ поло- 
жени проекщи, построенной изъ очень неблагопраятной точки. 


Прежде всего приходится назвать одного ‘нфмецкаго мате- 
матика Х\-го стол т1я — шваба Михаэля Штифеля 
(М1сВае] 841е1), который выпустилъ въ НюрнбергЪ свою „АтИ- 
шейса п\еста“ въ 1544 году, т. е. въ самомъ началЪ развитя 
современной алгебры, за одинъ годъ передъ тЪмъ, какъ появи- 
лось, тоже въ Нюрнберг$, уже упомянутое выше сочинеюме Ка р- 
дана. Эта книга, какъ и большинство книгъ, упомянутыхъ ниже, 
имЪется въ нашей весьма богатой университетской библ1отек$. 
Въ этой книгё Штифеля вы встрЪчаете впервые дЪйств1я 
надъ степенями съ любыми рацпональными пока- 
зателями, при чемъ особенно подчеркивается правило умно- 
жен!я. Штифель даетъ даже (стр. 250), пожалуй, первую 
таблицу логариемовъ, какая только существуетъ, но, ко- 
нечно, весьма рудиментарную: она содержитъ всего лишь 
пфлыя числа отъ -——3 до 6 въ качеств показателей и рядомъ съ 


ними соотвфтствующая степени числа 2: ‚ 64. Повидимому, 


1 
8 › 
Штифель имфлъ представлене о значеши дальнЪйшаго раз- 
вит!я этихъ идей, такъ какъ онъ замфчаетъ, что объ ЭТИХЪ, $8. 
мЪчательныхъ числовыхъ соотношен!яхъ можно было бы написать 
ЦФЛУЮ КНИГУ. с” 

Для того, чтобы имЪть возможность вать ббтарирмы 
пригодными для практическихъ ии ЯПтифелю 
недоставало еще одного важнаго вспомогательнаго средства, а 
именно десятичныхъ дробей, такъ зо’ лишь со времени 


\ 
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изобрЪтеня послфднихт —посл$ 1600 года — стало воз- 
можнымЪъ построен1е настоящихъ логариемиче- 
скихъ таблицъ. Первыя таблицы принадлежать шотландцу 
ря Неперу (.30п Мартег или №ерег), жившему отъ 1550 г. 
1617 г., истинному изобрЪтателю логариемовъ, придумавшему 
самое ихъ назван!1е; эти таблицы появились въ 1614 году 
въ ЭдинбургЪ подъ заглаемъ: „Мичйе юсагИТтогат сап0т1$ 
дезсутрно“ („Описане чудеснаго канона логариемовъ“). О во- 
одушевлени, вызванномъ этими замЪчательными таблицами, 
вы можете судить по тфмъ забавнымъ стихамъ, которыя напеча- 
таны въ началЪ таблицъ и въ которыхъ различные авторы вост%- 
ваютъ отмфнныя качества логариемовъ. Впрочемъ, самый способъ 
Непера для вычислен1я логариемовъ былъ опубликованъ лишь 
послЪ его смерти подъ назватемъ „МиШет 10а итога сапоп1$ 
сопзбгиеНо“ (Тлодии! 1620; перепечатано въ Париж въ 1895 г.). 
Независимо отьъ Непера швейцарецьъ Бюрги (30136 Ваге1, 
1552 — 1632) построилъ таблицы, которыя онъ опубликовалъ, 
впрочемъ, лишь въ 1620 году въ ПрагБ подъ заглавемъ „Рго- 
отеззварит“. Для насъ, гёттингенцевъ, Бюрги представляетъ 
особый интересъ, какъ землякъ, такъ какъ онъ долгое время 
жилъ въ КасселЪ *"). `Воообще, Кассель и въ особеннссти его 
старая обсерваторля играли весьма важную роль въ истори 
развитя ариометики, астрономпи, оптики передъ изобрЪтеюпемъ 
исчислен1я безконечно-малыхъ -— подобно тому, какъ впосяЪдетви 
имфль значене Ганноверъ, какъ мЪстожительство Лейбница. 
Такимъ образомъ, вблизи отъ насъ находится почва, предста- 
влявшая историческое значене для нашей науки еще задолго до 
того, какъ быль основанъ нашъ университету. 
Представляется весьма поучительнымъ присмотрЪться ближе 
къ ходу идей у Непера и Бюрги. Оба исходятъ изъ 


значенй л ==” для цзвлыхЪъ у и хотятъ устроить такъ, чтобы 

числа х лежали по возможности гуще, чтобы подойти, таким 

образомъ, возможно ближе къ конечной цфли— найти для кала” 

числа его логариемъ. Теперь въ школЪ достигаютъ этого дав Шо- 

мощью перехода къ дробному показателю у, о котором? ” шла 
© 


*) Ближайшй къ Гёттингену большой городъ (въ) 50 км.). Ган- 


новеръ—центръ провинщи, къ которой а ее ‘важингенъ. 
Бо 
16 


> 


ху 
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р%чь выше. Но Неперъ и Бюрги избЪгаютъ всЪхъ тЬхъ 
затруднений, которыя встр$чаются на этомъ пути, благодаря тому, 
что съ помощью генальной интуищи подходятъ къ вопросу сразу 
же съ вЪрной стороны. А именно, имъ приходитъ въ го- 
лову простая, но счастливая мысль взять за осно- 
ван1е 6 число, очень близкое къ единиц$, ибо при 
этомъ дЪфйствительно Даже посл$ довательныя 
ц%лыя степени 6 лежатъ очень близко другъ къ 
другу. Бюрги принимаетъ 


р —=1, 0001, 
между тБмъ какъ Неперъ пользуется числомъ, меньшимъ 1: 
р —=1— 0, 0000001 = 0, 9999999, 


подходя, такимъ образомъ, еще ближе къ 1. Причина этого откло- 
нен1я Непера отъ теперешняго обычая заключается въ томъ, что 
онь напередъ имфлъ въ виду прим нен!е къ три- 
гонометрическимъ вычислен1ямъ; дЪйствительно, тамъ 
въздь прежде всего им$ють дфло съ логариемами пра- 
вильныхъ дробей (синуса и косинуса), которые при 6 > 1 
отрицательны, а при 6 < 1 положительны. Но для обоихъ изелф- 
дователей является общимъ тотъ главный фактъ, что они 
пользуются только цфлыми степенями этого чис- 
ла ф и благодаря этому совершенно избавляются 
отъ многозначности, которая стфсняла насъ выше. 
Вычислимъ по систем$ Бюрги степени для двухъ сосфднихь 
показателей уи у- 1: 


х= (1,0001), х--Ах=(1, 0001)" +". 


Вычитан!е даетъ: 


Ах= (1,0001) (1,0001 — 1) = х.-—^ о, з 
10 < 
или, если вмЪсто разностей показателей 1, писать мае у: 
Ау 10 
= { &> а“ 
© 


Получается такимъ образомь уравнен1е ЗК онечныхъ 
разностяхъ для логариемовъ Бюрги, которое самъ 
Бюрги непосредственно примфняетъ , при’ вычислении своихъ 


__ 
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таблицъ; опред$ливши, какое значен1е х соотвё$т- 
ствуетъ н$фкоторому у Бюрги находить сл$ду- 
ющее значен!е, соотв тствующее (у--1), посред- 


х 
ствомъ прибавлен!я 20 Точно такъ же оказывается, что 


логариемы Непера удовлетворяютъ разностному 
уравнен!ю: 


Д 107 

а. а (12) 

Дх х 
Чтобы убЪфдиться въ близкомъ родетвЪ обЪихъ системъ, стоитъ 
только разсматривать вмФсто у то числа Е то числа — 


(другими словами, переставить десятичную запятую въ логариео- 
Ж 


м = 59 га 


Рис. 39. 


махъ); обозначая опять новыя числа просто черезъ у, полу- 
чаемъ каждый разъ числовой рядъ, удовлетворя- 
ющ1й одному и тому же разностному уравнен!ю: 


Ду 1 
Яо’ 2 “у 
0 


въ которомъ у изм няется скачками, въ одном 
случаЪ въ 0, 0001, авъ другомъ случа въ— 0, 0000091. 
Если мы позволимъ себф ради удобства ор зваться 
изображенемъ непрерывной показательной кривой, \собственно 
говоря, къ этой кривой мы должны были бы придти: <Въ резуль- 
тат нашихъ разсужденй, —то мы сможемъ аа Эвъ нФоколь- 
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кихъ словахъ наглядное описае расположеня точекъ (х| у), со- 
отв тствующихъь числовому ряду Непера или Бюрги: это— 
вершины лестницы съ постоянной высотой сту- 
пени Ду=0, 0001 и соотв$тетвенно Ду=0, 0000001, впи- 
санной въ показательную кривую: 


ХТ: 0001) и соотвЪтетвенно х = (0, 9999999)" °°°® (3) 


какъ схематически изображено на рис. 39. 

Другое геометрическое толкование, которое не 
предполагаетъ знанйя показательной кривой и т$мъ не менфе лучше 
покажетъ намъ естественный путь къ ея построен1ю, получается, 
если замВнить разностное уравнен1е (2) слЪду- 
ющимъ суммован1емъ (какъ бы „проинтегрировать“ его} 


1 де. 
= У: (4) 


суммироване здЪсь надо понимать въ томъ смыслЪ, что & изм$- 
няется отъ 1 дох скачками такой величины, что соотв тетвующее 


Д р ыы 
Д7 == постоянно равно 10 1 или, соотвфтственно, — 10 я 
9. | Г — | 
что даетъ Д АА или, соотвЪтственно, Д & == ОЕ Этотъ про- 


цессъь нетрудно описать геометрически: надо начертить 


Е - 1 
въ плоскости 67 гиперболу 7=- и отм$тить на 


5 


оси & начиная отъ точки &=1, всЪ т% точки, кото- 
рыя получаются, если посл довательно прибав-. 


10° 
дымъ такимъ отр$зкомъ (между двумя сосЪдними точками): 


О (для логариемовъ Бюрги). Надъ каж- 

<> 1 2 е> 

построимъ прямоугольникъ съ высотой Е ‚одной 
< 


о. ©\о 
изъ вершинъ которато служитъ точка гиперболы, ‹имющая 
= . хе 
абсциссу &; всЪ таке прямоугольники имфютъ одну и ту же 

р 


1 1 ь 
площадь 45 Е тоя (рис. 40). Въ такомь луча ра- 
>: 


\ 
венство (4) показываетъ, что лотариомъ Бюрги 
равенъ какъ разъ сумм вех тихь вписан- 
к 


и 
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ныхъ въ гиперболу прямоугольниковъ, лежащихъ 
между 1 их. То же им$етъ м3Зето и для логариемовъ Непера. 
Посл днее истолкован1е приводитъ насъ не- 
посредственно къ натуральнымъ логариемамъ, 
если вмЪсто суммы прямоугольниковъ разсма- 
тривать площадь, ограниченную самою гипербо- 
лою между ординатами 6=1,&=х (заштрихованную на 
чертеж); это выражается, какъ извЪстно, слфдующей формулой: 
= 

45 
Е. 


02 вас == 
1 


Таковъ же былъ и дЪйствительный историческ1й путь: 
а именно, рьшительный шагъ былъ сдЪланъ около 1650 года, 


о 10, &, ^%, < 


Рис. 40. 


когда аналитическая геометр1я составляла уже общее достояне `_ 
математиковъ и нарождающееся исчислене безконечно-малых®" 
приводило къ квадратурамъ извёстныхъ кривыхъ. ке 
Если мы принимаемъ это опред$лене натуральнаго-- лога- 
риема, то мы должны, конечно, прежде всего Убить ТОМЪ, 
что онъ дфйствительно обладаетъ ВМ ОСНОВ- 
нымъ свойствомъ, что умножен!е чин (пашет!) 
зам$ няется сложен1емъ логариемов+,— или, выража- 
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ясь современнымъ языкомъ, мы должны показать, что опред$ля- 
емая площадью гиперболы функщя 


Гд= [© 


1 


подчиняется простой теорем $ сложения: 


А) -ЕЛ (4) = 7 (1... 


Въ самомъ дфлЪ, при варащи перем$нныхъ ^,, х› 00% 2 по- 


ах. 
лучаютъ, по самому опредЪлен!ю интеграла, приращен1я =3 зы " 


(хх) 

172 
собой; поэтому /(х,)-- Х(х,) и /(х,.х,) могуть отличаться только 
на постоянную С; но послфдняя оказывается равной 0, такъ какъ 
при х, = 1 имфемъ: /(1)-- 1х.) = (х.), ибо (1) =0. 

Чтобы найти „основан1е“ полученныхъ такимъ 
образомъ логариемовт, обратимъ наше внимаше на то 
обстоятельство, что переходъ отъ ряда прямоугольниковъ къ пло- 
щади, ограниченной гиперболой, можно получить, если подви- 


5 5 


таться по оси абсциесъ каждый разъ на 4&==— вмЪето Дё и 
и 


и давать и неограниченно возрастающая значеня. Но это озна- 
чаетъ, что мы зам$няемъ послЪфдовательноеть: значей Бюрги 


и, соотв тетвенно ‚ которыя, такимъ образомъ, равны между 


100009 


во 
х = (1,0001) послЪдовательностью х = (1 -|- ы ‚ гдЪ и про- 


бЪгаетъ рядт вс$хъ цфлыхъ чиселъ. Согласно общему опредзлению 
степени это можно выразить такъ: х есть у-ая степень числа 


й 
(1 ы ‚ & это дБлаетъ весьма вфроятнымъ, что по выпол- 
7 


ТВ АУ 
нен1и предфльнаго перехода Пт Ин станет 
2 — © © ©9° 
во 
основан1емъ; это дёйствительно какъ разъ тоть прей Въ, ко- 


торый обыкновенно помфщаютъ въ самомъ началф, хак опред$- 


10000 __ 
леше числа се. Любопытно, что основаше Вюргис $ 0001) 


—2,118146... совпадаетъ съ е до третьяго дебутничнаго знака. 

Посмотримъ теперь, какъ развив дао исторически 
теор1я логариема послЪ Непёра и Бюрги. Эдфеь 
прежде всего я долженъ указать слЪдующее: 


241 


1) Упомянутый уже выше Меркаторъ одинъ изъ первыхъ 
сталъ пользоваться опредзлен1емъ натуральнаго ло- 
гариема посредствомъ площади гиперболы; въ 
своей книг$ „Госагртобестиеа“, а также въ нЪкоторыхъ ста- 
тьяхъ, помфщенныхъь въ „Ри|озорШеа] Тгапзаейотз“ Лондон- 
ской Акалеми за 1667 и 1668 годы, онъ  показываетъ, 
исходя, собственно говоря, изъ тЪхъ же соображенй, которыя я 


5 

45 
И 5 
отличается отъ обыкновеннаго логариема съ ос- 
нован1емъ 10 — этимъ основанемъ уже тогда пользовались 
при вычисленяхъь —лишь постояннымЪъ множителемуъ, 
такъ называемымъ модулемъ системы логариомовъ. Кром% 
того, онъ же ввелъ назване „натуральный логариемъ“ 
или также „гиперболическ!й логариемт“ *). Но са- 
мой крупной заслугой Меркатора является то, что онъ 
нашелъ степенной рядъ для логариема, который онъ 
получаетъ — по существу, —выполняя въ его интеграль- 
номъ изображен1и дзлен!е и интегрируя зат$мъ 
но частямъ. Я уже отм$тилъ это выше (стр. 130), какъ шагъ, 
проложивпий въ математик новый путь. 

2) Тамъ же я сообщилъ, что Ньютонъ воспользовался 
этими идеями Меркатора и обогатилъ ихъ двумя новыми, 
весьма пфнными открытями: обобщенной теоремой би- 
нома и методомъ обращения рядовъ. Эти открытия на- 
ходятся уже въ одной юношеской работ$ Ньютона: „Ое апа- 
|уз1 рег аефаайюопез пишего фегитогиш шйпЦаз“ **), которая 
была напечатана много поздн%е, но уже съ 1669 года была рас- 
пространена въ рукописи. Въ этой работф *"") Ньютонъ выво- 
дитъ впервые изъ ряда Меркатора для у = 09 пах посред- < 
ствомъ его обращен!1я рядъ для показательной” 


только-что изложилъ на современномъ языкЪ, что /(х) = 


функц!и: 9 
2 СУ 
х=1-ь = Ра а 9 
+) РЫЙ. Тгапз, Ш (1668), рав. 761. $ 
*#) [. Хемоп, Оризеща, Тот. [. (Цаазаппае 1744 ©. 1. — Впервые 
появилась въ 1711 г. в. ": 


***) 1060 ©., ра. 20. к. 
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Такимъ образомъ, число, натуральный логариемъ котораго ра- 
венъ 1, получается отсюда въ такомЪъ видф: 


НЯ 
и съ помощью функцюнальнаго уравненя для логариема не- 
трудно вполн% строго придти къ выводу, что для каждаго 
рац1ональнаго у, въ смысл обыкновеннаго опре- 
дЪлен1я степени, х равенъ одному изъ значении 
е’, а именно положительному, какъ мы еще увидимъ ниже. 
Такимъ образомъ, функц!я у= Ю° пах дЪъйстви- 
тельно представляетьъ то, что, согласно обычному 
опред$ лен!ю, слфдовало бы назвать „логарие- 
момъ х при основанти е“, при чемъ е здеь опред$лено 


т 
посредетвомъ ряда, а не какъ Ши 1--- „). 
я —= 62 

3) Боле удобный способъ получен!я показа- 
тельнаго ряда имЪлъ возможность дать Брукъ Тэйлоръ 
(Вгоок Тау]ог), установивъ въ своемьъ „Метод прираще- 
н1й“*) общ!Й принципъ разложен1я въ рядъ, на- 
званный его именемъ; объ этомъ рядЪ намъ еще придется много- 
говорить въ послфдующемъ. Ему надо было только изъ еоотно- 
шен1я, содержащагося въ опредфлени логариема съ помощью 


интеграла: 


вывести для обратной функщи равенство: 

Че? 

ау 

посл этого онъ имфлъ возможность сразу написать рядъ для по- 

казательной фунюши, какъ частный случай его общаго р 
(т. е. такъь называемаго ряда Тэйлора). 55 

Мы уже видфли выше (стр 132), что за этой проду ив- 

Ной эпохой посл$довала эпоха критики, которую” можно 

назвать чуть ли не пер1одомъ моральнаго угнетеня; въ течеше 

этого пер1ода математики стремились, главны 550 разом, КЪ 

тому, чтобы надежно обосновать вновь прюбрьтенные результаты 


и. 


< _- 


*) „Мемпо4из шсегешетогит“, Гоп, м 
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и отдёлить то, что могло оказаться невзрнымъ. Мы должны те- 
перь ближе присмотр$ться къ тому, какъ относились къ пока- 
зательной функщи и къ логариему главные представители этого 
направленя — Эйлеръ и Лагранжъ. 

Начнемъ сту „Введен1я въ анализъ безконечно- 
малыхъ“ Эйлера“). Позвольте мн%, прежде всего, отм%тить 
необычайный, поразительный анализъ Эйлера, про- 
являемый имъ во всЪхъ его разсуждепяхъ, хотя я долженъ 
замътить, что у Эйлера нёть и слЪфда той строгости, 
какая теперь, обыкновенно, требуется. 

Эйлеръ начинаетъ свои разсужденя съ теоремы о би- 
НОМЗ: 


те Ир. 


для пифлаго показателя /; при нец®ломъ показатель Эйлеръ 
вообще не разсматриваетъ бинома во „Введени“. Это разложене 
Эйлеръ прим$няетъ къ выражен!ю: 


(+7 


глф ииу суть цфлыя числа; заставляя и — при сохранени этого 
услов1я — возрастать до безконечности и выполняя справа 
этотъ же процессъ въ каждомъ членЪ ряда от- 
дъльЬно Эйлеръ получаетъ показательный рядъ: 


оу. 


: т 
ГД е опред$лено, какъ Шт (+) . Могутъ ли быть строго 
п-сл 


оправданы, въ современномъ значеши слова, отдфльные шаги 
этого према, — напримръ, дЪйствительно ли сумма предЪловъ у 
членовъ ряда равна предфлу суммы ряда, — 060 всемъ этомь 
Эйлеръ нисколько не заботится. Идея этого вывода ряда ‚ ри 
показательной функц!и является, какъ вамъ извЪетно, образиомъ 
для весьма многихъ курсовъ анализа, при чемъ, во Свбякомъ 
случа, ч$мъ дальше, тфмъ больше к оны 


*) „пигодисНо ш апайзш шНоКЦогиш“, Паизапиае» 1748. Сар. УИ, 
рас. 85 и елВд. к <” 
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гаги сами по себЪ и особенное значеше придается доказательству 
ихъ правильности. О томъ, какое опредЗляющее значен1е имЪла 
книга Эйлера для всего дальнЪйшаго развитя этихъ вещей, 
вы можете судить уже по одному тому, что отъ Эйлера ведетъь 
начало употреблене буквы е для обозначеня этого зам чатель- 
наго числа: „Ропатиз ащет геуфай$ отайа рго пимего вое 
2 ,11828.... сопфащег ПИегаш с...“ читаемъ мы на стра- 
ниц 90. 

Быть можетъ, будетъ кстати зд$еь же упомянуть, что 
Эйлеръ даетъ непосредственно вол$дъ за этимъ совершенно 
аналогичный выводъ ряда для синуса и косинуса. 
При этомъ онъ исходитъ изъ разложения въ рядъ эт ф по ете- 


пенямь зт и заставляетъ п возрастать до ©®. Если построить 
и 


это разложеше на основами „формулы Моавра“: 


а р и = (<> " (1-75 $]. 


то нетрудно понять, что прим$няемый Эйлеромъ процессъ 
представляетъ собой предЪльный переходъ для бинома. Съ другой 
стороны, въ этомъ же мЪстЪ “) Эйлеръ впервые употребляетъ 
букву л для обозначен1я того числа, для котораго она съ тъхъ 
поръ всегда употребляется. 

Обратимея теперь къ замчательному сочинен!1ю 
Лагранжа— къ „Геор1и аналитическихъ функц{Й“ **). 
И въ этомъ случаЪ приходится прежде всего отм$тить, что во- 
просами о сходимости Лагранжъ, если и занимается, то со- 
вершенно случайно и мимоходомъ. Мы уже знаемъ, что Ла- 
гранжъ разсматриваетъ лишь так1я функци, ко- 
торыя даны въ вид степенныхъ рядовъ, и опред$- 
ляетъ ихъ производныя вполнЪ формально посредствомъ стецен; 
ныхъ рядовъ, получаемыхь по опредзленнымъ правилам. ИЗЪ 


даннаго ряда. Поэтому рядъ .Тэйлора 50% 
А У 
55 
Хе =хед-нии" вк ых «д -- ©? 
ПАЧ ЧЕ Ч ЧЕН Ре КУ. 
*) 1.060. ©Ц., рас. 93. № 


**) „ТГибоге Чез 10пс@опз апа]уйдиез“. ранёс, — Перепечатано 
въ издаи Гастапое, Оепугез, Т. ТХ (Рамзя 1881) ср. въ особенности 
СПпар. Ш, рах. 34 и сл$д. 
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представляетъ для него только лишь результатъ 
формальной перегруппировки ряда для /(х-—- 1), рас- 
положеннаго первоначально по степенямъ (х-—- 7). Еели онъ же- 
лаетъ примфнить этотъ рядъ къ какой-нибудь опредЪленной 
функщи, то, конечно, онъ долженъ сперва, строго говоря, пока- 
зать, что взятая функшя принадлежитъ къ числу „аналитиче- 
скихъ“, т. е. что она вообще можетъ быть разложена въ степен- 
ной рядъ. 

Лагранжъ начинаетьъ съ раземотрфя функц!и 
1 (2) ==” при ращюнальномъ 2 и опредфляетъ /’(х), какъ коэф- 
фищентъ при А’ въ разложени (х-- 1)”, предетавляя себф, что 
дБйствительно вычислены первые два члена этого разложеня; по 


фиг 


тому же самому закону онъ сразу получаеть и /”(х),/ (х),..., 
и бином1альное разложен!е (^х- /)” получается, какЪъ 
частный случай Тэйлорова ряда для /(х--7). При 
этомъ я особенно подчеркиваю, что Лагранжъ не разбираетъ 
отдзльно случая ирращональныхъ показателей и, но считаетъ 
очевиднымъ, что этотъ случай исчерпанъ, если приняты во вни- 
ман1е вс ращональныя значешя и; представляется интереснымъ 
отмфтить это въ виду того, что въ настоящее время придаютъ 
очень большое значене точной разработкЪ подобныхъ перехоловъ. 


Эти результаты Лагранжъ примЪфняетъ къ вполн% ана- 
логичному изученю функц!и /(х)=(1--6)”; а именн 
преобразуя биномйальный рядъ для (1-2 6)” =^ онъ находить 
Г’ (*), какъ коэффищентъ при Й, затВмъ опредЪляетъ по тому же 
закону $. (х) ом (х),..., и, наконецъ, пишетъь рядъ Тэйлора 
для Г(х--й) = (1-2 5)”Т”: полагая х == 0, онъ получаетъь иско- 
мый рядъ для показательной функц!и. 

Этоть историческй обзоръ, въ которомъ я, разум%ется, МОЕ, к 
назвать имена только первоклассныхъ математиковъ, я хотёль бы. 
господа, закончить ТФмъ, что вкратп$ отмЪчу т% © у е- 
ственно новыя течен!я, которыя выступили” ВЪ 
ХХ -мъ стол тти. Здесь я долженъ, прежде всего, казать на 

1) выработку точныхъ понят{й о оно 
безконечныхъ рядовъ и другихъ безю нечныхъ 
процессовъ. Первое мЪето здЪсь занимаетъ АВ ссъ съ его 


АСУ 


к 
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статьей 1812 года о гипергеометрическихтъ рядахъ *®); 
затмъ слфдуетьъ работа Абеля 1824 года о бино- 
м1альномъ рядЪ ="), между тёмъ какъ Коши въ двадцатых 
годахъь впервые публикуетъ въ своемъ „Курс$ анз- 
лиза“ ***) изелЪдован!я общаго характера о схо- 
димости рядовъ. Результатъ вефхъ этихъ работъ по отно- 
шен1ю къ разсматриваемымъ здесь рядамъ состоитъ ВЪ томъ, 
что вс прежн!я разложен1я — поскольку они отно- 
сились къ области сходи мости— были правильны, 
при чемъ точныя доказательства оказываются, 
конечно, очень сложными. Относительно подробностей 
этихъ доказательствъ въ ихъ современномъ видЪ я снова отсылаю 
интересующихся къ „Алгебраическому анализу“ Буркгардта 
или къ книг Вебера-Вельштейна. 


2) эдЪеь же я долженъ упомянуть о точномъ обосно- 
ван1и анализа безконечно-малыхъ въ работахъ 
Коши, хотя подробно говорить объ этомъ намъ придется позже. 
Это обоснован1е сообщило тому изложен1ю теор!и 
логариемовт, какое выработалось въ ХУП сто- 
лът1и, полную математическую точность. 


3) Наконецъ, я долженъ упомянуть о той теорши, которая 
одна только могла привести къ полному пониманию логариема и 
показательной функщи,—-о теор1и функц!й комплекснаго 
перем ннаго, кратко называемой теперь „теор1ей 
функц! й“. Первымъ, кто ясно представлялъ себф основныя 
черты этой теори, былъ опять-таки Гауссъ, хотя онъ опуб- 
ликовалъ объ этомъ очень мало или даже почти ничего. Для 
насъ интересно прежде всего письмо Гаусса къ Бесселю 
отъ 18 декабря 1811 года, которое было опубликовано, 


«У 
На. аи 5 СУ 
т Чаизз, „10139413 00ез сепега!ез сшса земет ФИ аи 
и. 
в + .--“. Соттепф. 80с1еф. гех. @ошх. гесепв. УГ 61813 илн 
<. 
М’егКе, Ва. Ш, раз. 125. <° 


*+*) СтеПез Фопгпа] #. 4. г. и. а. Мабфезжт., Ва. 1, ‘рав. 7311. 
***) Сайсву, „Соигз {’апа]узе“, Р. 1: < 86 ЭЛвормаче. Рал1$ 1821 


7 


или „Оепугез“, Бег. П, Тегш. Ш (Раз 1897). ду 


(\ 


253 
конечно, лишь много позднфе (\\!егке, Ва. Ш, рах. 90). Въ этомъ 
нисьмз съ поразительной ясностью опредзлено значение 


ЧЕ ь 
интеграла т въ комплексной плоскости и объяс- 
1 


нено, почему онъ представляеть безконечно-многознач- 
ную функц!ю.— Впрочемъ, слава самостоятельнаго создан!я 
и перваго опубликованя теори комплекесныхъ функшЙ и въ 
этомъ отношен!и принадлежитъ Коши. 


‚Результатъ этихъ изел$дованй начала ХХ стол$тя въ при- 
ложени къ нашему спещальному вопросу можно выразить прибли- 
зительно такъ: опред ленте натуральнаго логариема 
на основан1и квадратуры гиперболы обладаетъ та- 
кою же строгостью, какъ и всякое другое опре- 
дЪлен!е, и даже бол$е того: оно, какъ мы вид$ ли, 
превосходитъ друг!1я опредзлен1я простотой и 
наглядностью. 


8. НВкоторыя замф$чан1я о школьномтъ препода- 
вании. 


НесомнЪнно,— хотя и удивительно, — что это современное 
развит!е идей, “по существу, прошло совершенно безсл$дно 
для характера школьнаго преподаван!я, на что я уже неодно- 
кратно указывалъ. Тамъ — въ школ — и по сей день обходятся 
съ помощью алгебраическаго анализа, несмотря на всЪ 
трудности и несовершенство посл$дняго, избЪгая всякаго 
прим$ нен!1я исчислен!я безконечно-малыхъ, хотя 
страхь ХУШЩ-го столЪт1я передъ посл$днимъ давно уже потерялъ 
всяюй смыслъ. Причину указаннаго явленя приходится искать 
въ томъ обстоятельств, что съ самаго начала ХХ -го сто- 
лЪт1я преподаван!е математики въ школ и иду < 
щее впередъ научное изсл$ дован!е потеряли в. се 
кое соприкосновен1е между с000й; и ЭтотЪ ‚ Факть 
представляется тЪмъ болЪе удивительнымъ, что какъ ‚сфазъ ВЪ 
первыя десятил$т1я этого же стол т1я начинается впер вые вообще 
спещальная подготовка кандидатовъ въ преподаватех "Математики. 
Я указывалъ уже во „Введени“ на этотъ р азы въ, который 
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долгое время имфлъ здфсь м$ето и препятствовалъ какой-либо 
реформ школьной традищи. Средняя школа всегда очень мало 
заботилась о томъ, какъ высшая школа будетъ строить свое 
здан1е на основахъ, даваемыхъ ею, средней школой, и часто до- 
вольствовалась такими опредЪзлен1ями, которыя, быть можетъ, и 
были достаточны для ея цфлей, но оказывались несостоятель- 
ными передъ лицомъ болфе серьезныхъ требоваюмй. Съ другой же 
стороны, и высшая школа часто совершенно на даетъ себЪ труда 
точно примыкать къ тому, что дано въ средней школЪ; вмЪсто 
этого она строитъ свою собственную систему, лишь изрЪдка со- 
кращая свой трудъ не всегда даже подходящимъ указанемъ: „это 
вы уже имли въ школъ“. 


Въ противоположность этому, интересно замфтить, что тЪ 
преподаватели высшей школы, которымъ приходится читать лек- 
щи для болЪе широкихъ круговъ — для естественниковъь и для 
техниковъ, сами собой пришли въ своей прак- 
тик къ способу введен1я логариемовъ, совер- 
шенно подобному тому, который я здфеь реко- 
мендую. Въ этомъ отношени я особенно рекомендую вашему 
вниманю „Учебникъ математики для студентовъ- 
естественниковъ и для техниковъ“ Шефферса”). 
Тамъ вы найдете на стр. 282-350 очень подробную теорлю 
логариема и показательной функщи, которая вполнф совпадаетъ 
съ нашимъ построенемъ и къ которой примыкаетъ (стр. 851—407) 
подобная же теор1ля тригонометрическихъ функций. Я настойчиво 
рекомендую вамъ познакомиться съ этой книгой: она написана 
мастерски и легко читается, такъ что вполнЪ доступна и для 
менЪе способныхъ. Весьма поучительно обратить вниман1е на тотъ 
педагогическ!й тактъ, который обваруживаеть Шеф- 
ферсъ; посмотрите, скажемъ, — чтобы ограничиться однимъ при- 
мЪромъ, -— какъ часто и настойчиво онъ указываетъ, что во во 
теор!и логариема лишь очень мало новыхъ формулъь необходимо 
запомнить, между тЪмъ какъ всЪ другя, если вы ихъ хотьс СОДИНЪ 
разъ поняли, каждый разъ можно отыскать въ книг$; ‚этиУЬ онъ По- 
стоянно полдерживаетъ въ читателЪ терп$не даже ели громад- 


№ 
*) Эспе{{егз, „Гейграсв ег Мабетай та Эа егепае 4ег 
в 


Мабиг\1взепзспайеп ип@ Тесвий к“, [е1рхйе 1905. ох 


о 
У 
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наго, повидимому, обил1я новаго матер!ала. Въ одномъ только 
Шефферсъ отклоняется отъ моей тенденщи: онъ, хотя и при- 
нимаетъ школьное изложен1е, какъ напередъ данное, но строитъ 
свои разсужденая, не заботясь о томъ, что дала школа, полагая, 
что большинство изъ этого матерлала уже забыто. Но онъ 
очень Далекъ отъ того, чтобы д$лать предложен1я по вопросу о 
реформ самого школьнаго преподаваня, какъ это дФлаю я. 


Я хочу теперь еще разъ въ н$зсколькихъ словахъ резюмиро- 
вать, какъ мнЪ представляется введен1е логариома въ школЪ 
по этому простому и естественному способу. 
Основнымъ принципомъ должно быть признан!е 
квадратуры уже извЁ$стныхъ кривыхъ правиль- 
нымъ источникомъ для введен!я новыхъ функций. 
Это, какъ я показалъ, соотвЪтетвуетъ, съ одной стороны, 
историческому положе- ид 
н!ю вещей, а, съ другой, 
методу, прим $ няемому 
въ высшихъ частяхь 
математики (сравните, на- 
примфръ, эллиптическя фун- = 
кщи). Слфдуя этому общему | 


принципу, надо исходить изъ 
1 / 
типерболы т. назвать / 
{ 


логариемомъ отъ хчиело, Рис. 41. 

измфряющее площадь, которая содержится между 
кривой и осью абециссъ, а съ боковъ ограничена 
ординатами &=Ти &=х (рис. 41). Передвигая вторую 
ординату, можно легко на основави геометрической интуищи 
составить себЪ качественное представление объ измЪнени этой 
площади при измфнени х и, слБдовательно, приблизительно по- А. 
строить кривую у == 105, х. Чтобы возможно просто получить фу нА У 
кц! ональное уравнен!е логариома, можно, напримё в, 
исходить изъ равенства 5 


т 
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которое получается при преобразовани сё —& перем нныхъ 
интегрирования; это равенство говоритъ, что площадь, за- 
ключенная между ординатами Ги х, равна пло- 
цади, заключенной между ординатами, въ с разъ 
бол$е удаленными отъ начала: си сх. Этотъ фактъ 
легко сдЪлать весьма нагляднымъ геометрически, если обратить 
вниман!е на то, что величина площади должна оста- 
ваться неизм$нной, если передвигать ее подъ 
гиперболой и въ то же время растягивать въ 
такой же мЪрЪ, въ какой уменьшается высота. Но 
изъ этой теоремы вытекаеть непосредственно теорема сложеня: 


Мн$ бы очень хотфлось, чтобы возможно скорзе попробовали 
примЪнить этотъ путь въ школьной практик; ршеше вопроса 
о томъ, какъ должны быть построены детали этого изложеня, 
слфдуетъ, конечно, предоставить опытному преподавателю. Впро- 
чемъ, въ меранской программ$ мы еще`не р$шались предло- 
жить этотъ путь въ видЪ нормы. 

Теперь, наконецъ, мы должны еще ор1ентироваться относи- 
тельно того, какъ складывается наша теорля, если мы становимся 
на точку зрзня теори функщй; это дастъ намъ также полное 
освзщен!е всЪхъ трудностей, затронутыхъ ранЪе. 


4. Точка зр%н1я современной теор!и функциИ. 


Въ дальнфишемъ изложеши мы замзнимъь у и х ком- 
плексными перем$нными 
я —=и- в и 8 =хЬ--#). 
1) Логариемъ опред$ляется посредствомъ ин- 
теграла: 


== 146 
: ры 
при чемъ путемъ интегрированя можеть газо дю кривая 
въ комплексной плоскости б, м оТъ ТОЧКИ 5 =1 КЪ ТОЧЕ% 
С == (рис. 42). 5“ 
«СУ 


291 


2) Смотря по тому, обходитъ ли путь интегрированя во-. 
кругъ точки &=0 одинъ разъ, два раза,..., или же не обходить 
вовсе, интегралъь принимаеть безконечно-много различ- 
ныхъ значен!й, такъ что 1053 представляеть безконечно- 
многозначную функц!ю. Опред$ленное значене — такъ 
называемое главное значен1е [1052|— получится, если 
взрЪзать плоскость, напримЪръ, вдоль оси отри- 
цательныхъ вещественныхъ чиселъ и установить, что 
путь интегрированя не долженъ переходить черезъ этотъ разрззъ. 
Произвольнымъ остается при этомъ только то, желаемъ ли мы 
получать отрицательныя вещественныя значен!я, 


"УГ 


Рис. 42. 


подходя къ лини разр$за сверху или снизу; соотвфтственно этому 
и логариемъ получаетъ чисто-мнимую часть —- &% или— (1. Изъ 
главнаго значен!я общее значен1е логариема по- 
лучаетея прибавлен1емъ произвольнаго крат- 
наго 22: 


02 = = 1023] -- 225 ое ®,...)-. (2) $ 


3) Изъ опредЗленя логариема съ помощью интеграла фо" 
дуетъ, что обратная ему функция === { (9) удовлетно- 
ряетъ мини" — уравнен!ю: 


Кох 
4 $” | 
Ааа А 
зы. 5$ 17 
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на основави котораго можно сразу составить разложенте / 
въ степенной рядъ: 


а = (в) = 1-Е: 


Такъ какъ этотъ рядъ сходится для всякаго конечнаго &, то 
отсюда можно заключить, что эта обратная функция 
однозначна и имЪетъ только одну особенную 
ТОЧКУ ® == 0, представляя собою такимъ образомъ 
„цфлую“ трансцендентную функц! ю. 

4) Совершенно такъ же, какъ и при вещественномъ пере- 
мфнномъ, можно вывести изъ опредзлевя при помощи интеграла 
теорему сложен1я для логариема, изъ которой для 
обратной функщи вытекаетъ уравнен!е: 


Д (и) . (6) = Ув. в). (3) 


Точно такъ же изъ соотношеня (2) получаемъ: 


Де -- 2) = (в) (=0,-1,-2,...); (“) 


другими словами, /(%) представляетъ простую пер!о- 
дическую функц!ю съ пер!одомъ 272. 
5) Пусть (1) ==е. Тогда изъ соотношеня (3) елёдуетъ, 
что для каждаго рац!ональнаго значен!я ш—^. 
у 
число / (0) равно одному") изъ и значений Уе”, опре- 
дфленныхъ обычнымъ образомуъ: 


270 


= ИУ —г*. 


Принято-—и мы тоже примкнемъ къ этому обычаю — обо- 


п 


значать черезъ 2 —=е”" всегда именно это значенуе 
7 (4), такъ что 6“ обозначаетъ вполн\ опред $ лен- 
ную однозначную функц!ю, а именно ту, ноторая 
опред$ лена въ пункт® 3). У 


©. 


6) Какую же функщю надо понимать въ наибодже < общемъ 


смысл$ подъ степенью 6” при произвольном оСно- 
ван1и 6? Опредфленя должны быть даны “аким обра- 


*) И именно вещественному и о. Ред. 
^СУ 


2 


ой 
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зомъ, чтобы сохранились формальныя правила возведеня въ 


степень. Если, такимъ образомъ, чтобы свести 6” къ только - что 
опредЪленной функщи 2”, мы положимъ 6 равнымъ е'°8?, гдЪ 1056 
имЪетъ безконечно много значен!й: 


10° в — [По 6] А 2елё (Е = 0, 1,-2,...), 
то получается необходимым образомъ: 
д" Ре (655 ’) — 6' . 108 в — ро . 105 Ь] ели (А Е 0, -|- \, -- 2. гы. .), 


& это представляеть при различныхъ значенмяхъ № безко- 
нечно-много функц!й, среди. которыхъ совер- 
шенно нзтъ равныхъ. Такимъ образомъ мы приходимъ къ 
тому замф$чательному результату, что значен1я показа- 


тельнаго выражен1я общаго вида 6, получаемыя 
посредствомъ процессовъ возведен!я въ степень 
и извлечен!1я корня, принадлежатъ отнюдь не 
одной и ТОЙ же функции, а безконечно-многимъ 
различнымъ функц!ямъ отъ #, каждая изъ кото- 
рыхъ однозначна. 

Значеня этихъ функ стоятъ, конечно, въ различныхъ со- 
отношеняхъ между собою. Въ частности всЪ они равны между 
с0б0й, если ш есть цЪлое число; если же ш есть 


и 
рац1ональная дробь вида я ГДЪ 2и, И взаимно простыя 


числа, то среди нихъ существуеть только конечное число, 
а именно и различныхъ значен!й; это суть значенмя 


7 [106] эт т 
70 


е .е "о для Р =0,1,.... И 1; такимъ образомъ, это, какъ 


я 
оно и Должно было быть, суть и значений корня Ув”. 


7) Теперь лишь мы можемъ виолнЪ понять, до какой к 
степени нец$лесообразна обычная систематика; 
которая хочетъ, исходя изъ возведеня въ степень и извлечения 
корней, подойти къ однозначной показательной функции; Этимъ 
она попадаетъ въ лабиринтъ, изъ котораго она не`можетъ 
найти выхода съ помощью однихь своихъ такъ называемых 
„элементарныхъ“ средетвъ, обязывая себя къ тому \ кб не выхо- 
дить за предзлы области вещественныхъ величине амъ станетъ 


^УС% 
|. — 
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это вполнЪ ясно, если вы теперь на основани пр1обрЪтеннаго 
общаго взгляда сообразите, какъ обстоитъ дзло при отрица- 
тельномт 6. Я долженъ еще указать здфеь на то, что теперь 
мы дЪйетвительно можемъ понять ифлесообразность того опред?- 
лен1я главныхъ значений, которое раньше казалось. 


И 
намъ произвольнымъ (6 >00 и 6" 0; см. стр. 237): оно доста- 
вляетъ исключительно значення одной изъ нашихъ безчи- 
сленныхъ функций, а именно значен!1я фунЕц!и 


ое" в. 


Въ противоположность этому отрицательныя вещественныя зна- 


т 
чеюя величины 6”, при четномъ и, которыя тоже образуютъ сгу- 
щенный комплексъ, принадлежать, совершенно разнымъ изъ. 
нашихъ безчисленныхъ функций, и поэтому они не 
могутъ, вмфстЪ взятыя, составить одну непрерывную аналити- 
ческую кривую. 

Теперь я хочу добавить еще н%Ъсколько боле глубокихъ 
замфчан1й относительно природы логариема съ 
точки зр$н1я теор1и функций. Такъ какъ функшя 
а =100з при каждомъ обходЪ около точки = =0 испытываетъ 
приращене въ 2л2, то соотв тствующая ей Риманова поверхность 
съ безконечнымъ числомъ листовъ должна имфть въ этомъ м%- 
ст точку развфтвлен1я безконечно-высокаго по- 
рядка, а именно такого рода, что при каждомъ обход около: 
нея переходятъ отъ одного листа къ сл5дующему; замЪняя пло- 
скость сферой, нетрудно убЪфдиться въ томъ, что точка 3 == оо 
представляетъ вторую точку развЪтвления новерхности такого же 
самаго рода, — другихъ точекъ развзтвленя не имЪется. Теперь 
мы можемъ наглядно представить себЪ то, что называютъ уни- 
формизирующей силой логариема, о которой мы уд» 
упоминали по поводу рЪшен1я извЪетныхъ алгебраическихъ и. 
невй (стр. 216). Если имЪется, наприм®ръ, рац1ональная 


т х 
о №. 
степень =”, то въ силу тождества в 
< 
ой 


56 
она является однозначной функц! ей отв 2 —10°3, или, 


< $ 
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какъ говорятъ, она униформизируется логариемомъ. 
Чтобы понять это, представимъ себЪ на плоскости, кромз Рима- 
новой поверхности логариема, еще и Риманову поверхность функ- 


7 


Ши 2”: это и-листная поверхность, точки развЪтвле- 
ня которой лежатъ тоже въ точкахъ 8 =0 и === о, въ каждой 
изъ которыхъ сходятся циклически вс и листовъ. Если предста- 
вить себф въ плоскости 3 такой замкнутый путь, что на немъ 
логариемъ возвращается къ своему первоначальному звачению,— 
такъ что этотъ путь является замкнутымъ и на безконечно-мно- 
голистной поверхности логариема, — то легко видЪть, что онъЪ 
долженъ оставаться замкнутымъ и въ томъ случа, если пере- 


т 
нести его на и-листную поверхность =” (рис. 43). Изъ этихъ 
геометрическихъ соображеюй мы 


ый: ^^ = 
и в. заключаемъ, что з” возвращается 
=Роэ къ своему вачальному значен!ю 
( : 


\ всякий разъ, какъ возвращается 


М” \ къ своему значеню 10°5, и что 
к. | т 
] . м > 
ГАА поэтому функщя 2” ДЪйстви- 
ее: тельно униформизируется лога- 
Ак риемомъ. Я тЪмъ охотнфе дЪлаю 
эти кратюя указаная, что здЪсь 
Рис. 43 мы имфемъ простфйний случай 


проблемы униформизи- 
рования, играющей столь большую роль въ современной теори 
функщй. 

Теперь постараемся еще лучше представить себЪ 
природу функц!ональной зависимости -=1053, а 
именно при помощи раземотр$ ния вонформнаго- 
отображения плоскости = (или соотв $ тственно Род>” 
мановой поверхности) на ПЛОСКОСТЬ 0. Чтобы не’уда- 
ляться слишкомъ въ сторону, мы откажемся отъ разсмотрёня 
соотв тствующихъ сфертъ, что само по себф являлось бых конечно, 
предпочтительнымъ. Раздфлимъ, какъ мы это дёлади выше, Пло- 
кость 2 осью вещественныхъ чиселъ на за шфри хованную 


|, 
хо ? 


(верхнюю) и незаштрихованную полуНтоскости; каждая 
ь 
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изъ нихъ должна отображаться на плоскости № безконечное 
множество разъ, такъ какъ 10 3 имфетъ безконечное число 
значений, и всЪ эти изображен1я должны располагаться рядомъ 
другъ подл$ друга”), ибо обратная функщя 2 == 6* одно- 
значна. Въ частности здЪсь получается: подразд$ лен!е пло- 
скости © на параллельныя полосы шириною въл, 
образуемыя параллелями къ оси вещественныхъ чиселъ; эти полосы 
слЪдуетъ поперемЪЕно заштриховать и оставить чистыми (первая 
полоса кверху отъ вещественной оси [2] заштрихована); соотв$т- 


ПЛОСКОСТЬ 3. 


РР 


О 
плоскость +. 


43,35 


АЕ СЯ 


го ИН 


РНИИ 


= 


Рис. +44. 


ственно этому онф представляютъ собой поперемЪнно конформныя 
отображен1я верхней и нижней полуплоскостей, въ то время какъ 
пограничныя параллели соотвЪтствуютъ частямъ вещественной 
оси = (рис. 44). Что же касается подробностей этого соотв 


ствя, то замфчу здзеь только, что 2 всегда направляется 
къ 0, когда г удаляется въ безконечность влзво, 


у 


_ 

*) Въ томЪ смыслЪ, что образы заштрихованной позунтоскости не 

должны нигдЪ покрывать другихъ образовъ, ибо ина “одной и той же 
) \ 
точкЪ & соотвЪтетвовали бы дв? точки 2 — одна „Вт ше, другая ниже 
42 ох 
вещественной оси. $ 
СУ Ред. 
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оставаясь внутри одной и той же полосы; между тёмъ = 
удаляется въ со, если ® уходитъ въ безконеч- 
ность вправо; == со предетавляеть существенно о0с0- 
бенную точку обратной функц!и =^. 


Я бы хотВлъ указать еще на связь этого съ теоремой 
Пикара (Р1сата) — одной изъ самыхъ интересныхъ въ новЪй- 
шей теорли функцй. Пусть 3 (19) означаетьъ цЪлую транс- 
цендентную функщю, т. е. такую функцию, которая имЗетъ 
только одну существенно особенную точку, а именно въ точкз 
20 = со (напримЪръ, г“). Вопросъ заключается въ томъ, имфются ли 
и въ какомъ именно числЪ такя значення 2, которыхъ 3 (20) не 
принимаетъ ни при одномъ конечномъ (т. е. расположенномъ на 
конечномъ разстоян!и) значеши 2, но къ которымъ 3 (&) только 
приближается, если 2 надлежащимъ образомъ удаляется въ 
безконечность. Теорема Пикара и состоитъ въ томъ, 
что для каждой функц!и можеть быть, самое боль- 
шее, два такихъ различныхъ значен1я, которыхъ 
она не можетъ принимать въ окрестности суще- 
ственно особеннаго м%Ъста, и что, сл довательно, 
цфлая трансцендентная функция, кромЪ значе- 
н1Я = = ©, котораго она никогда не можетъ достиг- 
нуть, не принимаетъ еще, самое большее, одного 
значен!я. с” представляеть примфръ функцти, которая ДЪй- 
ствительно, кромВ со, не принимаетъь еще одного значеня, а 
именно = =0, ибо, хотя © въ каждой изъ параллельныхЪъ полосъ 
нашего дфлен1я и приближается при указанныхъ предБльныхЪ 
переходахъ къ обоимъ этимъ значенямъ, но ни въ одномЪъ ко- 
нечномъ мЪстЪ не становится равной имъ. Примфръ функщи, ко- 
торая не принимаетъ только одного значетя (3 = со), прел- 
ставляетъ $1 20. —. 


& 


Въ заключене я хочу съ помощью этихъ геометрических», 
средствъ выяснить еще одинъ пунктъ, котораго я уже нЪсколько 
разъ касался, это — предЪфльный переходъ отъ с\виени 
къ показательной функц!и, который примы каеть 


К} Я 
къ формул: \ 
| 1 в. ш АС У 
у А. 
у. и. р р 9 ? 59 
= <; \ 
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Или, Полагая и. — 7. 


о \" 
2 М (1 а 


Зи = 09 


Раземотримъ съ этой цфлью функщю въ томъ видЪ, какъ она 
является до предЪлгнаго перехода: 


0 \". 
И, (260) = (1 —- , э 


функцюнально-теоретическя свойства ея,— какъ  степени— 
намъ хорошо извЪетны. Для нея „зам чательными точ- 
ками“ служатъ точки 2 = —/ и & == с®, въ которыхъ основане 


ПЛОСКОСТЬ #9. 


Рис. 45. 


становится равнымъ 0 и, соотв$тетвенно, со. Эта функщя отобра- 
жаеть конформнымъ образомъ полуплоскости }, на секторахъ. 34- 


@ 
скости 2, имвюще каждый общую вершину въ точкВ = И 
° Л И © 
угловое отверсте въ — > (рис. 45); если +» не равно цфлому числу, 


© 
то ая, этихъ секторовъ можеть Нокрывать по- 


верхность 2 конечное или безконечное число рав ‘соотвётетвенно 
той многозначности, которою обладает фе случаз }, 


Если » становится безконечно большимъ, $5 вершина секторовъ 
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отодвигается влЪво до безконечности, и вполнЪ понятно, что 
секторы, расположенные справа отъ— 9, перехо- 
дятъ при этомъ въ параллельныя полосы пло- 
скости &, соотв тствующ1я пред$льной функции е*; 
это Даетъ геометрическое разъяснене указаннаго опредленмя с“ 
посредствомъ предЪла; съ помощью несложнаго вычислен1я можно 
убЪдиться въ томъ, что ширина секторовъ у точки & =0 пере- 
ходить при этомъ въ ширину л полосъ параллельнаго под- 
раздЪленя. 


Но тутъ сейчасъ же является сомнЪюе слЗдующаго рода: 
если давать ? возрастать до со, то оно получаетъ при этомъ не 
только цфлыя, но также рацтональныя и иррацональныя значения, 
для которыхъ функщя |, становится многозначной и кото- 


рымъ соотвЗтетвують многолистныя поверхности; какъ 
же могутъ посл$дн1я перейти въ простую пло: 
скость, принадлежащую однозначной функц!и ©"? 
Если, наприм$ръ, у переходитъ въ со, принимая одни только 
дробныя значения со знаменателемъ и, то каждая функщя т (20) 
имфетъ Риманову поверхность съ и листами. Чтобы прослВдить 
за этимъ процессомъ, обратимся на одну минуту къ сфер м; 
для каждой функщи /,(&) она покрыта я листами, которые встрф- 
чаются въ точкахъ развЪтвленя — и со; предположимъ, что 
‹Вчене развЪтвленя проходитъ вдоль меньшей дуги меридлана, 
соединяющаго эти точки (рис. 46). Когда» уходитъ въ со, то точки 
разв$твленя сближаются и счен1е разв твлен1я исче- 
заетъ; этимъ уничтожается тотъ мость, вдоль ко- 
тораго и листовъ переходили другъ въ друга, и 
‚ получаются и отд$льныхъ листовъ и соотвЪтетвенно имъ 
и различныхъ однозначныхъ функц!й; наша функ- 
ця 6” представляетъ только одну изъ нихъ.— Если же предостаУ 
вить » пробфгать вс$ вещественныя значен1я, то побу= 
чаются вообще поверхности съ безконечнымъ ч исаюм Ъ 
листовъ, связь которыхъ прекращается въ предфльномь” поло- 
жени; на одномъ изъ листовъ каждой такой поро ею 
стремятся въ предёлЪ къ совпаден1ю со значенями\ однозначной 
функщи е”, которая расположена на простой сфер, между тёмъ 
какъ послфдовательности значешй на другихЪ” листахъ, вообще 
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говоря, не стремятся ни къ какимъ пред$льнымъ значенямъ. 
Этимъ вполнЪ выясняется довольно-таки сложный и зам чатель- 
ный предъльный переходъ отъ многозначной степени къ одно- 
значной показательной функщши. 

Общую мораль всЪхъ этихъ разсужденй можно, пожа- 
луй, видЪть въ томъ, что полное пониман1е сущно- 
сти подобныхъ проблемъ возможно только при 
переход въ комплексную область. Не является ли 
это достаточнымъ основанемъ для того, чтобы и въ школ изу- 
чать комплексную теорю функий? Максъ Симонъ (Мах 
эитоп), наприм$ръ, дЁйствительно выставляетъ подобныя требо- 
вашя. Но я не думаю, чтобы возможно было дойтп До этого со 
средними учениками даже въ посл$д- 
немъ классЪ, и уже по одному этому 
я полагаю, что слЪдуетъ отка- \ 
заться въ преподаван1и отъ \ 
появляющейся здфсь мето- 
дики алгебраическаго ана- 
лиза въ пользу развитаго / 
выше простого и естествен- и 
наго пути. Конечно, мн$ предста- 
вляется т$мъ боле желательнымъ, | 2 
чтобы учитель вполнз вла- О 
дфлъ всЪми играющими здфеь Рис. 46. 
роль свфдфн1ями изъ теор!и 
функц1й, ибо онъ долженъ стоять достаточно 
высоко надъ ТЪМъЪ матер1аломъ, который ему 
приходится излагать, и долженъ въ точности 
знать вс ТЪ подводныя скалы и мели, среди 
которыхъ онъ проводитъ своихъ учениковтъ. 


(@,.®) 


® с> № 
Посл$ этихъ подробныхъ разсужденй мы сможемъ быть 


о о 


гораздо кратче въ изложении учеюшя о гонометрическихь>функ- 
(> 


ЩяХЪ. 6 
ОИ. ИИ (@ 


П. 0 гон1ометрическихъ фуннщяхъ. 


Замзтимъ прежде всего, что мы предпочитаемъ это назване 
наименованю „тригонометрическя функщи“ по той причинЪ$, что 
учен1е о треугольникахъ представляетъ только 
частное прим$нен1е этихъ функц!й, играющихъ 
въ высшей степени важную роль во всЪхЪъ отра- 
сляхъ математики. Обратныя имъ функци, вполнф соот- 
взтствующия логариему (между тЁ$мъ какъ сами гонюметрическя 
функщи представляютъ аналогю съ показательной функщей), 
мы будемъ называть циклометрическими функц1ями. 


1. Теор1я гон1ометрическихъ функц!й. 


РазсмотрЪве этой теорли мы поставимъ въ связь съ вопро- 
сомъ 0 томъ, какой способъ изложешя ея въ школЪ предста- 
вляется наиболЪе естественнымъ? Я полагаю, что и въ этомъ 
случа будетъ лучше всего примЗнить нашъ общ1й принципъ, 
согласно которому надо исходить отъ квадра- 
туры илоскихъ кривыхъ. Обычный способъ изложезня, 
который начинается съ изм$рен1я дугъ, кажется мнЪ не въ 
такой степени непосредственно нагляднымъ; и прежде всего онъ 
не даетъ возможности одинаково просто и съ одной и той же точ- 
ки зрзея охватить какъ выспия, такъ и низиия области. По- 
звольте мн снова воспользоваться аналитической гео- 
метр1ей: за исходный пунктъ я беру 


1) кругъ съ рад1усомъ 1: © 
а - у = 1 с©У 


а 
(рис. 47) и разсматриваю секторъ, образуемый радтус \ми-век- 
торами точекъ .1(х =1|у=0) и Р(х|у). Чтобы Аться ВЪ 


согласи съ обычными обозначешями, я буду обозначать 


ф 


о 
Е (ибо^хогяа’дуга 4Р=Ф). 
“у 


площадь этого сектора черезъ 
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2) Подъ гон1ометрическими функц1ями „коси- 
нусъ“ и „синусЪъ“ аргумента фмы будемъ понимать 
длины координатъ хи у конечной точки Р нашего 


сектора 5: 


х = 008ф, у=8Шф. 

Происхождене этого обозначевя остается при этомъ, ко- 
нечно, неяснымъ; но вЪдь оно и вообще хорошо неизвЪстно; по 
всей вФроятности, слово „зи$“ возникло вел детв!е какого-нибудь 
недоразумЪ ня при перевод$ арабскаго слова на латинсвй языкъ *). 
Такъ какъ мы исходили не отъ измзреюмя дуги, то не предста- 
вляется удобнымъ обозначить обратныя функщи, — т. е. двойной 

‘ секторъ, какъ функшю коорди- 
натъ, — обычнымъ ‘названемъ 
„агсиз“; весьма цфлесообразнымт 
является принятый въ Ангми 
способъ обозначеня: 


фт 


3) Проч1я гон1оме- 
трическ1я функции: 


Ш ф 0; ф 
фа —= Г ф =. 
| "59 08 ф а в Ш ф 


Рис. 47. Р . 
а въ старой тригонометрти еще 


и зесф и с03ес ф, опредфляемъ, какъ простыя сочетаня обЪихъ 
основныхъ функщй. Ихъ вводятъ исключительно ради сокраще- 
ня формулъ, которыя приходится примЪнять на практик; теоре- 
тическаго значения онф для насъ не имЪютъ. 

4) Если мы станемъ слфдить за измфнемемъ координатт, 
точки Р при возрастани ф, то легко сможемъ соста вт ь 
себ$ качественное представлен!е о вид} кривых 
синуса и а въ прямоугольной сястем} 
координатъ “*). Получаемъ извфстныя волн 06бь азныя 

*) Ср. ТторЕКе, Ва. П, рае. 219. <® 

**) Другими словами, строимъ кривыя х = ву = $ш ф, считая 
ф абециссой, а х или у ординатой БИН. системы координатъ. 
Когда ф измЪняется отъ 0 до 2л, ращуеъ ОБ» ОЪгаетъ весь кругъ, и 


функщи х и у возвращаются къ первоначальным значен1ямъ, повторяя 
при дальнЪйшемъ увеличения ф прежюй циклъ измЪ нений. Ред. 
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лин1и, имфющия пер1одъ 2л (рис. 48); при этомъ число п 
опред$ ляемъ, какъ площадь полнаго круга ра- 
д1уса 1 (а не какъ длину полуокружноети). 

Сравнимъ теперь подробно съ этими опредфленями изложен- 
ный выше способъ опредзлен!я логариема и показа- 
тельной функции. Тамъ мы исходили отъ 


Рис 48. 


1) равносторонней гиперболы, отнесенной къ 
ея асимптотамът: 


5.1=1; 


полуось этой гиперболы 0.4 = У2, тогда какъ здЪсь радтусъ круга 
равнялся 1 (рис. 49). Мы разематривали далфе площадь по- 
лосы между неподвижной м 

ординатой /.’ (Е=1) и под- | | 

вижной РР; обозначая её \ 
черезъ Ф, мы полагали Ф=1|юс&, 


такъ что координаты Р оказыва- А, 
лись равными ЖИТ 
Го 
А 
Е Ф а аи 
6 == че И 
э В / РР ср 5 


Вы зам$чаете изв стную ана- 
лог1ю съ предыдущимъ, ко- 

торая, впрочемъ, уже здфсь нарушается въ двухь отношеняхъ: «у 
въ-первыхъ, Ф теперь не выражаетъ сектора, С, 
выше вь случа круга; во-вторыхъ, здфеь объ координаты вые 
ражаются рацонально черезь одну функшшю е?, межд КУ ВмЪ 
какт, въ случа круга мы должны были ввести двЪ функщи: : 603 фи 
ут ф. Но мы сейчасъ увидимъ, что оба уклоневя №; жно легко 


устранить. 50° 


__ 


рух 
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2) Прежде всего зам тимъ, что площадь треугольника ОР’Р 
не зависитъ отъ положен1я точки Р на кривой, а именно всегда 


1 р р 1 1 
равна > ЕР = а а Въ частности, она равна площади 


7 
треугольника О. „1, такъ что, присоединяя этотъ треугольникъ 


къ Ф и отнимая равный треугольникъ ОР’Р, находимъ, что Ф 
можно опредзлить какъ площадь гиперболиче- 
скаго сектора О4ДР, заключеннаго между рад!х- 
сами-векторами вершины „1 и подвижной точки 
гиперболы, — вполн аналогично случаю круга (рис. 50). 
Остающееся различе въ знакахъ — для наблюдателя, находяща- 
гося въ О, дуга АР прежде была направлена влЪво, а теперь 
вправо — мы устранимъ тЪмъ, что за- 
мвнимъ гиперболу ея зер- 
кальнымъ отображен1емъ от- 
носительно радтуса -вектора 0.4, 
— другими словами, переставимъ между 
=. собою ё& и 7]; тогда координаты точки 
х Р будутъ: 


Рис. 50. Мы №, 


3) Наконецъ, примемъ за оси координатъ вмё сто 
асимптотъ главныя оси гиперболы, повернувъ для 
этого весь чертежъ на 45° (рис. 51). Если обозначить новыя ко- 
ординаты черезьъ А, У, то уравнеюмя преобразованя будуть 
ИМЪтТь такой видъ: 


хХ_5-Р1 у, 


8 9 


у?’ у 
поэтому уравнен!е гиперболы переходить въ: 
Х*— У? = 2 > 
- 


ох 
и секторъ Ф принимаетъ такое же положеше, какое онЪ’ раньше 


И о Е 5 


\^У 
*) Иначе говоря, Ф опредфляется, какъ 105 7, а \Пе’какъ 102 &, такъ 
ЧТО 7) = еФ, Е=е-Фиф >> 0 влЪво отъ луча ОЛ (ибо ога 7 > 1, 057 > 0). 
дах = Ред. 
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занималъ въ кругз. Новыя координаты точки Р представляютъ 
слдуюцщя функц!и аргумента Ф: 


еФе-т. в Вы 
у у? 


4) Остается только уменьшить весь чертежъ въ отно- 


Х = 


шенви 1: 2: чтобы полуось гиперболы стала равна 1 
вместо У2, подобно тому какъ раньше радтусъ круга равнялся 1. 
Теперь, вполн$ соотв тственно тому, что мы 
имфли выше, площадь сектора, о которомъ идетъ 


1 
р%8чь, равна 5 $; обозначая новыя координаты 


Рис. 51. 


снова черезъ х, у, находимъ, что он$ равны слф$- 
дующимъ функц1ямъ аргумента Ф: 


ее? = 
бит 


которыя удовлетворяютъ такому соотношен1ю 
(уравнен1ю гиперболы): 
2 Е 
ри 5 с о со” 
К. У 
Этимъ функщямъ дано назван!е гиперболическаго _1 би 
нуса и синуса; ихъ обозначаютъ черезъ 2% 


С 
ь ет -е-® м 2 р \У 
Хх == ВФ = Е -—. 


2 
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Результатъ, къ которому мы пришли, сводится къ слЪдую- 
щему. Если поступать съ кругомъ радгуса 1 и съ 
равносторонней гиперболой полуось которой 
равна 1, совершенно одинаково, то въ первомъ 
случа$ мы придемъ къ обыкновеннымъ гон!0ме- 
трическимъ функц!ямъ, а во второмъ— къ гипербо- 
лическимъ функц1ямъ, когторыя вполн$ соотвфт- 
ствуютъ одн$ другимъ. 

Какъ вамъ извфетно, примЪнен!е этихъ функщй ©6055 и @т 
часто бываетъ полезно. Но тфмъ не менфе въ данномъ случаф, 
въ примзнени къ изел$дованю гиперболы, мы, въ сущно- 
сти, сдфлали шагъ назадъ: между тфмъ какъ 
раньше мы могли рацтонально представить ко- 
ординаты & у съ помощью одной только функц!и 
е®, теперь намъ необходимы для этого дв$ функ- 
ц1и, связанныя между собой алгебраическимъ соотношешемъ 
(уравнешемъ гиперболы). Поэтому представляется естественнымъ 
поступить обратно, именно развить учете о гон1ометрическихъ 
функтаяхъ совершенно аналогично тому, какъ мы раньше опре- 
дЪлили логариемъ, исходя отъ гиперболы. Сдфлать это очень 
легко, если только не бояться перехода черезъ комплексныя ве- 
личины; приходится ввести только одну основную 
функц!ю, посредствомъ которой со0зф и зшф выра- 
жаются рацпональнымъ образомъ, подобно тому 
какъ 603 Фи ФФ выражаются черезъ с?; она при- 
звана поэтому играть въ теор1и гон1ометриче- 
скихЪъ функц!й центральную роль. 

1) Лля этого мы прежде всего вводимъ въ уравнение 
круга 4? -- у? =1 (гдф х=е0зф, у=зш ф) новыя координаты 
х—у=ё х-- =, 
послЪ чего уравнене принимаетъ видъ «5 
> 


Е. Е | 


© 


ки 


2) Искомой центральной функцтей является — 
подобно тому, какъ было въ случаЪ гиперболы (см. НТ 2 на 
стр. 270), — вторая координата; обознач ее черезъ 
7 ($), находимъ на основаши и. преобущойания: 


1 =/ ($) = 08 ф-Е 23 ф, = же 25 ф. 
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3) На основании посл$днихъ равенствъ находимъ, что 


а АФФА Ея ФИФ). 


о о 2 21 


ЧЪмъ достигается полная аналог1я съ прежними со- 
отношен!1ями между 655Ф, СшФ, е?. Если такимъ обра- 
зомъ заранфе вскрыть аналогю между круговыми и гиперболиче- 
скими функтями, то великое открыте Эйлера, выражаемое 
формулой /(ф)=е®, теряеть характеръ поразительной неожи- 
данности. 


Не является ли возможнымъ подобное сведен!е 
функц1й с03ф и Зшф къ одной основной функц!и и 
въ томъ случа, если оставаться въ веществен- 
ной области? Къ этому, дфйствительно, можно придти, если 
взглянуть на наши фигуры съ точки зрЪн1я проек- 
тивной геометр1и. А именно, можно въ случаЪ гиперболы 
ту координату 17, которая доставила намъ основную функц!ю, 
опред$лить, какъ параметръ въ пучк$ параллелей 7) = соп3%., 
который, будучи разсматриваемъ съ проективной точки зрёя въ 
его отношени къ гипербол$, представляетъ не что иное, какъ 
пучекъ лучей съ вершиной въ одной изъ точекъ 
гиперболы (здЪсь — какъ разъ въ одной изъ безко- 
нечно удаленныхтъ точект). Разсматривая въ слу- 
ча$ круга или гиперболы, вообще, параметръ ка- 
кого-нибудь "Такого пучка какъ функц!ю пло- 
шади, мы придемъ къ другой основной функц! и,— 
тоже оставаясь въ вещественной области. 

Разсмотримъ для этого въ случаф круга пучекъ, прохо- 
дяций черезъ точку 5 (— 110): 


у=А(х- 1, 


гдз А означаетъ параметръ (рис. 52); выше (стр. 70 и 71) мы же’ 
вычислили координаты точки пересфченя Р луча, принадяежа- 


щаго параметру #, съ окружностью, а именно мы нашли) то 
© 
у 


89 


9%, 


=. 


такъ что 


= т 


дЪйствительно представляетъ собой нужную 


намъ вещественную основную функц!ю. А такъ 
какъ, съ другой стороны, уголь Р$О =1+РОЛ и РОЛ=ф, то 


отсюда непосредственно вытекаетъ, что 1=№5 ‚ ЭТИМЪ ОДНО- 
значнымъ выражен1емъ функций с0озфи япф черезъ 
{8 очень часто пользуются при тригонометриче- 


скихъ вычислен!1яхъ. Соотношене функщи А съ прежней 
основной функщей /(ф) получается изъ послЪдней формулы въ 
такомЪ видз: 


СХ Е 1 7 ВЕ 1 АЕ в. 67 (Ф) = 
ет уу ра Тау УФ! 


А9 или наоборотъ: 


и. ен 1—4 = 29. — АЕ 
== ЕЕ 


сх Такимъ образомъ введен!е ве- 
личины 4 сводится въ конеч- 
номъ счет попросту къ уста- 
новлен1ю нзкоторой дробно-ли- 
нейной функц!и отъ /{(ф), кото- 
рая имфетъ вещественное зна- 
чен1е вдоль вещественной окружности круга; хотя 
благодаря этому формулы становятся вещественными, но зато 
онф$ не столь простыя, какъ при непозредственномъ примфнени 
функщи /(ф). ©: 
Стоить ли покупать преимущество веществонности > Пфной 
такого недостатка, — это зависитъ, конечно, отъ того> насколько 
то или иное липо умфетъ обращаться съ комплексными величи- 
нами. По этому поводу я замЪчу только, что «физики давно уже 
перешли къ употребленю мнимыхъ величин») въ особенности же 
ВЪ ОПТИЕЬ, Когда приходится имфть дъо 0 > Уравненями коле- 


Рис. 59. 
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бательныхъ движений. Съ другой стороны, техники — и прежде 
всего электротехники съ ихъ векторъ-д1лаграммами — тоже начи- 
наютъ въ послзднее время съ успфхомъ пользоваться комплекс- 
ными величинами. Такимъ образомъ, можно утверждать, что 
примЪнен1е комплексныхъ величинъ начинаетъ, наконецъ, завое- 
вывать права гражданства въ болфе широкихъ кругахъ, хотя, 
конечно, въ настоящее время значительное большинство все еще 
крзико держится вещественной области. 


Им$я въ виду обозрзть въ общихъ чертахъ дальн й- 
шее развит!е теор1и гон1ометрическихъ функц!Й, 
мы должны прежде всего упомянуть о теорем сложезня. 

1) Теорема сложен1я выражается формулой: 


зт (ф-- р) = зш ф соз4А | с08 фэш 4 


и аналогичной формулой для 0$ (фр). Причина того обето- 
ятельства, что эти формулы выглядятъ сравнительно сложнЪе, чфмъ 
ВЪ случа показательной функц!и, заключается, конечно, въ томъ, 
что здфсь мы имземъ дзло не съ основной элементарной функщей; 
для этой послздней функши: /(ф)=созф-+-#ш ф получается 
совершенно такая же крайне простая формула, какъ и для е9: 


АФ-Еч) =/(9).1(ф. 


2) Отъ формулы сложен1я мы приходимъ къ выражеямъ 
функц1й для кратныхъ угловъ и для частей угла, 
изъ числа которыхъ я отм$чу только дв$ слЪдуюпия формулы, 
игравиия большую роль при вычислен!и первыхъ тригонометри- 
ческихъ таблицъ: 


‚ ® 1 — с03ф Ф 1 с0зф 
ЗШ и = ) > ни © 
2 и 2 "В и 2 


Изящное выражене всЪхъ соотношей, имфющихъ здЪсь мото, <>) 
Г 
Даеть такъ называемая „формула Моавра“: 


эх © 
о 

—. 
СХ 


Л. ф) = (/(Ф)) ‚ ГД / ($) — 608 ф-- 23 ф. 59 


2% 
Моавръ (Мо1уге) быль французъ, но жилъ въ Лондонж> ВЪ кругу 
Ньютона; свою формулу онъ опубликовалъ въ 1430 ГОДУ ВЪ 
ЕНИГЪ ИЕ эпауйса“. $ 


\ 
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3) Исходя изъ нашего первоначальнаго опред$леня у = эшф, 
можно, разумЗется, легко получить выражен1е обратной 


функции: ф=т-1у въ вид интеграла. Секторь › (4ОР) 


круга рад1уса 1, вм$стф съ горизонтально заштрихованнымъ 
7 

треугольникомъ ОР Р, ограниченъ параллелями къ оси абециссъ 

у=0иуи кривой х =ИУ 1 — у? и имфетъ поэтому площадь, рав- 


ную И Ут Чу (рис. 53); а такъ какъ упомянутый треуголь- 
0 


никъ имфетъ площадь + ОР’. РР’ =1у/1— у?, то 
у 
ДУ 4=$ь Утв 
0 


Отсюда находимъ посредствомъ 
простого преобразоваея: 


Поступая теперь совершенно такъ 
же, какъ мы поступали въ случаз 
логариема, а именно разлагая 
подъинтегральное выражен!1е въ 
рядъ по теорем бинома и при- 
мЪняя затЪмъ, по ищеё Мер- 
катора, почленное интегриро- 
ван1е, можно найти разложен1е зш-'у въ степенной 
рядъ, а изъ него вывести, пользуясь методомъ обра- 
щен1я рядовъ, рядъ для самого синуса; такъ именно, — 
я уже говорилъ объ этомъ выше, — поступилъ самъ Ньюто а 
4) Я больше склоненъ воспользоваться здЪсь болЪе крат Т- 
кимъ путемъ, который сталъ возможенъ благодаря великому 
открыт, сдВланному Тейлоромъ. Для этого изъ уномянутаго 
интегральнаго выражен1я выводимъ сперва величи ну ар. ОИЗВОД- 
ной для самого синуса: \ 


Рис. 53. 


Я ‘бу’ уни 
аи Пс 
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совершенно аналогично находимъ: 


Отеюда на основании теоремы Тейлора получаемъ раз- 
ложеня: 


ф 9 9? 
а м 
т т 


Нетрудно видЪть, что эти ряды сходятся для всякаго 
конечнаго, даже комплекснаго, значен1я х, такъ 
что зшх и с05х опредъляются ими, какъ однознач- 
ныя Ццфлыя трансцендентныя функц1и во всей 
комплексной плоскости. 

5) Сравнивая эти ряды съ рядомъ для е?, находимъ, что 
основная функця 

7 (Ф) = созф--зшф=е®. 


Такой выводъ безъ оговорки становится возможнымъ только посл 
того, какъ мы убЪдились, что созф и зшф такъ же, какъ и е?, 
представляютъ с0бой однозначныя пфлыя функщи. 

6) Остается описать ходъ измфнен1я комилексныхб 
функц!й ше, с0$ 0. Съ этой цзлью я прежде всего зам$чу, что 
каждая изъ обратныхъ функц1Й ю=3ш-*2и ш=603—1 8 
даетъ поверхность Римана съ безконечнымъ чис- 
ломъ листовъ и съ местами разв$твлен1я— 1,1, со, 

а именно надъ точками з = = 1 лежитъ по безконечному 
числу точекъ развЪтвленя перваго порядка, а надъ точ- 
КОЙ 3 = ©© находятся дв? точки развзтвленмя безконечно 
высокаго порядка. Чтобы лучше выяснить расположеше «у 
листовъ, разсмотримъ снова подраздзлен1е плоскост и Ш 
на области, соотв тствующ1я верхней (заштри- 
хованной) и нижней (незаштрихованной) ‚со лу- 
плоскости 2 (рис. 54). Для = =008 0 это подраздьление: полу- 
чается съ помощью вещественной оси и параллелей к мнимой 
оси, проходящихъ черезъ точки ш==0, п сем, при 
этомъ, какъ видно изъ чертежа, получаются. преугольныя обла- 
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сти, которыя вс$ простираются до безконечности; ихъ приходится 
поперем®нно заштриховывать и оставлять чистыми. Въ точкахъ 
10 = 0, - 2л, - 4л,..., соотв$тствующихь у= |1, И въ т0ч- 
кахъ == + м, Е 3л,..., соотв$тетвующихь у=—1, ветрф- 
чается по 4 треугольника, соотвфтственно четыремъ полулистамъ 
поверхности Римана, которые сходятся въ каждой изъ точекъ 
разв твленя, лежащихъ надъ м%Ъетами 5 = +1. Въ значеню 
3 —= со функщя созж приближается сколь угодно близко всяюмй 


ПЛОСКОСТЬ 5. 


ПЛОСКОСТЬ $9. 


й 


#8// 


Рис. 54. 


ЗАТ 


А 


а 
разъ, какъ мы удаляемся внутри одного какого-нибудь п реугольника 
вверхъ или внизъ До безконечности. Дёйствительно, двЪ, ФИВлЬ- 
ныя системы, состояпия каждая изъ безконечнаго чис 48 треуголь- 
никовъ, простираются въ безконечность въ соотвфтоявТи съ Тмъ 
обстоятельствомъ, что на Римановой поверхн и ВЪ ТОЧКВ со 
сходятся двф отдзльныя системы изъ безконечнаго числа листовъ 
каждая. Въ случаВ = = ш  дфло обетонзь совершенно анало- 


в 
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ГичНо, СЪ ТОЮ ТОЛЬКО разницей, что чертежъ въ плоскости слз- 
л 
дуетъ представить себЪ передвинутымъ на > Вправо. На этихъ 


чертежахъ находятъ подтверждене сдЪланныя нами выше (по 
поводу теоремы Пикара) указан1я относительно природы суще- 
ственно особенной точки 2 = со (стр. 263). 


2. Тригонометрическ1я таблицы. 


На этомъ я закончу кратюй обзоръ теорли гонюметриче- 
скихъ функщй и перейду къ разсмотр$н1ю того, что наиболЪе 
важно на практик\, а именно тригонометрическихъ 
таблицъ. Одновременно съ этимъ я буду говорить о табли- 
цахъ логариемовъ, раземотрЪн!е которыхъ я до сихъ поръ 
откладывалъ въ виду того, что составлеюше этихъ послфднихъ съ 
самаго начала и до нашихъ дней идетъ рука объ руку съ соста- 
вленемъ тригонометрическихъ таблицъ. Вопросъ о томъ, какимъ 
образомъ таблицы логариемовъ получили свой теперешнй видъ, 
представляется, конечно, весьма важнымъ и интереснымъ и для 
школьнаго преподавателя математики. РазумЗЪется, я не могу 
здесь подробно изложить всю крайне продолжительную истор!ю 
развитля таблицъ; я хочу только отмЪтить н%Ъкоторые наибо- 
ле замзчательные моменты, чтобы дать вамъ приблизительное 
понят1е объ этомъ развитш. Относительно другихъ, тоже часто 
весьма важныхъ произведен, которыя дополняютъ общую картину, 
вы сможете орлентироваться съ помощью сочиненя Тропфке*) 
или весьма подробныхъ указавй въ реферат Мемке (Мепшке) *) 
о числовыхъ вычисленяхъ (ЕпсуК|., Г., Е.). 


А. Чисто тригонометрическ1я таблицы. 


Подъ этимъ названемъ мы разумземъ таблицы, которыя 
были ностроены до изобртен1я логариемовъ. Таня У 
блицы существовали уже въ древности, а именно — первой дошор 
шей до насъ является таблица Птолемея. 

1) Это такъ называемая таблица хордъ Пт од ея, 
которую послздый составилъ ради астрономических. ’пфлей 


около 150-го года посл Р. Хр. Она а въ его 
ем 


сочинении „Месае Зупах1з“, въ которомъ то ей разви- 
с, . 1 \й 
*) См. примЪчан1я на стр. 24 и 41. ^< Ред. 
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а ааь 


ваеть названную его именемъ систему м!ра; эту книгу вы ви- 
дите здесь въ новомъ издани *). Это сочинене дошло до насъ 
окольнымъ путемъ черезъ руки арабовъ подъ часто употребля- 
емымъ названемъ „А]тасез“, которое, быть можетъ, получилось 
изъ соединен!я арабскаго члена „а“ съ извращеннымъ грече- 
скимъ названемъ. Эта таблица Птолемея даетъ для угловъ 
съ интервалами въ 30 минутъ не самый синусъ 
угла а, а соотв тствующую этому углу хорду 


(- е. 2. зш = Эначеня хордъ даны здфсь въ трехзнач- 


ныхъ шестидесяти ричныхъ дробяхъ, другими словами 


ВЪ ВИД те ‚ глз а, 6, с представляютъь цфлыя 


с 
0 "3600 516000 
числа отъ нуля до 59. Для насъ самымъ труднымъ является то 
обстоятельство, что эти числа а, 6, с написаны, разум%ется, 
греческими числовыми знаками, т.е. посредствомъ соче- 
ташй греческихъ буквъ. ДалЪе мы находимъ здесь еще значен!я 
разностей, которыя позволяютъ производить интерполя- 
ц1ю отъ минуты до минуты. Впрочемъ, Тропфке даетъ 
для примЪра (Ва. П, 5. 296) переводъ отрывка изъ этой таблицы 
на современный способъ обозначенй, въ которомъ вы сможете 
ближе орлентироваться. Что же касается до вычис‘ления этой 
таблицы, то Птолемей, во всякомъ случа, пользовался приве- 


3 м .& 
денной выше формулой для Ш (слЪдовательно, онъ прим нялЪ 


извлечен1е корня) и интерполяцтей. 

2) Неренесемся теперь на тысячу лЪтъ далЪе — къ тому 
времени, когда тригонометричесяя таблицы были вычислены 
впервые на Западф. Здфсь прежде всего приходится назвать Ре- 
г1омонтана (Веэлотошаптиз, 1436 — 1476), который с0б- 
ственно назывался [оганномъ Мюллеромтъ, а свое латив- 
ское имя получилъь по назван города Вёнигеберга (у «Сильд- 
бургаузена), въ которомъ онъ родился. Онъ вычислилъ ‚раджичныя 
тригонометрическмя таблицы, въ воторыхъ. ясно виден пере- 


5\\ 
1 я их 
*) Ед. НеШегя. Ге1р7Ах 1898/1903. О , 
№ 
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ческихъ лин не изображали, какъ теперь, въ видЪ дробей, при- 
нимая радусъ за 1, но вычисляли ихъ для окружностей очень 
большого радуса, такъ что можно было — съ не меньшей точ- 
ностью — ограничиваться выраженемъ ихъ въ цВлыхъ чис- 
лахъ. Эти большя числа уже тогда писали по десятиричной си- 
стемЪ, но въ выборЪ рад!уса еще долгое время слышались 
отзвуки 60-тиричной системы. Такъ, въ одной таблиц Рег!омон- 
тана радусъ считается равнымъ 6000000; но въ другой табли- 
цз впервые радтусъ равенъ чистому десятичному числу 
10000000, благодаря чему весе вычислене оказалось построеннымъ 
но чистой десятиричной систем$. Достаточно вставить запятую, что- 
бы число этой таблицы превратилось въ нашу десятичную дробь. 
Эти таблицы Рег1омонтана были напечатаны лишь много 
спустя посл$ его смерти, а именно въ сочинени его учителя 
НПейрбаха „Трактатъ о предложемяхь Птолемея относи- 
тельно синусовъ и хордъ“ *). Обратите внимане на то, что и это 
сочинен1е, какъ и мнопя друпя капитальныя математичесяя 
издан1я — изъ нихъ намъ уже извЪстны произведеня Кардана 
и Штифеля, а дальше мы познакомимся и съ другими — были 
отпечатаны въ сороковыхъ годахъ ХУ]Т-го столЪтя въ Нюрнберг®. 
Самъ Рег1омонтанъ провелъ большую часть жизни въ 
Нюрнберг®. 

3) Теперь я предложу вашему вниман!ю книгу, имфвшую 
огромное значение вообще, а именно сочиненме Николая Ко- 
перника „Ое геуошоп из огбтам соеезб и“ **), въ которомъ 
развита „Коперникова система м1ра“. Коперникъ (Кор- 
регшКиз) жилъ отъ 1478 г. до 15438 г. въ ТорнЪ; но упомянутое со- 
чинен1е появляется снова въ НюрнбергЪ, всего лишь черезъ два 
года посл появленя таблицъ Рег! омонтана, съ которыми 
Коперникъ тогда еще не былъ знакомъ; поэтому для осу- 
ществлеюя своей теор!и онъ долженъ быль самъ вычислить нех 
большую таблицу синусовъ. с, ©” 

4) Но эти таблицы ни въ коемъ случа не могли удовяе- 
творить потребности астрономовъ, и воть мы Видимъ, 910 ДИН 
ученикъ и другь Коперника вскорЪ приступает». осуще- 


*) а. Реигрась, „Тгасбафиз зирег ргорозШопез Р{Ю@тае! Че эшп- 
из её спог@1з“. Моглифегзае, ар. 30. Рейтгеат. 1541. 5, 
**) Моггифегхгае, ар. Зо. Ребгел. 1543. «Е 
\и 
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ствленю тораздо шире задуманнаго дфла. Это — Рэтикусъ 
(Впаейсиз), что тоже представляетъ искусно латинизированное 
указанйе на этотъ разъ его родной страны (Уогаего’). Онъ жилъ 
съ 1514 г. по 1596 г. и былъ профессоромъ въ Виттенберг%. 
Во всемъ этомъ обзорЪ вы всегда должны принимать во вниман1е 
общеисторическую обстановку; такъ, въ данномъ случаЪ мы на- 
ходимся въ эпоху реформащи, во время которой, какъ извЪстно, 
Виттенбергъ, а также свободный имперсмй городъ Нюрнбергъ 
стали главными Центрами умственной жизни. Но постепенно 
въ течене реформацюнныхъ войнъ центръ тяжести политической 
и духовной жизни передвигается все болфе‘отъ городовъ къ кня- 
жескимъ дворамъ, и вотъ въ то время, какъ до сихъ поръ все 
печаталось въ НюрнбергЪ, обигирныя таблицы Рэтику са по- 
являются на свфть въ Гейдельберг$ при денежной поддержкВ 
пфальцскаго курфюрста; соотвЗтственно этому они получаютъ на- 
зване „Ориз ра]апизи“ (НелаеШегхае 1596). ОнЪ появились лишь 
вскорЪ посл смерти Рэтикуса. Эти таблицы гораздо полнЪе 
предыдущихъ; въ нихъ содержатся значеня тригонометрическихъ 
линНй для каждыхъ 10” въ десятизначныхъ дро- 


бяхъ; правда, въ нихъ ветрфчается еще довольно много 
ошибокъ. 


5) Въ весьма усовершенствованномъ видЪ переиздалъ эти 
таблицы Питискусъ (РИзсз) изъ Грюнберга въ Шлезши 
(1561 — 1613), капланъ пфальцскаго курфюрста. Снова отпеча- 
танныя на средства князя подъ названтемъ „ТБезаягаз тафветаа- 
(1е15“ *), эти таблицы содержатъ тригонометрическля числа для 
интерваловъь въ 10” съ 15 десятичными знаками. 
ОнЪ въ гораздо большей степени свободны отъ ошибокъ и изданы 
лучше, ч$мъ таблицы Р:этикуса. 


Мы должны имЪть въ виду, Что вс% эти таблицы вычислены 
съ помощью одной только формулы для половины дуги и интерио- 
лящи, такъ какъ тогда еще не были известны безконечные ‘ряды длЯ 
синуса и косинуса. Только принимая это во внимане, мыбоможемь 
въ надлежащей мЪрЪ оцЪнить то невфроятное усерде и ту ра- 
боту, которыя вложены въ эти почтенныя И 


Х 
^_ _ 
*) ЕгапсоРаг И 1613. о 
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Въ этимъ таблицамъ уже непосредственно примыкаютъ но- 
выя таблицы, соединяюпия тригонометрическя данныя съ лога- 
риемическими. 


В. Логариеомо-тригонометрическ!я таблицы. 


Эдфсь мы наблюдаемъ удивительное совпаден!е, -—въ извЪ- 
стной степени какъ бы ирон!ю истори: всего лишь годъ спу- 
стя посл того, какъ въ рукахъ Питискуса та- 
блицы тригонометрическихъ лин1й достигли из- 
вф стнаго совершенства, — появляются впервые та 
блицы логариемовъ, длающ!я первыя, собственно 
говоря, излишними, такъ какъ теперь уже нужны не самые 
синусы и косинусы, а ихъ логариемы. Прежде всего приходится 
назвать уже упомянутыя мною цервыя таблицы логариемовъ: 

1) „Меша оса Итогат сап0113 дезсгирао“ Непера (1614). 
При этомъ Неперъ до такой степени имфлъ въ виду прежде 
всего облегчен1е тригонометрическихъ вычисле- 
н1й, что сперва далъ даже не логариемы натуральныхъ чиселъ, 
а семизначные логариемы тригонометрическихъ 
лин!1Й для каждой минуты. 

2) Впервые придалъ таблицамъ логариемовъ ихъ обычную 
теперь форму англичанинъ Генри Бриггъ*) (Непту Во, 
1556 — 1630), находивпийся въ личныхъ отношенаяхъ съ Непе- 
ромъ. Онъ понялъ, какое громадное преимущество 
им$ютъ для практических ъ вычислен!й логариемы 
съ основан1емъ 10, болЗе родственные нашему десятиричному 
письменному счисленю, и ввелъ поэтому это основан1е вм$ето 
Неперова. 'Такимъ образомъ получились „искусственные 
логариемы“, называемые также „бригговыми“. Вром$ того, 
Бриггъ даеть и логариомы натуральныхъ чиселтъ, 
(а не только логариемы гонюметрическихь функц). Эти ват 
введен!я находятся въ его „Аг тейса оса ииеса“ (Гопани 16 24). 
Правда, Бриггъ не успфлъ закончить вс%хъ вычислений и дает в 
только логариемы цфлыхъ чиселъ отъ 1 до 20000. = ОТЪ 
90000 до 100000, но зато съ 14 знаками. Замфчательно, 
что именно въ наиболе старыхъ таблицахъ содержится наи- 
большее число десятичныхъ знаковъ, между тмъ к въ новое 


*) Установившаяся русская транскрипц яв к. риггъ а не 
Бриггсъ, происходитъ отъ латинской травскрипц и Втео1аз. Ред. 
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время въ большинств% случаевъ довольствуются весьма малымъ чис- 
ломъ знаковъ; къ этому я еще вернусь. БриггЪъ вычислилъ также 
искусственные логариемы тригонометрическихъ 
лин1й для промежутковъ въ 10” съ 10 знаками 
и опубликовалъ въ своей „ТГгеопошейла огЦаписа“(Сопаае 1633). 

3) Пропускъ въ таблицахъ Бригга заполнилъь впервые 
голландецьъ Адр1анъ Влаккъ (Аамап \1ас4), живший въ 
Гудз близъ Лейдена — математикъ, типографъ и книгопродавецъ. 
Онъ отпечаталь второе издан1е таблицъ Бригга *), 
заключавшее на этотъ разъ логариемы всЁзхЪъ цъзлыхъ 
чиселъ отъ 1 до 100000, но только съ 19 десятичными 
знаками. Это изданте является основой всЗхъ нашихъ те- 
перешнихъ таблицъ. 

Что же касается дальнфйшаго развит1я таблицъ, то я могу 
дать Только самыя обпйя указаюмя относительно того, въ чемъ 
заключалось дальн®йшее развит1е ихъ по сравнен1ю съ указанными 
первыми шагами. 

а) Прежде всего существенное значене им$ль прогрессъ 
теорти, а именно логариемическ!е ряды дали новое, 
крайне практичное, средство для вычисления ло- 
гариомовъ. Объ этомъ вычислители первыхъ таблицъ не 
знали ничего. Неперъ, какъ мы видфли, вычислялъ свои лога- 
риемы съ помощью разностнаго уравнен! я, —другими сло- 
вами, посредствомъ посл довательнаго прибавле- 


О ы 
н1я —^, пользуясь при этомъ въ большой степени интерпо- 
х 


ляц1ей. У Бригга самую важную роль играло извлечен!е 
квадратныхъ корней; онъ пользуется тёмъ, что, зная 


1024 и 10°6, можно найти 105 Уа.6 по формулЪ 
102 Ув. 6 = 5 (о а-—- 102 ›} 


Этимъ же самымъ пр!емомъ пользовался и Влаккъ . (9804). 
Ь) Значительные усп$хи были достигнуты путемь боле 
ц$ лесообразнаго расположен!я табл ди, которое 


Вы 


*) Непг. Вг! о 211 Агийшейса орати виа, 4. зес. аасба рег 


Аг. У1асЧ. Сопдае 1628. о 
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дало возможность номфстить больше матер!ала на менрь- 
шемъ пространств ивъ формБ, боле доступной 
обозр $ н1ю. 

с) Но, что важнфе всего, значительно возросла правиль- 
ность таблицъ благодаря тому, что ошибки, которыя еще 
часто попадались въ старинныхъ таблицахъ, особенно въ посл д- 
нихъ Десятичныхъ знакахъ, были устранены при помощи внима- 
тельной пров$рки. 

Изъ большого числа возникшихъ такимъ образомъ таблицъ 
я назову только самыя извЪстныя. 

4) „ГВезацигиз |охаг!  Пшогаш сошр1ефиз“ („Пол- 
ное собране большихъ логариемо-тригонометрическихъ таблицъ“), 
изданныя австр1йскимъ артиллер!Искимъ офицеромъ Вега (Уега) 
въ 1794 году въ ЛейнцигВ. Оригинальное издаве стало би- 
бл1ографической р?Ъдкостью, но въ 1896 году во Флоренщи 
появился фототипный перепечатокъ. Эти таблицы с0- 
держатъ 10 -значные логариемы натуральныхъ чи- 
селъ и тригонометрическихъ лин!й, расположенные 
по способу, ставшему съ тзхъ поръ типичнымъ; такъ, вы видите, 
наприм$ръ, здБсь уже маленьюмя таблички разностей, предназна- 
ченныя для облегченя интерполировавя. 

Переходя къ ХХ столЪт!ю, мы замфчаемъ широкое по- 
пуляризирован1е логариемовъ, стоящее въ связи, во- 
первыхъ, съ т№мъ, что въ двадцатыхъ годахъ лога- 
риемы были введены въ школу, а во-вторыхъ— съ тёмъ, 
что логариемы находятъ все больше и больше прим нен!й 
въ практик физиковъ и техниковъ, При этомъ при- 
шлось, конечно, согласиться на значительное сокращен!е 
числа знаковъ, такъ какъ и школа и практика нуждались 
въ таблицахъ, не слишкомъ объемистыхъ; къ тому же 3 или 4 
десятичныхь знака представляютъ точность, вполнф достаточную 


«у 


въ большинств$ случаевъ. Правда, въ мое школьное время мы у 


пользовались еще семизначными таблицами; въ то время въ ь 38 
щиту употреблевя такого числа знаковъ приводили то оС бра- 
жене, что ученыи должны благодаря этому проникнуть -“вели- 
чемъ чиселъ“. Теперь всЪ настроены утилитарн 4” всюду 
пользуются трехзначными, четырех нас в ТМИ ИЛИ, 
самое большее, пятизначными таблицами. ЗДЪсь ВЫ 


к 
$ 
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видите три взятыхъ наудачу современныхъ издан1я та- 
блицъ. Одна изъ нихъ — небольшя таблицы Шуберта*) съ 4 
знаками; въ нихъ вы находите примфнене всевозможныхъ 
вспомогательныхъ средствъ, какъ, напримЪръ, печатан1е въ двЪ 
краски, повторен1е надписей вверху и внизу каждой страницы и 
тому подобное, — все это для того, чтобы по возможности устра- 
нить недоразум ня при пользованйи таблицами. Еще остроумн$е 
устроены новыя американсмя таблицы Гёнтингтона”*), въ 
которыхъ, напримЪ®ръ, страницы снабжены различными придатками 
и выр$зами, позволяющими сразу открывать книгу на нужной 
странип$ и т. д. Наконецъ, вы видите здБсь счетную ли- 
нейку, которая, какъ извЪстно, представляетъ не что иное, какъ 
трехзначную таблицу логариемовъ въ самой удобной форм 
механическаго счетнаго аппарата; вамъ всЪмъ, конечно, извз- 
стенъь этотъ инструментъ, который теперь всямй инженеръ 
всегда иметь при себЪ для своихъ разсчетовъ. 

Но мы еще не дошли, конечно, въ этомъ направлени до 
конца и можемъ даже довольно ясно представить себЪ, въ чемъ 
будетъ состоять дальнфйшее развит!е. А именно, въ послзднее 
время все больше и больше распространяется счетная ма- 
шина, о которой мы уже говорили; она дфлаеть излишними 
таблицы логариемовъ, такъ какъ она позволяетъ производить 
непосредственное умножен!е гораздо быстрЪе и ув$реннзе. Правда, 
теперь еще счетныя машины настолько дороги, что ихъ могуть 
пробрЪтать только крупныя учрежденя; но когда он станутъ зна- 
чительно дешевле, тогда начнется новая фаза въ д$л6 вы- 
числен!1й. Что же касается гонометрли, то только тогда 
будетъ отдано должное стариннымъ таблицамъ 
Питискуса, которыя тотчасъ послЪ своего появления оказались 
устарзлыми. Он даютъ прямо тригонометрическля величины, съ 
которыми счетная машина позволитъ удобно обходиться, минуя 


окольный путь, ведупй черезъ логариемы. < 
Остается еще разсмотрфть примфненя гонометричёскихь 

функций. 67” 

=“ $57 


*) ЭЗспирегф, „У1егжеШое Та еш пп@ бевеща эп.“ (Зашти]. 
Соезспеп. 1.е1р742 1898). © 

**) С. У. Нип$!1п фол, „Копг расе бар 5 Ь1=4. еда. (Сат- 
фсе Мазз. 1907). а. 


= У 
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3. Примнен!я гон1ометрическихъ функций. 


Здесь насъ интересуютъ: 

А) Тригонометруя, которая вообще послужила поводомъ 
къ изобрЪтентю гон1ометрическихъ функшй. 

В) Механика, въ которой учен1е о небольших ъ 
колебан1яхъ представляетъ особенно общирную область ихъ 
примзненя. 

С) Изображен1е пер1одичесвихъ функц!й по- 
средствомъ тригонометрическихъ рядовъ, которое, 
какъ извЪстно, играетъ весьма важную роль въ самыхъ разно- 
образныхъ вопросахъ. 


А. Тригонометр1я, въ особенности сферическая 
тригонометртя. 


Тригонометр1я является весьма древней наукой; 
уже въ ЕгиптЪ она достигла высокой степени развитя подъ 
вл1ятемъ  запросовъ двухъь важныхъ наукъ: геодезти, 
нуждающейся въ учении о плоскихь треугольникахъ, и астро- 
ном1и, нуждающейся въ учени о сферическихъ треугольникахъ. 
Существуетъ весьма обстоятельная монографтя по истори 
тригонометрти, это — „Лекц1и по истор1и тригоно- 
метр1и“ Браунмюля*). Наилучшимъ справочнымъ изда- 
немъ относительно практической стороны тригонометрли 
служитъ „У чебникъ плоской и сферической тригоно- 
метр1и“ Гаммера*“), а относительно теоретической 
стороны — второй томъ „Энциклопед!и элементар- 
ной математики“ Вебера и Вельштейна***). 

Характеръ настоящихъ лекшй не позволяетъ, конечно, дать 
систематическое изложенте всей тригонометр!и; 
это должно составить предметь спещальнаго курса; къ и 


*) А. у. Вгаиюши 1: „Уоезиюсеп бег безесЩе 4ег ов 
тей“е“, 2 В-4е. 1е1р745 1900 - 1903. 

**) Е. Нашшег: „Гергрисй 4ег ефелеп ипа оные вот 
шейче“, ЭЗбабеаге 1906. — 

***) „ЕКисукорее ег еетшепт. беотейе“, БеагЪ. то Н” т ег, 
3. Мезще! т, „М. Часозё Ва], 2 Аий. Перис 1907.\(Въ русскомъ 
переводЪ: ‚Энциклопед1я элементарной математики“ ‚ УЗ С, книга |). 
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же, вЪдь, здЪсь, въ Гёттинген®, практической тригонометрии 
уд$ляется вполнЪ достаточно вниман1я на обычныхъ лекшяхъ по 
геодез1и и сферической астроном. Я же хотёлъ бы поговорить 
съ вами объ одной очень интересной глав$ теоре- 
тической тригонометрти, которая, несмотря на 
свою весьма глубокую древность, все еще не мо- 
жетъ считаться вполнЪ законченной, такъ какъ 
она до сихъ поръ еще содержитъ много невы- 
ясненныхъ вопросовъ и проблемъ, сравнительно 
элементарнаго характера, обработка которыхъ не ка- 
жется мн неблагодарнымъ трудомъ: я имфю въ виду сфери- 
ческую тригонометр!1ю. Этотъ отдзлъ какъ разъ разра- 
ботанъ весьма обстоятельно въ книг Вебера-Вельштейна, 
а именно — тамъ приняты во вниман1е тЪ идеи, которыя развилъ 
Студи (Бу) въ своемъ фундаментальномъ сочиневши: „Сфе- 
рическая тригонометр1я, ортогональныя подстановки и эллипти- 
чесмя функции“ ®). Я попытаюсь представить вамъ обзоръ всЪхъЪ 
относящихся сюда теорй и, въ особенности, указать на вопросы, 
остающиеся доселЪ открытыми. 

Элементарное понятте о сфе- 
рическомъ треугольникЪ врядъ ли 
нуждается съ подробныхъ разъяснешяхъ: 
три точки на сфер$ вполн$ опре- 
дфляютьъ (если только никаюмя двЪ изъ 
нихъ не лежатъ на концахъ одного да- 
метра) треугольникъ, въ которомъ 
каждый изъ трехъ угловъ и каж- 
дая сторона заключается между 
О ил (рис. 55). Но при дальнЪйшихъ изслБдоваюпяхъь оказы- 
вается цфлесообразнымь считать стороны и углы не- 
ограниченно перем$ нными величинами, которыя мо- 
гутъ становиться даже больше л или 2л или кратныхь ал, 1 т Отда 
приходится говорить о сторонахъ, налагающи сея на 
самихъ себя, иобъ углахъ, двлающихл < Спо н%- 


< о 
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Рис. 55. 
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*) „орийг15еве Тг1хопошейле, огпогопае Заз пет ипа еШр- 

Язсйе Еилк@опеп“, Афйапа1. ег таб®.-рву. Каз) ег К. ЗАсвз1зс пей. 
СезеПзенай 4. \ввенве вает, Ва. ХХ, №. П (ефив 1893). 
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сколько оборотовъ около вершины. При этомъ при- 
ходится условиться относительно знака этихъ величинъ, т. е. 
относительно того направления, въ которомъ ихъ надо изм?- 
рять. Заслуга посл$ довательнаго проведен1я прин- 
ципа знаковъ, какъ вообще въ геометрйи, такъ и въ сфери- 
ческой тригонометрли въ частности, принадлежитъ великому гео- 
метру Мбоб1усу (№6115). Благодяря этому принципу былъ 
впервые проложенъ путь для изслфдовавй наиболЪе общаго ха- 
рактера надъ величинами, неограниченно изм$няющимися. Особен- 
ное значеше въ данномъ отношен1и имфеть статья Мбоб1уса: 
„Выводъ основныхъ формулъ сферической триго- 
нометр1и въ возможно бол%е общей формё“ *). 

Эти услов1я относительно зна- 
ка начинаются съ того, что уста- 
навливають одно опред лен- 
ное направлен1е вращения, 
при которомъ углы около 
всякой точки 5+ на сферЪ 
считаются положительны- 
"и; если это направлен1е указано 
для одной какой-нибудь точки сфе- 
ры, то это же самое направлене 
переносятъ по принципу непрерыв- 
наго изм$нев1я на всякую другую точку сферы (рис 56). Можно, 
напримфръ, какъ обыкновенно дЪлаютъ, считать за поло- 
жительное направлен1е вращен1я то, которое 
при наблюден!и съ внфшней стороны предста- 
вляется обратнымъ движен!ю часовой стрЪлки. 
Во-вторыхъ, необходимо установить для всякаго большого 
круга на сфер$ опред $ ленное направлен1е обхода, 
но здфсь невозможно ограничиться установленемъ опредфленнаго 
направлен1я для одного какого-нибудь круга и затфмъ непрез 
рывно переходить ко всзмъ другимъ кругамъ, такъ какъ миа 
кругь можно привести двумя существенно различными сторо ами 


Рис. 56. 


*) „НибмеКаие аег агап{огтлеш ег зрВйгевей г о беше ш 
огоззио>Невег АПоетешре!с“, ВемеШе ибег @е Уеграпа!, \ ‚ао К. БасИ$. 
Сез. 4. \158., Маёй.- рпуз. Каззе. 1860. Ва. 12.= (ев. Мекке П (Ферро, 


1886), рас. 71. ки у 
), рав: ^Сх у 
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къ совмЪщен!ю со всякимъ другимъ кругомъ. Поэтому каждому 
кругу въ отд льности, съ которымъ намъ придется 
имфть Д$ло, мы будемъ приписывать опредЪленное 
направлене обхода и будемъ разсматривать одинъ и тотъ же 
кругъ, какъь два различныхъ образа, смотря по тому, какое на- 
правлене для него мы примемъ за положительное. Установивъ 
так1я опред$лен1я, мы можемъ каждому боль- 
шому кругу а однозначно отнести опред ленный 
полюсъ АР, а именно тотъ изъ его двухъ полюсовъ 
въ обычномъ смысл$ слова изъ котораго его 
направлен1е представляется положительнымуъ: 
Точно такъ же и обратно— каждому полюсу соот- 
вфтствуетъ однозначно опредф$ленный „полярный 
кругъ“ съ опред$ леннымъ направлен1емъ обхода. 
Этимьъ вполнЪ однозначно устанавливается столь 
важный въ тригонометри „процессъ полярнаго преобра- 
зования“. 

Если даны три как!я-нибудь точки 0-1, Б, С 
на сферф, то (рис. 57) для однозначнаго опред$ле- 
н1я сферическаго треугольника, имфющаго вер- 
шины въ этихъ точкахъ, недостаетъ еще н%$кото- 
рыхъ данныхъ; прежде всего необходимо присвоить каж- 
дому изъ трехъ большихъ круговъ, проходящихь 
черезъ точки .1, Б, С, опред ленное направленте, 
а также нужно указать, сколько разъ слЪдуетъ каждый 
изъ нихъ обойти въ указанномъ для него на- 
правлен! и, прежде, чёмъ придти отьъ В къ С, оть С къ 4, 
отъ 4 къ Б. ОпредЪленныя такимъ образомъ длины а, 6, с, ко- 
торыя могутъ имфть любыя вещественныя значен!я, называются 
сторонами сферическаго треугольника; мы, ко- 
нечно, будемъ принимать, что онф отнесены къ сфер® съ радуу- 
сомъ 1. При этомъ углы получаютъ такое опредфлене: 
уголъ а получается при такомъ вращен1и въ по- 
ложительномъ направлен1и, при которому поло- 
жительное направлен!е дуги СЛ, кончающейся 
въ 1, переходить въ положительное \направлен!е 
дуги .4Б, начинающейся въ 0.1; къ Этому углу еще можно 
добавить въ видЪ слагаемаго любое кратноеэл; аналогично опре- 
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дфляются и проч1е углы. Раземотримъ обыкновенный элемен- 
тарный треугольникъ, какъ указано на рис. 57, и уста- 
новимъ направленя сторонъ такъ, чтобы величины сторонт а, 6, с 
были меньше л; тогда углы а, В, у оказываются, согласно на- 
ему новому опредълен!ю, какъ это легко видфть, внфшними 
углами треугольника, а не его внутренними углами, какъ 
при обычномъ элементарномъ опредзлеши. 

Тотъ фактъ, что при такой замфнЪ обычно принимаемыхь 
угловь ихъ дДополнешями до л формулы сферической 
тригонометр1и получаютъ боле симметричный и 
боле каглядный видт, представляеть давно извфстное 
явлене. Болфе глубокую причину этого можно видфть въ сл%- 
дующемъ: указанный выше процессъ полярнаго преобразованя 
относить каждому треугольнику, опредфленному согласно пра- 
виламъ Мёб1уса, вполнЪ 
однозначно другой треу- 
ГОЛЬНИКЪ, „Полярный“ 
по отношеню къ первому, 
и нетрудно видЪть, что по- 
сл$дюай при нашихъ но- 
выхъ опред$ленмяхъ по- 
просту имЗетъ угла- 
ми стороны первона- 
чальнаго  треуголь- 
ника, а сторонами его углы. Поэтому всякая фор- 
мула, написанная въ этихъ обозначен!1яхът, долж- 
на им$ть м$сто и въ томъ случаф$, если мы въ ней 
обм$ няемъ м$стами а, 6, с съ а, В, 7, такъ что всегда 
должна имфть мфсто простая симметртя. При обычномъ 
элементарномъ изм$рении угловъ и сторонъ эта простая симме- 
тричность не имфетъ м%Ъста, такъ какъ соотношеня между дан- 
нымъ треугольникомъ и его полярнымъ треугольникомъ зависять << 
отъ Того, Что считаютъ въ каждомъ отдЪльномъ случа$ за угльр” 
и стороны, и отъ выбора того или другого изъ двухъ полюбовт 
круга, заданнаго безъ опред$леннаго направлен1я обхода» к 

Ясно поэтому, что изъ 6 опредзленны хФС @Акимт 
образомъ элементовъ сферическаго треугольника 
ТОЛЬКО Три МОЖНО ИЗМЗНЯТЬ нопрерыхнымъ обра- 
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зомъ независимо одинъ отъ другого, —наприм$ръ, двЪ 
стороны и заключенный между ними уголъ. Формулы сфе- 
рической тригонометр!и представляютъ собой извъетное 
число соотношенй между этими 6 элементами или, вЪрнФе, ал- 
гебраическихъ соотношен1й между ихъ 12 коси- 
нусами и синусами; эти соотношеня позволяютъ произ- 
вольно измЪнять только три изъ этихъ 12 величинъ, тогда какъ 
друг1я 9 находятся въ алгебраической зависимости отъ первыхъ 
трехъ. При переход$ къ косинусу и синусу мы перестаемъ, 
разумЪется, обращать вниман1е на то, какое именно кратное 2л 
служитъ дополнительнымъ слагаемымъ. Представляя себЪ вообще 
тригонометр1ю, какъ собран1е всевозможныхъ 
алгебраическихъ соотношен1й такого рода; мы мо- 
жемъ опред$лить слфдующимъ образомъ ея задачу въ соотвЪт- 
сти съ современными взглядами: станемъ разсматри- 
вать величины 


%, — 60%. №, — 0085, х. = 605с: ‚250080, 3% = 50:0 5—0 
У = 51, 9, =310, 9, =; 7. =, У. = В, 2, = 


какъ координаты точки въ пространств$ 12-ти 
изм рен1й /Л^,.; совокупность всЪфхъ тЪхъ точекъ 
этого пространства, которыя соотв тествуютъ. 
д$Иствительно возможнымъ сферическимъ треу- 
гольникамъ а,...,7у, составляетъ трехм$рное алге- 
браическое многообраз1е М, этого пространства. 
Ю.., и воть это именно многообраз1е М, въ Ар и 
подлежитъ изучен!ю. Этимъ сферическая тригоно- 
метр1я включается въ общую аналитическую гео- 
метр! ю многомф$рныхъ пространствъ. 

Это многообраз!е //. должно обладать различными простыми 
симметр1ями. Такъ, напримфръ, процессъ полярнаго преобразова- 
ня показалъ, что замфна величинъ а, 6, с величинами 4, Ви 
обратно всегла дгетъ новый сферичесвяй треугольникъ;. 0 от- 
ношешю къ нашимъ новымъ обозначетямъ это значитъ, в ИЗЪ. 
всякой точки въ ЛМ. можно получить другую точ >принадле- 
жащую тоже Л/., если замфнить х\, х», хз, 9, Уз величи- 
нами м, Х., 4, Ур У», 9 И наоборотъ. Далфо, \ всякому треу- 


гольнику соотвЪтетвуеть 7 смежныхъ ‚фе Угольниковъь,,. 
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соотвЗтственно дфлен!ю всего пространства на 8 октантовъ пло- 
скостями трехъ большихъ круговъ; элементы этихъ треуголь- 
никовъ получаются изъ элементовъ первоначальнаго треугольника 
посредствомъ перем$ны знака и прибавленя л; это даетъ для 
каждой точки комплекса //., 7 новыхъ точекъ, координаты кото- 
рыхъх,,...,% Получаются посредствомъ перем$ны знака въ коор- 
динатахъ исходной точки. Совокупность этихъ симметрий приво- 
дитъ, въ концЪ концовъ, къ нЪкоторой групп перестано- 
вокъ и перем$нъ знака у координатъ точекъ А,» 
которая преобразуетъ комплексъ М; въ самого 
себя *). 

НаиболЪе важнымъ является вопросъ о т$хъ алгебра- 
ическихъ уравнен1яхъ, которымъ удовлетворяютъ 
координаты точекъ //(; и которыя образуютъ сово- 
купность тригонометрическихъ формулъ. Такъ 
какъ всегда 603? а-- $1? а =1, то это даетъ намъ прежде всего 
6 квадратныхъ соотношений: 


2 2 : 
ду = жа, (1) 
которыя, выражаясь геометрически, изображаютъ 6 цилиндри- 


ческихъ поверхностей второго порядка Е®) въ мно- 
гообразш М. 

Друпя 6 формулъь даеть теорема косинусовъ сфе- 
рической тригонометр!и, которая въ нашихъ обозначе- 
няхъ выражается такъ: 


60$ а == 6036. 083 с — зшб.зтс. с03 а, 
что при полярномъ преобразованйи даетъ: 
с0$ а == 603 В с03 у — зт В зшу соз а. 


*) Если нЪъкоторая такая перестановка преобразовываетъ точку 4 ы 
многообраз1я М, въ точку В того же многообразя, а другая переста- > 
новка переводить точку В въ точку С того же многообразя, то послдо- 
вательное производство этихъ двухъ перестановокъ приводитъ точку я 
въ точку С того же многообраз!я М.; это значитъ что совокупность Этихь 
перестановокъ такова, что послЪдовательное производство двух О ТАкИхЪ 
перестановокъ представляетъ собой также одну изъ этих Сперестано- 
вокъ; это и означаетъ, что перестановки образуютъь группу; то же 
относится къ надлежащимъ перемЪнамъ знаковъ и комбинащямъ пере- 
становокъ съ перемЪнами знаковъ. 6” У Рю, 
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Эти формулы вм$стЪ съ т5ми четырьмя, которыя получаются при 
циклической перестановкЪ а, 6, с и а, В, 7, опредФляютъ въ 
общемъ 6 поверхностей третьяго порядка Е®) въ мно- 
гообрази МЗ: 


№ ==. №5 — 92 Уз №4; Мом — Уз У. М, ЖЕ, Х— 9195 Мь, (2) 
Ха = ММ — 9.6 а; М, = ХА — 69425; № ЕЕ М. М, — 749, №. (3) 

Наконецъ, можно еще использовать теорему синусовъ, которая 
получается, если приравнять нулю миноры слдующей матрицы - 


8 Уз, Уз 
и. У; Ув 


Иначе говоря, эта теорема выражается равенствами: 


2.6 — Уз. == 739. — 91.96 == 71.95 — 9.54 ==0. (4) 


Это даеть 3 поверхности 2-го порядка Е°, изъ 
которыхъ, во всякомъ случа, только 2 линейно незави- 
симы. —Такимъ образомъ, въ общемъ мы полу- 
чили 15 уравнен!1й для точекъ нашего много- 
образя /4. въ пространствз ^.о. 

Для выдЪфлен!я изъ Л. трехмЪрнаго пространства оказы- 
вается, вообще говоря, недостаточно имЪть 12 — 3 =9 уравневй, 
такъ какъ уже въ обыкновенной геометр1и пространства А., какъ 
извЪетно, отнюдь не всякая кривая въ пространств$ можетъ быть 
представлена, какъ полное пересЁ$ченме двухъ поверхностей; 
проствйшимъ примфромъ служить пространственная кривая 
третьяго порядка, для опред$леюмя которой необходимы, по 
меньшей мзрф, три ураввеншя. Такъ и въ нашемъ случаЪ легко 
видъть, что 9 уравневй (1) и (2) еще не опредзляютъ /М.; какъ 
извфстно, изъ теоремы косинусовъ можно вывести 
теорему синусовът, не считая одного знака, вопросъ 
о которомъ разр$Зшаютъ затёмъ при помощи геометри векихЪ 
соображенй. Представляется желательнымя знать, 
как!1я именно уравнен1я и въ какомъ чист опре- 
дфляютъ вполн% наше многообразте М; Вообще, я 
желаль бы формулировать здфсь 4 опред ленныхъ во- 
проса, на которые, повидимому, въ литератур о сихъ поръ еще 
нфтъ точнаго отвфта; они заслуживают, `Я’ думаю, подробнаго 


зш а, тб, зтс 


ша, зш В, зшу 
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изучен1я, которое къ тому же и не должно представить 0со- 
беннаго труда, если только пр1обр$тена известная сноровка въ 
обращенйи съ формулами сферической тригонометрли. 

Вотъ эти вопросы: 


1) Что надо понимать подъ „порядкомъ“ многообра- 
З1Я М 

2) Каковы уравнен!1я самой низкой степени, 
посредствомъ которыхъ можно представить мно- 
гообразте 1/; въ чистомъ видз° 


3) Какова полная система независимыхъ урав- 
нентй, содержащихъ ИМ. Т. е. такихь уравнешй 
р =0,...,/» =0, изъ которыхъ всякое другое уравнеше, изобра- 
жающее поверхность, проходящую черезъ /М., можеть быть со- 
ставлено линейнымъ образомъ посредствомъ пфлыхъ ращюональ- 


ныхь множителей 7.,..., Ирвъ вид: ид ---.--- ИД = 0. 
Лля этого можеть понадобиться больше уравнеюшй, чЪмъ сколько 
требуетъ пунктъ 2). 

4) Камя алгебраическ1я тождества (такъ назы- 
ваемыя сизиг!и (Эу7уэ1еет)) им$ютъ м$сто между этими и 


формами /,,..., №? 

Во всфхь этихъ вещахъ можно орентироваться съ помощью 
уже произведенныхъ изслФдоваюй, которыя пресл$дуютъ ту же 
самую цЪль, хотя исходятъ изъ н%Ъеколько иной постановки во- 
проса. Эти изелЪдованая содержатся въ геттингенской диссер- 
тащши госпожи Сп1зВо|т (теперь г-жи Тойп), написанной 
ВЪ 1894 году: „А1еефгалзев отаррешеогейзеве Ощегзиспииееп 2г 
зрийг1зсйеп Тиеопотевче“, 96 тееп 1895. Это — первая диссер- 
ташя въ Прусаи, написанная женщиной. Среди различныхъ 
праемовъ, примфняемыхъ г-жей СВ1310|ш, наиболфе замЪча- 
тельный состоитъ въ томъ, что за независимыя коо ре, 


наты она принимаетъ котангенсы половинъ углов, 
и дугъ; дЪйствительно, въ виду того, что основной фунеци Й 
(2 


( ( К - 
являетея 2 5? а, слЪдовательно, и св’ и что черезъ нее-’одно- 


м 


значно выражаются с03а и па, оказывается ным за- 

писать всякое тригонометрическое ‹ равенство 
хх . 

въ видЪ алгебраическаго соотноен1я между 


^СУ 
—— 
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сво. Поэтому сферическ:е треугольники 


представляютъ теперь трехм$рное алгебраиче- 
ское многообраз1е 1/4. въ шестим$рномъ про- 


а Ь 
странств$ Л,, которое имфетъ координатами сё = се, 


‚ово, в Г-жа СВ1зВо|тш показала, что это 


> 


со —, 0. 


[о 


многообраз!е /М, имфеть порядокъ, равный 8, и что оно мо- 
жетъ быть представлено, какъ полное перес$чен!е 
трехъ поверхностей второго порядка (квадратныхъ 
уравнен!й) въ пространствЪз А’,. Авторъ изелздуеть еще даль- 
нфйппе вопросы, которые примыкаютъ сюда же въ смысл выше 
формулированной точки зря. 


ТЪ формулы сферической тригонометрли, о которыхъ я до 
сихъ поръ говорилъ и которыя связываютъ синусы и косинусы 
сторонъ и угловъ, называютъ формулами первой стунени; 
имъ противопоставляютъ группу существенно другихъ фор- 
мулъ подъ именемь формулъ второй ступени. Эти фор- 
мулы представляютъ собой алгебраическ!я уравнения, 
которымъ подчинены тригонометрическ1я функ- 
ц1и половинъ угловъ и сторонъ; поэтому при изучени 
послфднихъ представляется наиболЪе удобнымъ разсматривать 
12 величинъ: 


оз © т мы Ры 
С —,у —у%зоеу у — 9 1 == 0 о 5 
2 2 р) о 


какъ координаты новаго двфнадцатим $ рнаго простран- 


ства Аы въ которомъ сферические треугольники снова обра- 


зуютъ трехм$рное алгебраическое многообразие М.. На первомъ 
мЪетз здфсь стоятъ прежде всего т$ изящныя формулы, 
которыя были опубликованы въ начал прошлаго столфайи” ПОЧТИ 
одновременно и независимо другъ отъ друга Деда бромъ 
(Реал ге, 1807), Молльвейде (МоПуеще, 1808) и, наконецъ, 
Гауссомъ (С(апзз, 1809) въ его сочинени: „ нед а ипофиз сог- 
рогиш со@езИит“, № 54 (перепечатано въ е и, Ва. УП, Гер- 
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710; 1906, рах. 67). Это — 12 формулъ, получаемыхъ поеред- 
ствомъ круговой перестановки изъ формулъ: 


‚ ВУ рес .В- у бес 
ЗП. м сов — О ЭП ь уд $1 ТА * 
Е а и —— а = = ; 

Ш .. ве 03$ а 9 - р т ;. 
[3 7% а = $] 5 
2 р. й р. 
< 8 — . б--с 
мате мое ав вст 
р и > 
0$ — оз © Е 0$ — Ш — 
2 р; р. и. 


НЪчто существенное и новое по отношеню къ формуламъ первой 
ступени представляетъ здЪсь двойной знакъ, который надо 
понимать сл$дующимъ образомъ: для одного и того же 
треугольника имф$ютъ м$Ъето одновременно воз 
верхн1е или вс нижн!е знаки во всЁхъ 12 фор- 
мулахъ; при этомъ оказывается, что существуют 
треугольники какъ того, такъ и другого рода. 
Такимъ образомъ, комплексъ М. сферическихъ 
треугольниковъ въ опредф$ленномъ выше про- 
странствз Ю, опред ляется двумя совершенно раз- 
личными системами, состоящими изъ 12 кубиче- 
скихъ уравнен1й каждая, и распадается поэтому 
на два отдфльныхъ алгебраическихъ 'многообра- 
з!1я: ЛИ., для котораго имфеть м%ето одинъ знакъ, и М., для 
котораго надо брать другой знакъ. Благодаря этому замЗчательному 
обетоятельству упомянутыя формулы пр1обрЪтаютъ особенно важ- 
ное значене въ теорти сферическихъ треугольниковъ; онф пред- 
ставляютъ нЪчто гораздо большее, чфмъ простое преобразоване 
прежнихъ уравневй, годное — самое большее — для облегчешя три- 
тонометрическихъ вычисленй, какъ полагали Деламбръ и 
Молльвейде. Гауссъ первый взглянулъь на дЪло глубже; с ку 
дЪйствительно, онъ указываетъ на возможность перем$ны зна, 

„если придавать идеф сферическаго треугольника ея наибо ольшую 
ет “. Поэтому мнЪ кажется вполн$ справедливыхт` `Назы- 
вать эти формулы формулами Гаусса, хотя и не ему ‘принад. 
лежитъ пр1оритетъ ихъ опубликоваея. у 

Но впервые Стюди (Э4у) понялъ все з значенто этого обсто- 

ятельства и разъяснилъ его въ своей уже ‘цитированной нами 
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работЪ 1894 года. Его главный результатъ наиболЪе удобно мож- 
но выразить, если исходить изъ пространства шести измврешй 
№, для котораго координатами служатъ сами значеня а, 6, с, а, В,у, 
разсматриваемыя какъ неограниченно-изм$няющляся перем$нныя: 
мы будемъ называть ихъ трансцендентными опред ля- 
ющими элементами треугольника въ отлич1е отъ алге- 
браическихъ опредф$ляющихъ элементовъ соза,... 


а 
ИЛИ С05 5’ ’.-› Такъ какъ первые представляютъ трансцендентныя, 


а вторые—алгебраичесяя функщи обыкновенныхъ пространствен- 
ныхъ координатъ вершинъ треугольника. Въ этомъ пространстЕ® 
А» совокупность всфхъ сферическихъ треугольниковъ представляетъ 


р р . 
„трансцендентное многообраз! ве отображешемъ 
котораго въ пространствЪ К, служить опредфленное выше алге- 


браическое многообразие М. .: Но тажъ какъ посл$днее распадается 
| а 
на два многообраз1я, а отображаюная функщи 608 > -.. предета- 


вляютъ однозначныя и непрерывныя функщи трансцендентныхъ 


координатъ, то и трансцендентное многообраз!е 15” должно рас- 
падаться на двф отдЪльныя части. Самая теорема Стюди 
заключается въ слфдующемъ: трансцендентное много- 
образ:е 1/5 вефхъ величинъ абс а Ву, какя 
только могутъ быть элементами сферическаго тре- 
угольника самаго общаго рода, распадается, со- 
отв тственно двойному знаку въ формулахъ Гаусса, 
на двЪ отдЪфльныя части, которыя, однако, предста- 
вляютъь каждая сплошной континуумъ. Наибол%е важ- 
нымъ является здфсь невозможность никакого даль- 
нф$йшаго распаден!я; это значитъ, что дальнфИпий анализъ 
тригонометрическихъ формулъ не можетъ привести къ подобнымъ 
и столь же глубокимъ подраздЪлеюмямъ сферическихъ треуголь- 
никовъ. Треугольники первой группы, соотвЪфтствующей верхнему 
знаку въ формулахьъ Гаусса, называютъ соботвенны МИ 
треугольниками, а треугольники второй группы > несоб- 
ственными, такъ что теорему Стюди мож о выразить такъ: 
СОВОКУПНОСТЬ ВСЖхХЪ сферическихт) оо 


ковЪъ распадается на континуум собственныхъ 
“С 
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и на континуумъ несобственныхъ треугольниковъ. 
Относяшляся сюда подробности и доказательство теоремы Стюди 
вы найдете у Вебера-Вельштейна (томъ П, 8 47). Я же со- 
общаю здЪсь только результаты въ возможно краткомъ обзорф. 
Теперь я остановлюсь подробнфе на различен1и 
обоихъ родовъ треугольниковъ: если имфется какой- 
нибудь сферичесвый треугольникъ, т. е. „допустимая система 
значений“ величинъ а, 6, с, а, В, у, косинусы и синусы кото- 
рыхъ удовлетворяютъ формуламъ первой ступени и которыя по- 


этому представляютъ нфкоторую точку въ многообрази /Мз» о, им 
какимъ образомъ можемъ мы р%Ьшить вопросъ о 
томъ, является ли этотъ треугольникъ собствен- 
нымъ или несобственнымъ? Съ этой пфлью образуемъ 
прежде всего наименыше положительные вычеты @%0, @%, Су, @, 
Во, 7%, данныхъ чиселъ по модулю 2л: 


О бота. Юта, о В. 
а, == а (то4. 27л),..., в, == а, (шоа.2л),... 


Косинусы и синусы этихъ вычетовъ равны т%мъ же тригономе- 
трическимъ величинамъ для а,..., @а,..., такъ что они, въ свою 
очередь, образуютъ сферическй треугольникъ, который мы на- 
зовемъь приведеннымьъ или мёб1усовымъ треугольни- 
комъ, соотвЁ$тетвующимъ первому треугольнику, такъ какъ самъ 
Мёб1усъ не разсматривалъ треугольниковъ съ элементами, пре- 
восходящими 2л. РЬьшимъ прежде всего, съ помощью небольшой 
таблицы, вопросъ о томъ, въ какихъ случаяхъ треу- 
гольникъ Мёб1уса является собственнымъ и когда 
онъ принадлежитъ къ числу несобственныхъ. 
Такую табличку вы можете найти и у Вебера-Вельштейна, 
но только въ не столь наглядной формЪ (стр. 538 и 84 рубск. 
издан1я 2-го выпуска П-го тома „Энциклопеди“), гдф также (стр. __ 
92—93) помфщены рисунки различныхъ типовъ собственныхъ ги 
несобственныхъ треугольниковъ. Мы находимъ по 4 типа треу- 
гольниковъ каждаго рода: < 

1. Собственные треугольники Мабахо 


1) 0 сторонъ > л,но«2л; Оугловъ . 56 ? УЗ л, но 2л 
2) 1 сторона „ Вы прилежит он 
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3) 2 стороны ‚> л, но < 2л; 1 заключенный уголъ > п, но < 2л 
4) 3 стороны ›„ „ г. ем > 


2. Несобственные треугольники Мёб1уса: 


1) © сторон — л,но < 2л; Зугла. ... о -о 5, 0 Эа 
2) 1 сторона ,„ м 1 противолежаний уголъ ,„, ы 
3) 2 стороны ей ыы 2 ” > ” > 
4) 3 стороны „ „ ОЕ. й 


Другихъ случаевъ, кромф здесь перечислен- 
ныхъ, не существуетъ, такъ что съ помощью этой 
таблички вполн$ р$5ёшается вопросъ о томъ, къ ко- 
торому изъ двухъ видовъ принадлежитъ данный 
треугольникъ Мёб!уса. 


Согласно сказанному выше, переходъ къ треуголь- 
нику общаго вида а,..., @а,... отъ соотв$тетвующаго треу- 
гольника Мёбтуса производится посредствомъ слздующаго рода 


формулъ: 
а=а-и,.27, = -Ри..2л, с=с- и. 97, 
а-=а-9,.27л, В=В--9.21, Уу=ур-и,.9л, 


при чемъ имЪеть мЪсто теорема: треугольникъ общаго 
вида оказывается одноименнымъ съ приведен- 
нымъ треугольникомъ (т. е. одновременно съ нимъ 
собственнымъ или несобственнымъ), если сумма 
шести цзлыхъ чиселъ жи, и Ро. есть 
четное число, и разноименнымъ, когда это число 
нечетное. Такимъ образомъ, характеръ каждаго треугольника 
оказывается вполн% опредфленнымъ. < у 


Я закончу этотъ отдёлЪь НЪСкОлЬкими замфчантями 
о площади сферическихъ треугольников? Объ 
этомъ совершенно не упоминаютъ ни СТюЮДи ВЪ СВОйхЪ изслЪ- 
дованяхъ, ни Веберъ-Вельштейнъ; но эт „понято играетъ 
большую роль въ моихъ прежнихъ ИСО ван1яхЪ въ 


области теор1и функций о треугольникахь, со- 
о 


хо 


и 
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ставленныхъ изъ круговыхъ Дугъ. Въ то время, какъ. 
до сихъ поръ треугольникъ представлялъ е0бо0ю въ нашихъ гла- 


захъ не что иное, какъ соединене трехъ угловъ и трехъ сторонъ,: 


удовлетворяющихъ теоремамъ `косинусовь и синусовъ, — здЪеь. 
идетъ рЪчь 0бъ опредф$ленной части поверхности,» 
ограниченной этими сторонами и представляющей 
какъ бы мембрану (перепонку), натянутую между тремя сто- 
ронами съ соотв5тствующими углами. 

Конечно, здЪсь не иметь смысла разсматривать „вн ш- 
н1е“ углы а, В, у треугольника, какъ мы дфлали раньше ради 
симметри; теперь рЪчь будетъ идти о тзхъ углахъ, кото- 
рые сама мембрана образуетъ у вершинъ; для 
краткости мы будемъ называть ихъ „внутренними“ углами треу- 
гольника. Я привыкъ обозначать ихъ посредствомъ Д.л, и.л, у.т 
(рис. 58). И эти углы можно разсматривать, какъ неограни- 
ченно изм$няемыя ис- 
ключительно пПоложи- 
тельныя величины, такъ 
какъ мы не хотимъ исклю- 
чать и того случая, когда вер- 
шины мембраны служатъ 
точками свиван1я поверхности. 
Аналогично этому, обозначимъ 
абсолютныя длины  сторонъ 
черезъь /л, шл, ил; это тоже 
неограниченно измф- 
няемыя положительныя величины. Но теперь уже 
углы и стороны не могутъ, какъ раньше, покрывать сами себя. 
неограниченное число разъ независимо другъ отъ друга; иными 
словами — получать въ видЪ слагаемаго произвольныя кратныя 27; 
тоть фактъ, что должна существовать одна сплош- 
ная мембрана съ этими углами и сторонами, над. 
ходить свое выражен1е въ извЪ стныхЪъ сон 
шен1яхъ между этими множителями при 2” ЭТИ 
соотношеня я назвалъ въ моей работ „0 корняхъ гиноргооме- 
трическаго ряда“*) дополнительными озамамаме 


Рис. 58. 


*) „Оъег 41е М№аП%еПеп ег Вурегасотебе1зсВеп ее“ (МафВ. Апп..,. 
37,1888). ам 


ХА 
`^ 
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сферической тригонометр!и. Они имфютъ слфдующй 
видъ, если черезъ А (х) обозначить наибольшее цфлое положи- 
тельное число, содержащееся въ х (Ё(х) =л: 


< 


Е(,) нь, 
о 2 


‚(е-кенеН} 


2 


= 


Ро В ЕР. Е. 


' 
и такъ какъ, наприм®ръ, А (.) обозначаеть число слагаемыхъ, 


равныхъ Эл каждое, содержащихся въ сторонф /.л, то эти с0- 
отношен1я какъ разъ выражаютъ искомыя крат- 
ныя Эл, содержащ:яся въ сторонахъ (5, тл, ил, 
если изв стны углы #4л, ил, ул съ содержащимися 
въ нихъ кратными Эл. Въ частности нетрудно видФть, 
что при положительныхъ #, м, 7 можеть быть положительнымъ, 
самое большее, одно изъ трехъ чисель А— и— т, —А--и— 
—1А— м-—- т, такъ что только одинъ изъ трехъ аргументовъ въ 
правыхъ частяхъ равенствъ можетъ быть больше 1; & такъ какъ 
при х <. 1 всегда Е (х) = 0, то только одно изъ трехъ упомянутыхЪ 
кратныхъ 2л можеть быть отлично отъ нуля. Итакъ, у тре- 
угольной мембраны только одна сторона можеть 
превосходить 2л, а именно сторона, лежащая про- 
тивъ наибольшаго угла. 

Что же касается доказательства этихъ Дополни- 
тельныхъ соотношений, то я отсылаю интересующихся 
къ моимъ литографированнымъ лекщямъ „0 гипергеометрической 
функщи“ *); впрочемъ, въ нихъ, какъ и въ упомянутой выше 
работЪ, тема разработана гораздо шире, чёмъ я указалъ эдев, 
а именно я тамъ разсматриваю таюме „сферичесве треугольвики“, 
которые ограничены любыми окружностями, а не только-дугами 
большихъ круговъ. Эдфеь же я хочу только въ околькихь 
словахъ охарактеризовать ходъ мыслей въ это мъ Дока- 


+) У\МЯщег - Зетезег 1893/, аизбеагЬ. уоп Е. РА —— 


Тегрие: 1906, рас. 384 #. я О $, 
^^ 
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зательств $. Иеходятъ отъ элементарнаго треугольника, 
на который, конечно, всегда можно натянуть мембрану, и 
изъ нея получаютъ послфдовательно мембраны самаго общаго 
вида; а именно, присоединяя по н$околько разъ надлежащимъ 
образомъ мембраны, имфющ!я форму круга, съ точ- 
ками развфтвлен1я въ вершинахъ. Рисунокъ 59 по- 
казываетъ, въ видЪ примЪра, — въ стереографической проекши,— 
треугольникъ .1БС, полученный изъ элементарнаго треугольника 
черезъ присоединеше полусферы, ограниченной большимъ кру- 


Рис. 59. 


гомъ .4Б, велфдетве чего какъ сторона 48, такъ и уголъ при 
( по одному разу покрываютъ сами себя. Легко видфть, что при 
этомъ процессф дополнительныя соотношен1я остаются въ сил%; 
оказывается, что это имфетъ мЪето и для треугольныхъ мембранъ 
самаго общаго вида, каюя только можно построить посредствомъ «5 
подобныхъ процессовъ. В 29” 
Теперь мы должны точнфе присмотрфться къ тому, Кано е 
мфсто занимаютъ эти треугольники съ хоол ни. 
тельными соотношен1ями въ описанной выше 
общей теор1и. Очевидно, они представляютъ < бой Только 
частные случаи, а именно — въ виду того, что вообще числа, 
АСУ 


_ к 


< 
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показываюцйя, сколько разъ стороны и углы сами себя покрываютъ, 
вполнЪ произвольны, —Так1е частные случаи, которые 
характеризуются именно возможностью обтя- 
нуть треугольникъ мембраной. Конечно, на первый 
взглядъ это вызываетъ недоум$ е: въ самомъ дЪлЪ, какъ мы ви- 
дЪли выше, всЪ собственные треугольники, даже и тЪ, которые 
вовсе не удовлетворяютъ дополнительнымъ соотношенямъ, обра- 
зуютъ одинъ континуумъ, такъ что каждый изъ нихъ можеть 
быть полученъ посредствомъ непрерывнаго изм$невшя изъ элемен- 
тарнаго треугольника; поэтому казалось бы, что мембрана, натя- 
нутая на элементарный треугольникъ, не можеть при этомъ 
процесс погибнуть. Объяснен1е этому 
затруднен!ю получимъ, если примънимъ. 
принципъ Мёбтуса опред ле- 
н1я знака и къ площадямтъ: а 
именно, площадь надо счи- 
тать положительной или отри- 
цательной, смотря по тому, обходятъ лиеё въ по- 
ложительномъ (противъ движен!я стр%&лки часовъ)} 
или въ отрицательномъ направлен!и. Если кривая, 
пересекая самое себя, ограничиваеть нЪсколько частей поверх- 
ности, то вся ограничиваемая ею пло- 
щаль равна алгебраической сум- 
м площадей отдЪльныхЪъ ча- 
стей. На рисункЪ 60 надо брать раз- 
ность, а на рисункЗ 61 сумму площадей 
обфихъ частей. Конечно, эти опредёле- 
ня предетавляютъ лишь геометрическое 
выражен!е того, что само собой выте- 
каетъ изъ аналитическаго опред$леня 
площади. 25 

Рис. 61. Прим$няя эти результы ВЪ 
частности къ сферическимъ треугольникамъ, найдемъ, ато, ДЪИ- 
ствительно, каждому собственному треуг льникУу 
можно отнести опред$ ленную площадь на сферЪз, 
но только при этомъ при однокр ца м обход 
перифер!1и треугольника одн$ чдвТи этой пло- 
щади приходится обходить въ Абочожитежьнолив 
друг1я же въ отрицательномъ `ваправлен!и, и по- 


Рис. 60. 


305 

этому при подсчетЪ имъ сл$дуетъ приписывать 
различные знаки. ТЪ треугольники, для которыхъ 
имфетъ м$сто дополнительное соотношенте, отли- 
чаются только тъмъ, что они СОсТоятТъ изъ ОДНОЙ 
только мембраны, обфгаемой въ положительномъ 
направлен!и; этимъ именно свойствомъ и объясняется ихъ 
большое значене для цЪлей теори функщй, ради которыхъ я 
ихъ и приводилъ раньше. 

Теперь я хот$лъ бы пояснить эти вещи на одномъ при- 
мфрЪ. Газсмотримъ треугольникъ (БС, изображенный на ри- 
сункф 62 въ стереографической проекщи, при чемъ „1есть болЪе 
удаленная отъ дуги ВС точка перес$ченя большихъ круговъ В.1 
и СЛ; вторая точка пересфчен1я обозначена буквой 1’. Внутрен- 
не углы треугольника ил, ул 
измЪряють вращене стороны /4Б 
до совпаденя съ ВС и стороны 
ВС до совпадешя съ СЛ; оба 
они положительны. Наоборотъ, 
уголъ й4л, на который надо по- 
вернуть сторону С.4, чтобы при- 
вести ее совпадене со стороной 
„АВ, надо, согласно правилу М8- 
б1уса, считать отрицательнымъ; 
положим 4=——1’. Треуголь- 
никъ .1'ВС представляетъ, оче- 
видно, элементарный треуголь- 
никъ съ углами /’л, ил, ул, ко- 
торые всЪз положительны. При Рае 62. 
обходф треугольника АБС въ 
указанномъ направлен!и приходится треугольникъ .4'БС обходить 
въ положительномъ, а сферичесюяй двусторонникъ 4.4’ въ отри- 
пательномъ направлен!и, такъ что за площадь треугольника надо” 
считать, согласно усломямъ Мёб1уса, разность этихъ двух 


с 


<> ы я <> = Ги. 3 
частей сферы. Это распадене треугольной ры и поаожи 
тельную и отрицательную часть можно, пожалуй, сообразно на- 

: . ох 
правлен!ю обхода периферии, представить себЪ наглядно, иринимая, 
что мембрана перекручена въ точкЪ „.4’, такъ что ‚нижний двусто- 


+] А) | <> 

ронникъ оказывается обращеннымъ своей задней ‘отрицательной, 
ах 

`_ 
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стороной кверху. Нетрудно составить и болзе сложные примЗры 
ВЪ томъ же родф. 


Въ заключене я хочу показать на этомъ же примЪрЪ, что 
при этомъ обобщенномъ опредф$лен1и площади 
остается въ сил элементарная формула площа- 
дей сферической тригонометр1и. Какъ извЪетно, пло- 
щаль сферическаго треугольника съ углами йл, ил, эл на сферЪ 
рад1уса 1 разна такъ называемому „сферическому избытку“ 
(1 и--—1)л, поскольку 4, и, >00. Убфдимся же въ томъ, 
что эта формула справедлива и для нашего треугольника .4БС. 
Льйствительно, площадь элементарнаго треугольника .1’БС равна 
(И-и--»^—1) п; изъ нея надо вычесть площадь сферическаго 
двусторонника .4.4’ съ угловымъ отверстемъ Йл, равную 2%’л 
(ибо площадь двусторонника пропорщюовальна его углу, и при угл 
въ 2л она равна поверхности всей сферы, т. е. 4л). Получается 
слфдующая величина поверхности треугольника .4БС: 


(нии иРу— п л= (и —л. 


Аналогично этому, если попробовать натянуть 
мембрану изъ нБсколькихъ кусковъ на собствен- 
ный треугольникъ съ произвольными углами и 
сторонами и затЪфмъ опредЪфлить на основан!и 
правила знаковъ площадь, какъ алгебраическую 
сумму отдфльныхъ частей, то представляется 
вфроятнымъ, что формула (1 и--’— 1)л окажется 
справедливой, при чемт, разум% ется, 1л,... надо 
разсматривать, какъ дЪйствительные углы мем- 
браны, а не какъ ея внфшн1е углы. 


Относяппяся сюда изслЪдования еще, правда, не выполнены, 
но нав$рное не представляютъ очень большихъ трудностей, ия 
считалъ бы весьма желательнымъ, чтобы этимъ вопросомъ зан: ИСЬ. 
Особенно важно было бы выяснить роль несобстве®йыхъ 


С 
треугольниковт.. < 


Г 
На этомъ я оставляю область тригонометрии Я обращаюсь 
ко второму важному приложению теория гонометрическихь функ- 
ЦИ, также относящихся къ области школнаго преподаванля. 
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В. Учен1е о небольшихъ колебан1яхъ, въ особен- 
ности о колебан1яхъ маятника. 


Прежде всего я напомню вамъ вкратцЪ, въ чемъ состоитъ 
тотъ выводъ закона колебан1Й маятника, который мы 
обыкновенно излагаемъ въ университетф, пользуясь исчи- 
слен1емъ безконечно-малыхъ. Предположимъ, что ма- 
ятникъ виситъ на нити, длина которой равна /; обозначимъ черезъ 
ф уголъ, который маятникъ составляетъ съ положентемъ равно- 
вЪея (рис. 63). Такъ какъ на маятникъ дЪйствуетъ сила тяжести 
2, направленная вертикально внизъ, то, согласно основнымъ урав- 
неншямъ механики, мы находимъ, что движеюше маятника опред$- 
ляется слЪдующимъ уравненемъ: 
эт ф (1) 


ВФ вх. РЯ 
4? [ 


Лля небольшихъ колебаний можно съ достаточнымъ приближенемъ 
замфнить $11 ф черезъ ф, что даетъ для такъ называемыхъ безко- 
нечно малыхъ колебан1й маятника такое уравнеше: 
р. (2) 
ЧЁ [ 
Обний интегралъ этого уравнешя 
выражается, какъ известно, посред- 
ствомъ круговыхъ функщй, которыя, 
такимъ образомъ, играютъ здЪеь 
роль, — какъ мы уже указывали, — |. 
именно благодаря ихъ дифферен- 
ц1альнымъ свойствамъ (по- . 
явлен!е тригонометрической вели- 
чины зшф въ уравневши (1) не Рис. 63. 
играетъ здЪсь роли); именно, общий «У 
интегралъ имЪетъ такой видъ: Е ©" 


о 2 с 
ф= 1 зв 5 1—- Б с0з 4 й, $ 
59 


гдф 1, В обозначаютъ произвольныя постоянныя, и 


ИВ. С 
ах 
оС. в, _ У (3) 
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гдЪ постоянная С называется амплитудой, а & фазой коле- 
баня, отсюда получаемъ для времени полнаго колебан1я 


величину т 
= 2п и’ 
# 


Но совершенно иначе, — по сравнешю съ этими простыми 
и ясными разсужденями, которые, конечно, становятся еще на- 
гляднЪе при болЪфе обстоятельномъ изученйи вопроса, — склады- 
вается такъ называемое „элементарное“ из ложенте за- 
кона качан!й маятника, принятое въ школ$. При 
этомъ изложен!и хотятъ совершенно избфгнуть всякаго послФдова- 
тельнаго примфнен!я исчисленая безконечно-малыхъ, между тЪмъ 
какъ физика какъ разъ здесь, въ силу внутренней природы ея 
проблемъ, повелительно требуетъ примненшя методовъ безко- 
нечно-малыхъ; въ результатЪ оказывается, что прибфгаютъ къ по- 
мощи спещальнаго пр1ема, изобрЗтеннаго а@ пос и содержащаго 
идеи анализа безконечно-малыхъ, но Только не называютъ ихъ 
собственнымъ именемъ. РазумФетея, при этомъ получается крайне 
сложное здане, если только отъ него требуется дЪйствительная 
точность; поэтому на ДЪлЪ этотъ прлемъ излагаютъ, большей ча- 
стью, съ такими пропусками, что, соботвенно говоря, врядъ ли 
можно говорить о Доказательств закона колебашй ма- 
ятника. Такимъ образомъ получается такое курьезное явле- 
не: одинъ и тотъ же учитель на одномъ урокз -- математики — 
наиболЪе требовательно относится къ логической строгости дока- 
зательствъ, которой, по его мнфн!ю, унаслЪдованному отъ традишй 
ХУШ-го вЪка, не удовлетворяетъ исчислене безконечно-малыхъ, 
а на слЪдующемъ урокф —- физики — прибЪгаетъ къ крайне сомни- 
тельнымъ заключенямъ и къ самому смЗлому примЗненю безко- 
нечно-малыхъ. 

Разрфшите мнф для лучшаго уяснеюя изложить въ нЪскот в 
кихъ словахъ ходъ мыслей въ этомъ элементарном в. ы- 
вод$ закона колебан1й маятника, который. (ХБИстви- 
тельно примЗняется въ учебникахъ и въ школЪ. Въ, ‚ЭТОМ дока- 
зательствЪ исходятъ изъ коническаго маят. нае такъ на- 
зываютъ пространственный маятникъ, который \6ъ равномЪрной 
скоростью © описываетъь окружность вокруе> ЗЗертикальной оси, 
такъ что нить маятника описываетъ при’ этомъ поверхность 
круглаго конуса (рис. 64). Такое движене въ механикЪ назы- 
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ваютъ правильной прецесстей. Возможность такого движеня 
въ школ$ считаютъ, конечно, установленной опытомъ, и задаются 
лишь вопросомъ о томъ, камя соотношен1я им ютъ м% сто 
между скоростью 2 и постояннымъ отклонен1емъ 
маятника отъ вертикали ф==а (т. е. угломъ, измфряю- 
щимъ отверсте конуса, описываемаго нитью). Начинаютъ съ 
того, что находятъ для ращуса круга, описываемаго маятникомъ, 
величину 7 = /.зш а, гдЪ вмЪето зш а можно вставить а, если пред- 
положить, что уголъ @ достаточно малъ. ЗатЬмъ говорятъ о цен- 
троб$ жной сил и выводятъ формулу, согласно которой наша 
точка, описывающая окружность со скоростью 7, развиваетъ 
центробЪфжную силу, равную 


42 22 


Хх 1.8 
Чтобы движене не нарушилось, 
ее должна уравновзшивать равная 
по величин сила, направленная 
къ центру окружности, — такъ 
называемая центростреми- 
тельная сила. Но посл$дней 
является слагающая силы тя- 
жести, расположенная въ плос- 
кости окружности и равная с’. бо" С, 
что при достаточно маломъ а 
можно положить равнымъ ©’. а. 
Такимъь  образомъ,  получаемъ 
искомое соотношен!е въ слфдующемъ видЪ: 


4)? 
ыы А 
или о=аТр.1. АУ 


с ©5° 


Отсюда находимъ, что время одного колебаня маятника [сть е. 


. бу <. 
то время, въ течеше котораго мяятникъ описываетъ Полную 
окружность 27 =- 21а, равно У 
„< лай Г. \ 
[`== БЕ 2л Е > ` о 
о 2 355 
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другими словами, коническ!й маятникъ совершаетъ 
—въ случаЪ достаточно малыхъ отклонений а-— 
правильную прецесс!1ю съ опредф$леннымъ пер1- 
одомъ, величина котораго не зависить отъ а. 


Если мы хотимъ подвергнуть критикЪ уже эту часть вы- 
вода, то, прежде всего, зам$ну эта и а черезъь а мы можемъ 
признать допустимой; таковую зам$ну мы сами совершали въ 
нашемъ точномъ выводЪ (стр. 308); дЪйствительно, благодаря ей 
получается переходъ отъ „конечныхЪъ“ колебаний къ 
„безконечно-малымъ“ колебан1ямъ. Въ противополож- 
ность этому, формула центробфжной силы можетъ быть получена 
„элементарнымъ путемъ“ только цфной различныхъ неточностей, 
которыя находятъ свое истинное обосноване лишь въ дифдферен- 
цальномъ исчислении. А именно, уже опред лен1е центро- 
о$жной силы нуждается въ сущности даже въ поняти вто- 
рой производной, такъ что при элементарномъ вывод при- 
холится исказить и послЪЗднее. Вел$детвле этого возникаютъ — 
за невозможностью ясно выразить то, о чемъ идетъ рЪчь — огром- 
ныя затрудненя для пониман1я, которыя при примфнен!и диффе- 
ренщальнаго исчислен1я совершенно не имфли бы м%ста. МнЪ 
не приходится входить здЪсь въ детали, тфмъ болфе, что я могу 
указать вамъ на очень легко написанныя программныя статьи 
покойнаго директора реальной гимназии въ ГюстровЪ (<зго\) 
Зегера (Н. Ъеесет)*), въ которыхъ между прочимъ подвергнуты 
подробной критикВ, соотвЪтствующей нашей точкЪ зрЪвя, раз- 
личные выводы формулы центробЪжной силы. 


Но на этомъ еще далеко не кончается выводъ за- 
кона колебан1й маятника. Мы показали только во3з- 
можность равном$ рнаго движен!я по кругу, которое 
на языкЪ аналитической механики изображается нижеслфдующими 


ху 


*) Оефег @1е ЗеПШипо 4ез Шезееп Веахутпазции$ #1 еще”, Во- 
зе Па$$е @ег 1е474еи ВегИпег ЗепиеотЁегепи. Сизбгом 1891.. ‚_В@мИрговт. 
№ 649. Оефег @е ЗМеНапх 4ез в1езсеп Вемхутпазцит$ 2х ‘Фет Егазз 
4ез ргелз1зсВеп Ощегые шин &егцииз$ уопй 1892 (1893, (653). Вешег- 
Кипоел Ифег АБотепиипо ип@ Уегуегбаля 4ез киа Ш еп Нетепт- 
$еп ег шИпЦезпиагесвпиия (1894, № 658). ©° 
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уравненями, если возьмемъ оси ху въ плоскости этого круга 
(т. е., при нашихъ упрощеняхъ, въ плоскости касательной къ 


сферЪ) (рис. 65): 


РЕ “(и 

1.4.5 И 0) 
м (+) 
| ЕЕ ИЕ (1(— В) 

Но мы желаемъ получить АЧ 


плоск!1я качан1я маят- 

ника, другими словами, тя- 

желая точка маятника должна 

двигаться по нашей плоскости 

ху вдоль одной прямой — осих; ны 
„ чтобы при отклоневми к 


% 
ет получилось вЪрное ура- 


внене (3), его уравнеше дви- 
жешя должно иИмМФтТьЬ такой 
ВИДЪ: Рис. 65. 


С. би, =0, (5) 


Итакъ, намъ надо отъ уравнешй (4) придти къ уравненю (5), 
при чемь мы не должны пользоваться дифферен- 
ц1альными уравнен!ями динамики. Этого достигаютъ, 
вводя принципЪ наложен!я небольшихъ колебан!й, 
согласно которому, если возможны двадвижен!я м, у и 
х, у, То возможно и движен!е х--л,, у У:. А именно, 


мы можемъ комбинировать лЪвовращательное! движене маят- 
ника, выражаемое уравненшями (4), съ правовращательнымь >, и- 


жешемъ, опредфляемымъ такими уравненями: СУ 
у 
© 
— т ® > 
0" | д 
ыыы > г ЕЕ 1 7 
д. == 003 т (1--1), у= —{азт я@—№. 
< 
к № 
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С 
Въ результат, если взять а == 5, ТО движен!е ху у, 


въ дДЪйствительности представляетъ то колебатальное движене 
маятника, выражаемое уравненями (5), которое мы хот$ли 
вывести. 

При критикЪ этихъ разсужденй прежде всего возникаетъ, 
конечно, вопросъ о томъ, какимъ образомъ можно обосновать 
или, по крайней мЪрЪ, сдБлать правдоподобнымъ, не пользуясь 
дифференц1альнымъ счислен1емъ, принципъ на- 
ложен1я колебан!й. Но, главнымъ образомъ, при всЪхЪ такихъ 
элементарныхъ премахъ изложеня всегда возникаетъ вопросъ о 
томъ, не могутъ ли таюкя послЪдовательно допускаемыя неточности 
привести въ результатЪ къ зам$тной ошибЕЗ, хотя бы въ отд%ль- 
ности эти неточности и были допустимы. Подробнфе останавли- 
ваться на этомъ мнЪ не приходится, такъ какъ эти вопросы 
столь элементарны, что всяюй изъ васъ можетъ самостоятельно 
продумать ихъ до конца, разъ ваше внимане на нихъ обращено. 
Я же хотвлъ бы еще разъ отмЪтить, что здЪесь рЪчь идеть о 
слфлующемъь центральномъ пунктЪ проблемы препо- 
даван1я: съ одной стороны, здВсь ясно выступаетьъ потреб- 
ность принимать во вниман1е счислен1е безко- 
нечно - малыхъ, а съ другой стороны, обнаруживается необ- 
ходимость введен!1я гон1ометрическихъ функций 
въ общемъ вид, независимо отъ ихъ спец1аль- 
наго примфнен1я къ геометр1и треугольника. 

Теперь я перейду къ послзднему изъ тЪхЪъ прим$- 
нен1й гон1ометрическихъ функц!й, о которыхъ я 
имЗлъ въ виду говорить. 


С. Изображен!е пер1одическихъ функц1й посред- 
ствомъ рядовъ изъ гон1ометрическихъ функц, 
(тригонометрическ1е ряды). ^ 


Е 
Какъ извЪстно, въ астрономи и въ математической ‘физик® 
во множеств случаевъ приходится разсматривать и и’ вычислять 
пер1одическя функщи, и вотъ здЪсь то упомянутев., Въ заглави 
изображене и представляетъ самое главное и осо прим$- 
няемое средство изслфдовавия. $ 


К хо 
Я 
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Представимъ себЪ, ради большаго удобства, что единица мЪры 
выбрана такъ, что пер1одъ данной пер1одической функщи у = /(л) 
равень 2л (рис. 66). Вопросъ заключается въ томъ, нельзя 
ли такую функц!ю 7(х) приближенно изобразить 
посредствомъ аггрегата косинусовъ и синусовъ 
цф лочисленныхъ кратныхъ 2л, вплоть до первой, 
второй, ..., вообще 2-ой кратности, въ соединен1и 
съ подходяще выбранными постоянными множи- 
телями; другими словами, нельзя ли замфнить /(^) съ доста- 
точно малой ошибкой выраженемъ такого вида: 


5.) =<а а, 0$ х-- а, с0з2х-...-- а» с0$ их 


о, зшл- б зт 2х... 6, зш их. 


(1) 


Рис. 66. 


Въ постоянный членъ вводятъ множитель !/, съ тЪмъ, чтобы 
приводимое ниже выраженте для коэффищентовь было дЪйетви- 
тельно вполн® общимъ. 

Прежде всего, я долженъ снова пожаловаться на изложенте, 
принятое въ учебникахъ. А именно, вмЪето того, чтобы по- 
ставить на первый планъ только что указанную элементарную 
проблему, авторы учебниковъ считаютъ единственнымъ заслу- 
живающимь внимая примыкающий сюда теоретическй вопросъ 
о томъ, нельзя ли изобразить /(х) жочно посред- 


С 
СТвВОМЪ безконечнаго ряда; такъ смотритъ на НЫ 


даже Шефферсъ (ЗепеЁегз), который, какъ я недавно говори: 


отлично понимаетъ духъ элементарнаго изложеня. овал 
исключен1е представляетьъ Рунге (Вапое) въ своей” книгЬ 


„Геор1я и практика рядовъ“ *). — Но сама ий такая 


*) „ГВеоте ипа Ргах!з ег Вешеп“. Баши ап зева ег 32, Цер- 


о, 1904. и У 
< 


и. 
У 
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постановка вопроса для практическихъ цфлей совер- 
шенно лишена интереса, ибо на практикЪ можно сумми- 
ровать только конечное и то только не слишкомъ большое число 
членовъ; рзшен1е указаннаго теоретическаго вопроса совершенно 
не позволяетъ само по себЪ судить о практической пригодности 
ряда: дЪйствительно, изъ сходимости ряда никоимъ образомъ 
нельзя заключать, что его первые члены выражаютъь сумму 
ряда хотя бы съ самымъ грубымъ приближенемъ; точно такъ же, 
какъ и, обратно, несколько первыхъ членовьъ расходящагося 
ряда могуть быть весьма пригодными для практическаго выра- 
женя функщи. Я нахожу нужнымъ особенно подчеркнуть это, 
такъ какъ тотъ, кто знакомъ только съ такимъ обычнымъ изло- 
женемъ и затёмъ, продфлывая физическй ргасИсши (общий куреь 
измЪрительныхъ опытовъ по физик), хочетъ на дЪлЪ примЪнить 
конечные тригонометрическ!е ряды, обыкновенно вводитъ самъ 
себя въ заблуждене такими ложными заключенями. 

Еще поразительнфе покажется это обычное пренебрежене 
конечными тригонометрическими рядами, если вепомнимъ, что 
ихЪ уже съ давнихъ поръ подвергали самостоятельному изученю. 
Основы этого изученя далт, астрономъ Бессель еще въ 
1815 году. Подробности относительно истори и литературы этихъ 
вопросовъ вы найдете въ стать Буркхардта (Виг’КВага6) о „три- 
гонометрической интерполяции“ въ „ЕпсуК|. 4. МаёВет. 
М15зепзей.“ П А 9, рах. 642 И. Впрочемъ, т формулы, о кото- 
рыхъ здфсь идетъ р$чь, въ сущности совпадають съ тфми, кото- 
рыя ветрЗчаются при обычныхъ доказательствахъ сходимости; но 
только т идеи, которыя мы съ ними соединяемъ, прюбрётаютъ 
здЗсь иную окраску и облегчаютъ практическое пользоване 
этими вещами. 

Теперь я перейду кь ближайшему раземотр $ н!ю 

нашей темы и начну съ вопроса о наиболЪ$е цзлес $0 
образномъ опред$лен1и коэффицтентовъ а, 6 ири 
данномъ числ$ членовт 12. Для этой цзли уже Бобеель 
выработалъ одну идею, примыкающую къ методу НЗиМоНьШихЪ 
квадратовъ. ПогрЪшность, которую мы совершаемъ, дамбняя 7 (х) 
ВЪ точкЗ х суммой Зи 1 ВИтООрЕЕ о функций — 0о- 
значимь ее  черезь 5 (^х)-— равна /(л) — (2);  мЪрой 


пригодности изображен!я функц Эд во всемъ 
^\СУ 
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промежутк 0=х-=2л, составляющемъ одинъ пе- 
р1одъ, можетъ служить сумма квадратовъ во$хъ 
ошибокъ, т. е. интегралъ: 


2х 2 


= | (=) — 5» (м) ] ах. 


Наиболфе цфлесообразное приближевше значешй функщи /(х) 
доставить, слЪдовательно, та сумма 5 (х), для которой этотъ 
интегралъ / получаеть наименьшее значене; на основан!и этого 
требованя Бессель опредфлилъ значеня всфхъ 2и--1 коэд- 
фищентовъ @%, @1,... @и, 6, 6.,... би. Въ самомъ дЪлз, не- 
обходимныя услов!я минимума /, какъь функши нашихъ 
2и—-1 величинъ, выражаются такими уравненями: 


Е, 1 
да, да, да, в 
| о: г ре 
ее 


Такь какъ / представляеть собой квадратичную, суще- 
ственно положительную функц!ю перем$нныхъ а%,... би, 
то нетрудно видЪть, что т$ значен1я этихъ перем нныхъ, 
которыя получаются изъ уравнен!й (2), доставляютъ для / дЪй- 
ствительный минимумъ. 

Если выполнить дифференцирован!е подъ знакомъ интеграла, 
то уравненя (2) примутъ такой видъ: 


2 


Г (19—59) ) ах == 


0 


Г(Е@®-—5, (х) )созх 4х =0... .] (7—5, (х) )соз как 
т вы „® 
Г(Ге--5 (х))шл 4х ==0.. < 5, (х) ) чшя .а *—0 

| < 


Но интегралы отъ произведений .5 (х) на косинус$) °или синусъ 
$ 
^% 


У 
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можно значительно упростить. ДЪФйствительно, при + =0, 1,...й 


находимъ: 
Эт 


Л 5: (2) 6089. ах —= 


2л 2л 


—=—— " с037х.Чх-- а, Г с0зх.с05их.Ах-...-Рав [Г созих. с03л.Чх 
0 


0 
2п 


Ганс 219 этих. созих. ах. 
0 0 
Согласно изв®стнымъ свойствамъ интеграловъ гон1ометрическихъ 
функщйЙ всЪ члены справа равны нулю, кромз члена съ инде- 
ксомъ 9, содержащаго косинусъ, который имзетъ, какъ извЪстно, 
простое значене а,л; такимъ образомъ: 


2л 


5) бовюх 4х = д. (+ =. № м) 
0 


Эта формула справедлива и при у==0 благодаря тому, что мы 
] Ы ° = 
присоединили множитель > БЪ коэффищенту а,. Такимъ же обра- 


зомъ находимъ далЪе, что 
2п 


Г.» (х) .зтух . Чу = 6,.п (2 == в, ®;.-.м). 
0 


Эти простыя соотношен1я показываютъ, что каждое изъ уравне- 
вй (2!) содержитъ только одно изъ 2и--1 неизвфетныхъ; по- 
этому мы можемъ сразу написать значеня этихъ неизвЪстныхЪъ: 


2х 

а, = Гао совке (в ==; 1..8 
“аа (3) 

| Е (=, :..%). 

( й «5 
Во всемъ дальнфйшемъ мы будемъ считать, что козффищенты 
5„(^) имЪютъ эти именно значевшя; тогда / дБйствительно по- 
лучить свое наименьшее значене, именно равное $ 
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Весьма важно отмфтить то обстоятельство, что получен- 
ныя такимъ образомъ значен1я коэффицентовъ 
совершенно не зависятъ отъ общаго числа чле- 
новъ ряда и; даже боле того, коэффицтентъ, ири- 
надлежащтй члену с037х или зшух, сохраняетъ одно 
и то же значен1е независимо отъ того, прим}- 
няютъ ли для приближеннаго вычислен1я функц!и 
7(х) по тому же самому принципу одинъ только 
этотъ членъ или же въ соединен1и съ любыми 
другими членами. Если бы, напримЪръ, мы захотЪли воз- 
можно ближе подойти къ значемямъ функши /(х) съ помощью 
одного только члена съ косинусомъ: а,созух, такъ что должно 
было бы 


= р 

(Ге — а, 608 9х ) Ах = шшпи.., 

0 
то и въ такомъ случаЪ мы получили бы для а, какъ разъ напи- 
санное выше значение. Благодаря этому указанный методъ при- 
ближен1я оказывается особенно удобнымъ на практик$. Нели бы 
мы пожелали, наприм$ръ, приближенно изобразить функцю, ходъ 
измънешя которой похожъ на ходъ измфнен!й синуса, съ помощью 
одного только кратнаго зш л и затфмъ увидфли бы, что это при- 
ближене не достаточно точно, то мы могли бы присоединить еще 
въ видЪ слагаемыхъ сколько угодно членовъ, — и все на основа- 
ши того же принципа наименьшей суммы квадратовъ ошибокъ, — 
не измфняя величины уже найденнаго перваго члена. 

Теперь мнЪ предстоитъ показать вамъ, насколько 
суммы 5 (^), опред$ленныя указаннымъ образомтъ, 
приближаются въ отд$льныхъ случаяхъ къ дан- 
ной функц!и /(^). Но мн$ представляется весьма цфлесо- 
образнымъ предпослать такому изсл5довашю естественнон а. < 
учный экспериментальный методъ, а именно построив 
для нъеколькихъ конкретныхъ случаевъ правильное графическое 
изображен1е приближенныхъ кривыхъ 5, (%)> Это 
даетъ живое представлене о сути д$ла и вызываетъ даже у людей, 
не имфющихъ спешальной склонности къ математи В, интересъ 
и потребность въ математическомь дОфазвовании. 

Я покажу вамъ въ оригиналз и на экран” иЪкоторые изъ 
такихъ чертежей, изготовленнныхъ г. Ши ммакомъЪ, моимъ 
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бывшимЪъ ассистентомъ, для лекшй, читанныхъ мною въ зимнему 
семестрЪ 1903/04 года, въ которыхъ я подробно говорилъ объ 
этихъ вещахъ. 

1) Наибол$е простыя функщи, для которыхъ вообще имзютъ 
смыслъ наши интегралы, служащие для опред$лешя коэффи- 
центовъ, мы получимъ, составляя кривыя изъ прямоли- 
нейныхъ отр%$зковЪъ. Пусть, наприм$ръ, кривая у = {(х) 


Л 2 
идетъ отъ 0 до 5 По прямой подъ угломъ въ 45° кверху, зат мъ 


ВЕ 
2 
и, наконецъ, снова Подъ угломъ въ 45° поднимается вверхъ до 


ПОДЪ ТакимъЪ же угломъ спускается внизъ До абециссы Хх — 


Рис. 67. 


точки х=2л; далЪе функщя ловторяетъ этотъ пертодъ (0, 2л). 
(рис. 67). Если станемъ вычислять соотв тетвующие коэффищенты, 
то увидимъ, что ве а, =0 такъ какъ /(х) продставляетъ не- 
четную функщю и велфдетв!е этого остаются только члены съ 
синусами; получается такой рядъ: 


э% ээх 95 
59-3“ а С - тм #8 
На рисункЪ 67 представленъ ходъ кривыхъ, Узор 
ющихъ сумму одного и двухъ первыхъ членовъ. ОнЪ Е. о ть 
все ближе и ближе къ данной кривой у==/(х), при чем @йсло 
точекъ перес$чен1я ихъ съ этой кривой постоянно возр таетъ. 
Особенно замЪчательно то, какъ эти приближенныя `кривыя все 
больше и больше вдвигаются въ углы, образуе ще У ривой Г (х) 


Л 
вЪ точкахъ съ абециссами 2 И? жожя с онф, какъ ана- 


Л 
СХ 
литичесмя функции, не могутъ образовывать ›угловт. 
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2) Пусть кривая }(х) оть 0 до х=л подымается вверхъ 
подъ угломъ въ 45° по прямой лини, затЪмъ дфлаетъ внезапный 
скачекъь внизъ До значешя — м и потомъ снова подымается 
вверхъ подъ угломъ въ 45° до х=3л; такимъ образомъ, кривая 
состоитъ изъ ряда параллельныхъ прямолинейныхъ отрЪзковъ, 
проходящихъ черезъ точки х==0, 2л, 4л,... оси х (рис. 68). 
Вставляя въ м$етахъ разрыва по вертикальному отрЪзку, соеди- 
няющему оба конца наклонныхъ отр$зковъ, мы изобразимъ нашу 
разрывную функцю посредствомъ непрерывной ливши, напоми- 


Рис. 68. 


нающей тз штрихи, которые вс вы дфлали въ началЪ обученя 
письму. Это опять нечетная функщя, такъ что всЪз члены съ 
косинусами выпадаютъ, и разложеюте въ рядъ имЪетъ такой 
ВИДЪ: 


. ы А м 
шх _ вм Ш т чш 4х | У 


5 (х) — 1 4 `` ©Э° 

9 
На рисункз 68 изображены суммы первыхъ двухъ, трехъ» бы. 
рехъ членовъ; и въ данномъ случа особенно замча е но ТО, 
что онЪ какъ бы стремятся подражать разрывамъ функ р (х), 
проходя, напримЪръ, черезъ нулевое значеше ‚при д = 866 
болЪе крутымъ падешемъ. <” 
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3) Въ качеств$ послБдняго примЪра возьмемъ кривую, ко- 


л л л Зл 
торая для = равна 5? ДлЯ 5 == > равна О и для 
ЗП 


— 


п р : 
5’ а Дальше перлодически принимаетъ тая 


же значеня. Вставляя, какъ и раньше, вертикальныд отрфзки въ 
мфстахь разрыва, мы получимъ крючкообразную линю. И въ 
данномъ случаЪ только члены съ синусами отличны отъ нуля, 
ибо функшя нечетная, а именно: 


9 — И ры шах 


5 (д) = зшх-Р: 0 Е 


о 31 ны У Е зш 9х 


о +.. 


—- 


ЭдЪфеь законъ коэффищентовъ не столь простой, какъ въ преды- 
дущихъ случаяхъ, и соотвЪтственно этому переходъ отъ одной 
приближенной кривой къ другой (на рис. 69 изображены кривыя 
для суммъ изъ 3, 5 и 6 членовъ) не такъ ясенъ, какъ въ преж- 
нихъ прим$рахъ. 

Перейдемъ теперь къ вопросу о томъ, какъ велика вообще 
та ошибка при опредфленномъ значен!и ^х, которую 
мы совершаемъ, замфняя /(^х) суммой 5„(х); до сихъ поръ мы 
интересовались только интегралом этой ошибки, взятымъ 
по всему интервалу. Теперь, для отлищя отъ абециссы х, которую 
мы считаемъ постоянной, будетъ обозначать перем$нную интегриро- 
ван!я въ интегралахъ, входящих въ выражеюмя коэффищшентовъ 
а,, Р, (3), черезъ & Тогда наша конечная сумма (1) приметъ 
такой видъ: 


52) —= - } АЕ. Р(&). # 1--с03х 0$ &--с052х6082&-.. > 
0 


зшхчт &Руш? хто &-.. Ще 


© 
или же, соединяя каждыя два слагаемыя, стоящя ох подъ дру- 


ГИМЪ, ВЪ ОДИНЪ ЧЛенЪ: 
$ 


$. == Г Е.Л сов -еона (ео обви (9 


м: 
Хя 
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Рядъ, стоящй въ скобкахъ, нетрудно суммировать; удобнЪе. 
всего, пожалуй, сдфлать это, переходя къ комплексной показательной 
функщи. Въ результат, — въ детали я не могу зд$еь входить, — 
получается слфздующее выражене, — если воспользоваться тёмъ 
обстоятельствомъ, что въ силу перюдичности подъинтегральной 
функщи, за предБлы интегрировавя можно принять — м и--л: 


|+ л 


1 
2п 


в) = 


Рис. 69. 


Чтобы получить представление о величинЪ этого интеграла, 
построимъ сперва кривыя: 

м ЩЕ 1. а 1 „зо 6 

— 2п3ш1(6—л) 

для промежутка х— пл & = х-—л оси &; онЪ, очевидно, похожи „А 
на вЪтви гиперболы. Между этими вЪтвями совершаетъ колебаня“» 


кривая = 
т Ро (Е—^) к та 
1 2 7 © 


Ви .. 
о а ес —. Е ое 
2п 311 (&—х) >, 


д 


© 
и именно тфмъ чаще, чБмъ больше 2. Для 5 = «она принимаетъ, 
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значен!е, растущее одновременно съ и, равное 7) а Если 


-л 
положить ради простоты }(&) = 1, то 5, (^) = р 7.4& представить 


—л 
площадь, ограниченную кривой 7 и осью & (на рис. 70 заштри- 
хованная часть). Но обладая хотя бы въ н$которой степени чув- 
ствомъ непрерывности, легко убЪдиться въ томъ, что при до- 
статочно большомъ значен!и я какъ справа, такъ 
и слфва площади, соотвфтствующ1я отдЬльнымъ 
колебан1ямъ, которыя поперем$нно положительны 
и отрицательны, должны другъ друга компенси- 
ровать, такъ что остается только площадь очень 
высокаго и узкаго средняго куска; послёдай же, 
какъ нетрудно видЪть, при возраставн1и и переходить какъ разъ 
въ значени /(х) =1. Совершенно такъ же въ общемъ обстоитъ 
дфло, когда /(^х) представляеть любую не слишкомъ разрывную 
функцию, но непрем$нно непрерывную при Хх = 6. 

Такля же точно соображенмя, выраженныя въ болЪе строгой 
форм, лежатъ въ основан1и доказательства Дирихле (0111сШеф) 
сходимости безконечныхъ тригонометрическихъ рядовъ. Это дока- 
зательство Дирихле впервые опубликовалъ въ 4-мъ томъ 
журнала Крелля (СгеПез Фоигпа!) въ 1829 году“). ПозднЪе онъ 
далъ (1837) популярное изложене въ Верегюгииа 4ег Рпузщв уоп 
Поуе ипа Мозег. Въ настоящее время это доказательство приво- 
цится въ большинствЪ учебниковъ, такъ что мнЪ не приходится 
здфсь на немъ останавливаться. Я долженъ лишь назвать 
т$ услов!я, которымъ должна удовлетворять 
функц!я /(^х), чтобы ее можно было представить 
въ вид$ безконечнаго тригонометрическаго ряда. 
Предположимъ снова, что функшя /(х) дана въ м 
О—=х-—2л и затЪмъ продолжается пер1одически. Дирихл 
дфлаетъ слВдуюцщия допущеня, называемая теперь просто и 0 
в1ями Дирихле: к. 

а) функц1я / (х) непрерывна цфлыми отр зками, 
т. е. въ промежутк® (0, 2л) функщя дфлаетъ только конечное 
число скачковъ. $ 

*) „Оерег @е БагэеПавях хапи ШК Невет) ь т ЧагсВ 


Э1шиз-ипа СозтизтеШепт“. Перепечатано въ собраны сочиненй: \’егКе, 
Ва. 1, рас. 133 — 160 и въ изданш Озбуа] 9$ Казз ет, № 116 (Геарих 1900). 


_828_ 


Ъ) функция /(^х) монотонна цзлыми отр$зками, 
т. е. весь промежутокъ (0, 2л) можно разбить на конечное число 
такихъ болЪе мелкихъ интерваловъ, что въ каждомъ изъ нихъ /(х) 
либо не возрастаетъ, либо не убываетъ — другими словами, /(хХ) 
обладаетъ лишь конечнымъ числомъ шах!1таи ш1- 
п1 ма. Поэтому приходится исключить таюмя, наприм$ръ, функщи, 


5. И а 
какъ 5ш —, Для которои въ окрестности точки х — О скопляется 
д: 


безконечное число ехфгема. 
При соблюден1и этихъ условий, какъ показывает 


Дирихле, безконечный рядъ точно представляетъ 


8 \№ 
В ЗА 
ТЕ РЕН! 
9 |9} 
\ 
\ 
Рис. 10. 


значен1е функц!и /(х) во вс$хъ точкахъ Хх, въ ко- 
«5 


торыхъ послЪдняя непрерывна: | 
вара) = 7 (%). 27 
п = со ет 
СУ 


у 
Но далфе Дирихле показываетъ, что и въ ТоЧк: &аЪ раз- 
рыва рядъ этотъ сходится, а именно сумма его 
при этихъ значен1яхъ х равна ариомотическому 
среднему т%хъ значентй, которых Иринимаеть 


и 
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[(^), если приближаться справа и слЪва кЪ ТОЧЕЗ 
разрыва; или, какъ принято писать: 


Ни 5+ (#) = Евы 


22 = со 2 


На рисунк$ 71 отм$чены такя точки разрыва и тЪ значевя, о 
которыхъ идетъ рЪчь. 


Упомянутыя условя Дирихле, налагаемыя на функщю 
1 (<), только достаточны, но ни въ коемъ случаъ 
не являются необходимыми для того, чтобы /(х) была 
представлена рядомъ .5 (х). Но, съ другой стороны, не достаточно 
предполагать только непрерывность /(^); можно по- 
строить непрерывныя функщи, у которыхъ безчисленное множе- 
ство колебанй столь сильно сгущено, что рядъ .5 (х) расходится. 


Посл$ этихъ — скор$е теоретическихъ — замвчаюй я хочу 
сказать нЪеколько словъ о практической сторон$ триго- 
нометрическихъ рядовъ. БолЪе подробный разборъ относя- 
щихся сюда вопросовъ вы найдете въ отм$ченной уже выше книгъ 
Рунге. Въ ней вы найдете обстоятельное изслфдоване вопроса 
о вычислен1и коэффиц1ентовъ ряда въ числахъ, 
т. е. вопросъ о томъ, какъ можно наиболЪе быстро вычислить 
для данной функцщи интегралы, входяцие въ выраженя для а, и 6. 


Построены также спещальные механичесме аппа- 
раты для вычислен!я этихъ коэффиц1ентовъ, такъ 
называемые гармоническ1е анализаторы. это назване 
объясняется т$мъ значен1емъ, какое, какъ извЪетно, имЪетъ раз- 
ложене данной функщи у = /(х) въ тригонометрическй рядъ въ 
акустик$; оно въ точности соотвзтетвуеть разложен1ю 
любого тона у=/(х) (ГД х означаетъ время, а у амплитуду 
колебаний, соотв$тствующаго данному тону) на „чистые тона“, 
т. е. на чистыя косинусоидальныя и синусоидальныя колебайй. 
Въ нашемъ собрани моделей и приборовъ имЪется анализатор, 
построенный Коради (Согаа1) въ Цюрих%; онъ позводяеть. опре- 
дфлить коэффишенты первыхъ 6 членовъ съ синусами. иб членовЪ 
съ косинусами (у=1,...6), такъ что въ общем „веть 12 коэд- 


а 
фишентовъ. Коэффищенть т приходится ВычиОтИтЬ отдЗльно по- 
55 —- 
С 
__ 
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средствомъ планиметра. Майкельсонъ (М1сЪе]з0п) въ Чикаго 
и Стрэттонъ (5бтаоп) построили аппаратъ, позволяющ!й вы- 
числить даже 160 коэффищентовъ (у =1, 2,...80); вы найдете 
его описане въ книг$ Рунге. Этотъь аппаратъ позволяетъ и, 
обратно, суммировать данный тригонометричесюй рядъ изъ 160 
членовъ, — другими словами, по даннымъ коэффишентамъ возста- 
новить самую функц /(х); конечно, эта задача тоже имФетъ 
громадное практическое значене. 

Аппаратьъ Майкельсона-Стрэттона впервые обра- 
тиль внимане на одно интересное явлене, собственно говоря 
совершенно элементарнаго характера; приходится удивляться 
тому, что до т%хъ поръ оно оставалось незамЪченнымъ. Впервые 
заговорилъ о немъ Гиббсъ (4105$) въ 1899 году на страницахъ 
журнала „Мафбиге“ *), и поэтому его и называютъ явлен1емъ 


$(-0) 


Али, 5) 


$ (35140) 


о 5Я т х 
Рие. 71. 


Гиббса. Позвольте мнЪ сказать о немъ н®сколько словъ. По тео- 
ремф Дирихле значеше безконечнаго тригонометрическаго ряда 


ли о-—1@— 0). 
Е 


при опред$ ленномъ значении х равно 


такъ, во второмъ изъ нашихъ примфровъ, — чтобы имфть въ виду 
конкретный случай, — сумма ряда, въ этомъ смысл$ слова, пред- 
ставляетъ функц, изображенную на рисункЪ 72, съ изолироваи- >> 
ными точками для Х==л, элп,... © 
Но раньше мы смотр%ли на тригонометрическое приближе- 
не иначе, чёмъ Дирихле, который оставляетъ величину х 
постоянной и заставляетъь и расти до безконечности,”М ы, на- 


2 ро 
\у 


© \ 


*) Ва. 59 (1898), рах. 200 или въ ваепийс рареге П (№ем ок, 
1906), рах. 258. р 3» $ 
__ 


__ 
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противтъ, оставляли значен1е и постояннымъ и 
разсматривали .5„(х) при перем нномъ л и, такимъ 
образомъ строили послфдовательныя приближенныя кривыя 5, (%) 
5. (х), 5.0),.... Вопросъ заключается въ сл дую- 
щемъ: что станетъ съ этими кривыми, если и бу- 
детъ возрастать до безконечности? Или, выражаясь 
ариеметически: вокругъ какихъ значений сгущаются 
значен!я .5,„(^), когда и при перем$ нномъ х стре- 
мится къ безконечности? Ясно, что теперь предфльная 
функшя не содержитъ боле изолированныхъ точекъ, 
какъ прежде, т. е у Дирихле; напротивъ мы должны полу- 
чить сплошную лин1ю. На первый взглядъ представляется 
вфроятнымъ, что эта кривая будетъ состоять какъ разъ изъ не- 
прерывныхъ вЪтвей кривой у —= {(х) и изъ вертикальныхъ отр%з- 
ковъ, соединяющихъ знаменя /(х--0) и /(х— 0) въ м5етахъ 


Рис. 72. Рис. 13. 


разрыва; въ упомянутомъ примфрЪз это была бы лиюя, напоми- 
нающая н$мецкую букву м (рис. 68). На самомъ же дфлЪ оказы- 
вается что вертикальный отр$зокъ пр ен < 
кривой всегда н%-сколько выходитъ кверху и кн изу 
за предёлы значентй /(х-- 0) и Г(х— 0) на конечюую 
длину, такъ что эта кривая имфетъ зам чательный виды пред- 
ставленный на рисунк® 72. Эти добавочные хвостиди” `впервые 
были зам$чены у кривыхъ, построенныхъ аппарат ММ айкель- 
сона, такъ что они обнаружены именно экс си \ер именталь- 


нымъ путемъ. ВначалЪ ихъ, конечно, прицибывали несовершен- 
\5 
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ству аппарата, пока Гиббсъ не выяснилъ необходимость 
ихъ появленя. Если черезъ /) обозначить величину скачка 
(| 7(х-- 0) —7(х—0)|), то, какъ показаль Гиббсъ, удли- 
ненте должно равняться. 


О паса 
ао ГЕ 4 дозвр 09. 


Что касается обоснован1я такого утверждеюя, то достаточно дать 
его для одной какой-нибудь разрывной функщи, напримЪръ, для 
функции, которой мы воспользовались въ качествз примЪра, — 
такъ какъ всф друпя функши съ такимъ же скачкомъ должны 
получиться изъ нея посредствомъ прибавленя соотв$тственныхъ 
непрерывныхъ функций. А для этого случая доказательство не 
особенно трудно, а именно оно получается изъ разсмотр$ая ин- 
тегральной формулы для 5» (^) (стр. 321). Съ другой стороны, 
можно вполнф отчетливо прослфдить по наброску приближенныхъ 
кривыхъ (рис. 68), какимъ образомъ возникаетъ остре Гиббсеа. 

Я зашелъ бы слишкомъ далеко, если бы сталъ входить 
здЪсь въ ДальнЪфйпИя, крайне интересныя, подробности хода при- 
ближенныхъ кривыхъ; но я охотно рекомендую вашему вниман!ю 
содержательную и легко написанную работу Ееег въ Ма. 
Апп. Ва. 64 (1907, раз. 273). 

На этомъ я закончу спешальныя замзчаня относительно 
тригонометрическихь рядовъ, чтобы присоединить КЪ нимМЪъЪ 
отступлен1е, посвященное общему понят!1ю функ- 
ц1и, которое и по существу дЪла и исторически очень  тЪено 
сюда примыкаетъ. 


р. Общее понят!е о функции. 


Мы должны заняться въ нашемъ курсВ этимъ вопросомъ, , 5 
тъмъ болЪе, что вЪдь наша школьная реформа, по самому суще-` о 
ству, своему стоитъ подъ девизомъ выдфленя ва первый пла 
въ школьномъ обучении этого столь важнаго понятя. 557 

Сперва мы снова прослЗдимъ истор1ю развития Тото нятя. 
Прежде всего замфтимъ, что у болЪе старыхъ автеровъ, каковы 
Лейбницъ и Бернулли, понят1е о функ ити встр%- 
чается всегда лишь въ примфненди ха ОТДЪЛЬ- 
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нымъ прим$рамъ, къ степенямъ, къ тригонометрическимъ 
функщямъ и т. п. Обиая формулировки встр$чаются впервые 
только въ ХУШ столзти. 

1) У Эйлера около 1850 года—мы находимъ два 
различныхъ объяснен!я слова „функция“: 

а) въ своемъ „[пбгодисио“ онъ называетъ функ- 
ц1ей всякое „аналитическое выраженте“, содержащее 
х, т. е. всякое выражене, составлевное изъ степеней, логариемовъ, 
тригонометрическихъ функшй и т. д.: точнзе Эйлеръ не опре- 
дфляетъ выражений, которыя онъ при этомъ употребляетъ. Впро- 
чемъ, онъ уже дЗлаетъ обычное подраздзлеюне функщй на алге- 
браичесмя и на трансцендентныя. 

Ь) Наряду съ этимъ мы встрчаемъ у него, что функц1я 

у (х) опред ляется тфмъ, что въ плоскости коорди- 
натъ ху начерчена кривая просто отъ руки 
„Прега тапи басфа“ (рис. 74). 


е 


Рис. 14. 


2) Лагранжъ въ своей „ГЬвоме 4ез Гопсйоп$ апа]уйдаез“ 
(около 1800 года) сильно ограничиваетъ поняте о функцщи, сводя 
его къ такъ называемымъ „аналитическимъ функц1ямъ“, 
опред$ ляемымъ посредствомъ степенного ряда 
относительно х. Мы сохранили этотъ терминъ „аналитиче- 
ская функщя“, хотя, конечно, хорошо знаемъ, что здЪеь ы 
р®чь только объ одномъ спещальномъ класс$ функщ изъ числа 
т%хъ, которыя дЪйствительно появляются въ анализ?. <Отбпен- 


нымъ рядомъ < 
Ио 
= А | ых у) м 
у=Х (х) = -ра:х ам © 
функции опредфляются только внутри 36) 6: ласти сходи- 
мости, т. е. въ н$которой окрестностях значеня х ='0: 50 
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вскор$ былъ найденъ способъ расширеня области, въ которой 
функц1я опредЗлена, за предфлы первоначальнаго круга сходи- 
мости: если, напримЪръ, значене х, лежитъ внутри (рис. 75) 
области сходимости ряда % и если преобразовать этотъ рядъ 
въ другой степенной рядъ,' расположенный по степенямъ (х—х!); 


А №, Я 


то можетъ случится, что область сходимости послЪдняго ряда 
выйдетъ за предфлы области сходимости перваго ряда, такъ что 
у окажется опредзленнымъ въ болфе обширной области; повторяя 
тотъ же премъ, можно иногда эту область расширить еще дальше. 
Этотъ процессъ „аналитическаго продолжения“ хорошо 
извъетенъ всякому, кто хоть немного занимался теор1ей ком- 
ллексныхъ функц. 


О 4 в 


Рис. 75. Рис. 76. 


Обратите ваше вниман!е въ особенности на то обстоя- 
тельство, что всЪ коэффищенты степенного ряда № (^) и, сл$до- 
вательно, и самая функшя у будутъ вполн$ опредз лены, 
если будутъ извзЗстны значен!я функц!1и у ВДОЛЬ 
какого-нибудь отр$зка оси х, сколь угодно ма- 
лой длины, наприм%ръ, въ окрестности точки х=0; 
дфйствительно, тогда будутъ изв$стны значевя всзхъ производ- 


ныхъ функщи у для х=0 и коэффишенты можно опредфлить У 
съ помощью формулъ: ©” 
©) 
5 (0) =; 5’(0)=а;; у" (0) =2а,.... 35° 
хо 
Такимъ образомъ, самый маленьк!й отрфзокъ тн КЦТИ, 


аналитической въ смысл опредфленя Лагранжа, 
вполн% ее опредёляетъ на всемъ ея протяжении. 


к 
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Это свойство стоить въ полномъ противор$и со свойствами 
функщи въ смыслЪ второго опредзлемя Эйлера: всямй отрЪ- 
зокъ такой функши можно продолжить пПроизвольнымъ 
образомъ. 


3) Имзя въ виду дальнфйшее развит!е понятля о функц, 
я долженъ назвать теперь Фурье (Коитег) — одного изъ мно- 
гочисленныхъ выдающихся математиковъ, жившихъ въ Парижъ 
въ начал ХХ столБмя. Его главный трудъ — „А валити- 
ческая теор1я теплоты“ *) — появился въ 1822 году; 
первое сообщене о содержащихся въ немъ теорляхъ Фурье 
одфлаль Парижской Академи уже въ 1807 году. Это произведеше 
является источникомъ всЪхъ тЪхЪъ методовъ совре- 
менной математической физики, которые можно оха- 
рактеризовать, какъ сведен!е всзхъ проблемъ къ интегрирован!ю 
дифференщальныхъ уравнеюй съ частными производными при 
заданныхъ значеншяхъ на границахъ („Вапамебащеарет“). Самъ 
Фурье занимается спешально вопросомъ о теплопровод- 
ности, который въ простЗйшемъ случа состоитъ въ сл$дую- 
щемъ: край плоской круглой пластинки поддерживается при опре- 
дфленной температур$, наприм$ръ, одна часть края при темпе- 
ратурз таянйя льда, другая — при температур$ кип$н1я воды 
(см. рис. 76); спрашиваетея, какое установить стац1онар- 
ное распредф лен1е температуръ вол$дствте рас- 
проетранен1я теплоты въ пластинк%. Такимъ образомъ, 
здЪеь играютъ роль значеюмя на границахъ, которыя можно по 
краю пластинки въ отдфльныхъ частяхъ задавать совершенно 
произвольно, въ одной части совершенно независимо отъ другой; 
поэтому, здфсь на первый планъ выступаетъ само собой второе 
опредф лен1е функц!и Эйлера, а не опредёлеше Ла- 
гранжа. „5 

4) Это же самое Эйлерово опред$лене принимает, `ВЪ 
сущности, и Дирихле въ упомянутыхъ выше работах, 1: (0) 
только онъ его переводить на языкъ анализа или -<<авиЕЬ гово- 
рятъ теперь —ариеометизируютъ его. И э10 д ВИствительно 
представляется необходимымъ, ибо никакая с. = Как бы тонко 


ыг та 
*) «Тибог1е апуйчае 4е 1а спаепг“, ОУ въ собрави 
сочиненй: Копртег, Оепугез Т. Г (Ра!13 1888)” 


за 


она ни была вычерчена, никогда не дастъ точнаго опредфленшя 
сопряжен!я значенй у и х по той причинЪ, что толщина черты 
не позволяетъ произвести ариеметически точнаго изм$френя нуж- 
ныхъ значений. 

Дирихле формулируетъ ариеметическое содержаюе Эйле- 
рова опредфлен1я слфдующимъ образомъ: „Если въ нЪкото- 
ромъ промежутки каждому отд$льному значен1ю 
х отнесено одно опред ленное значен!е у, то пе- 
рем$нная у называется функцтей отъ х“. Владфя, 
такимъ образомъ, этимъ наибол$е общимъ понят!емъ 
функц!и, ДЛирихле все же всямй разъ имфетъ въ виду, 
сллуя всфми принятому обычаю, прежде всего непрерывныя 
или не слишкомъ разрывныя функц!и. Если въ ту 
пору и считали вполнф возможными сложныя сгущевя точекъ 
разрыва, но едва ли предполагали, что таюе случаи могутъ пред- 
стазить интересъ для изученя. Эта точка зр$я находитъ свое 
отражен1е и въ томъ обстоятельств, что Дирихле всегда го- 
ворить о разложеши въ рядъ „вполнф$ произвольныхъ 
функц!й“ совершенно такъ же, какъ Фурье говорилъ о „!оп- 
смопз епЯёгешеть агбИгалгез“); а между тЪмъ онъ очень точно 
формулируетъ свои „услов1я Дирихле“, которымъ эти функ- 
ци должны удовлетворять. 

5) Теперь мы должны принять во вниман1е, что въ то 
время (около 1880 года) начинается болфе общая разра- 
ботка теор1и функц!й комплекснаго перем ннаго, 
которая становится постепенно, приблизительно въ теченле ближай- 
шихъ трехъ десятилтй, общимъ достоянемъ математиковъ.: Это 
развит!е связано, прежде всего, съ именами Коши, Римана и 
Вейерштрасса:;: первые два. геометра исходятъ, какъ извЪстно, 
отъ дифференц!альныхъ уравнен!й въ частныхъь 


производных ъ, названныхъ По ихъ имени (ЭТИМЪ уравнен1ямъ «у 
< 
удовлетворяютъ вещественная и мнимая части и, 9 комплексной, > 
_ 


функции /(х-- 2) =и--#), между тёмъ какъ Вейерштрас се 
опредфляеть функщю степеннымъ рядомъ и сов фут 
ностью его аналитическихъ продолжен1 р” при- 
мыкая этимъ въ извфетной степени къ Лагран гаеу: 

И вотъ оказывается, что этотъ переходъ ВЪ < область ком- 
плексныхъ величинъ привелъ кь сопоставле О: объеди- 


“у 


ке 


нен!1ю обфихъ разсмотр$ нныхъ выше точекъ зр3- 
н1я на функцти; я остановлюсь на этомъ н$сколько подробн$е. 

Положимъ 2 =х--1у и станемъ разсматривать степенной 
рядъ 


(=) =и-® =. -таз-ь®-...; 


предположимъ, что этотъ рядъ сходится при небольшихъ значе- 
няхъ 2, опредФляя собой, по терми- 

| ноломи — Вейерштрасса, эле- 

ментъ аналитической функ- 

ц1и. Разсмотримъ его значеютя на 
небольшой окружности радеса и съ 
центромъ въ 5 =0 (рис. 78», лежащей 
пфликомъ внутри области сходимости; 
другими словами, подставимъ вмЪсто 
3 въ степенной рядъ величину 


ху = 7 (603ф -- #81): 
(а) = с сит (с0озф —- #91) -2 с, 7? (с032ф 2 зт2ф)--... 
Если разложимъ коэффищенты на ихъ вещественныя и мнимыя 


части: 
в), 
Со — р) ) С, -— @; 2В:, С. — (5 у Аа 


Рис. 77. 


то для вещественной части р найдемъ такое выражене: 


и (ф) а, у с03ф -- а, 7? с032фЪ-- ... 
—- В узшф -- В, 2 зт2ф--... 


Мы преднам$ренно взяли чисто мнимыя части коэффищентовъ с со 
знаками — съ тёмъ, чтобы въ послЪднемъ выражен1и вс$ знаки 
были —-. Такимъ образомъ, степенной рядъ длЯ (а) (5) 

даетъ выражен1е вещественной части и на 
нашей окружности въ функц!и отъ угла, $; посред- 
ствомъ тригонометрическаго ряда точно Такого 
же рода, какой мы разсматривали ‘Фвше съ коэффи- 
щентами ©, 7а,, 7’В,. Обратно, этотъ тр та рядъ 
вполн$ опред®ляетъ собой всЪ величины `@о,” ‘бот сьу ПТК 


“у 
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а, слЪдовательчно, и степенной рядъ, не считая постояннаго слагае- 


Со 


маго —^ Если задано какое-либо распред%$ лен!е 


значен!1й #($) по окружности, лишь бы его удалось 
представить въ видф тригонометрическаго ряда, —если, дру- 
гими словами, задана функц1я въ смысл Дирихле, 
удовлетворяющая услов1ямъ Лирихле, то ей мож- 
но указаннымъ образомъ отнести опредфленный 
степенной рядъ, сходящуйся внутри взятой окруж- 
ности (7), т.е. опредзленную аналитическую функ- 
ц1ю, вещественная часть которой принимаетъ на 
этой окружности заданныя значен1я 1#($). Мы 
видим, что въ этомъ порядкЪ идей понят!е функ- 
ц1и, въ смыслЪ Фурье-Дирихле вполнЪ совпа- 
даетъ съ опредфлен1емъ Лагранжа: только та произ- 
вольность, которая имЪетъ мЪето по отношению къ ходу изм%не- 
ня тригонометрическаго ряда и(ф) вдоль всей окружности, 
степеннымъ рядомъ вполнЪ концентрируется въ ближайшей окре- 
стности центра окружности. 

6) Но современная наука не остановилась, конечно, на 
образовани этихъ понят, ибо наука, какъ таковая, никогда не 
знаетъ отдыха и только тотъ или другой изслфдователь можетъ 
придти въ изнеможене. А именно, въ противоположность тому, 
что я охарактеризовалъ выше, какъ точку зря Дирихле, въ 
посл$дея три дЪсятилЪт1я при изучен1и вещественныхъ 
функц!й стали интересоваться возможно бол$е различ- 
ными функц1ями, которыя существенно выходятъ 
за предфлы услов1й Лирихле. При этомъ были найдены 
весьма замЪчательные типы функщЙ, содержание „отвратитель- 
ныя скоплен!я“ самыхъ непр1ятныхъ особенностей. ЭдЪеь, прежде 
всего, возникаетъ вопросъ о томъ, чтобы изелфдовать, въ какой 
мфрЪ остаются въ силЪ при наличности такихъ „уродетвъ“ т$ 
теоремы, которыя имфютъ м$ето для „приличныхъ“ функий. © 

7) Наконецъ, сюда же примыкаеть совершенно ово е 
обобщен1е понят!я о фупкц!и, идущее ео дааь ше. 
До сихъ поръ функщю всегда считали опредленной\ ‘вы каждой 
ТОЧЕЗ континуума всфхъ вещественныхъ или Бо НИ зна- 
чен1й х или же, по крайней мЪрЪ, во веБхъ тоих нъкотораго 
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интервала или области. Но съ тфхъ поръ, какъ все болЪе и бол%е 
стало выступать на первый планъ созданное Г. Канторомъ 
понят1е о комплекс} *), согласно которому континуумъ всЪхЪ 
х представляетъ лишь примзръ „совокупности“ объектовъ, — съ 
этихъ поръ стали разсматривать и тамя функци, которыя опре- 
дфлены только для значентй х какого-либо комплекса, и стали 
вообще называть у функц1ей отъ х, если всякому 
элементу одного комплекса объектовъ (чиселъ 
или точекъ) х соотвф$ тствуетъ опредфленный эле- 
ментъ другого комплекса у. 

Я хочу здЗеь же отм$тить одно отличе этихъ новыхъ пред- 
ставлевй отъ прежнихъ: понят1я, выясненныя въ пунктахъ 1) — 5}, 
возникли и развились, главнымъ образомъ, въ виду ихъ при- 
ложенй къ изученю природы; стоитъ только вспомнить заглаве 
сочиненя Фурье! Наоборотъ, новЪфйпия изел$дованйя, упомяну- 
тыя въ 6) и 7) пунктахъ, представляютъ продукты чисто мате- 
матической потребности изслфдован1я, которая не имфетъ вовсе 
въ виду нуждъ естествознания; дЪйствительно, до сихъ поръ 
эти изелфдованя не нашли еще прямого примЪнетя. Конечно, 
оптимистъь долженъ полагать, что еще придетъ, несомнЪнно, 
время для такихъ приложенй. 

Но поставимъ снова свой обычный вопросъ о томъ, что 
изъ всего этого должна воспринять школа, что 
долженъ знать о нихъ учитель и что должны знать ученики? 

Прежде всего, если школа н$феколько, скажемъ на три деся- 
тил$т1я, отстаеть отъ новЪйшихъ успЪховъ нашей науки, если 
обнаруживается, такъ сказать, извЪетный гистерезисъ, то это 
вполн$ естественно и отнюдь не нуждается въ оправдати. Но 
въ дфйствительности имфетъ место гораздо боле продожительный 
гистерезисъ, обнимаюцИй боле столЪт1я: вфдь школа, большей 
частью, игнорируетъ все развите науки, имфвшее мЪ$ето посл 
Эйлера; такимъ образомъ, для работы реформаторовъ. остается 
еще весьма обширное поле. То, чего мы требуемъ отъ ‚реформы, 
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*) „Мепсепрезг111{“: — терминъ „Мепсе“ „мы переводимъ 
здЪеь, какъ и въ „Энциклопед!и элементарной математики“ сСловомМъЪ 
„комплекст,“; переводятъ этотъ терминъ также „множество“. „ансамбль“, 


„многообраз1е“. 2 5$” 
а. 
я <® Ред. 
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представляется весьма скромнымъ, если сравнить наши требоватя 
съ современнымъ состояемъ науки: мы хотимъ, чтобы 
‘общее понят1е функц!и, въ смыслё того или дру- 
гого опредЪзлен1я Эйлера, проникло, какъ фер- 
ментъ, во все преподаван1е математики въ сред- 
ней школз; но его надо вводить не въ формЪ 
абстрактнаго опредфлен1я, а на конкретныхъ примфрахъ, каюме 
во множеств имЪются уже у Эйлера, чтобы сдЗлать это по- 
нят1е живымъ достоян1емъ ученика. Что же касается препода- 
вателей математики, то, конечно, желательно, чтобы они, 
помимо того были знакомы съ элементами теор!и 
комплексныхтъ функций. Хотя и нельзя требовать того же 
по отношеню къ новБйшимъ концепщямъ ученя о комплексахъ, 
но все же желательно, чтобы среди многочисленныхъ учителей 
нашлось хотя бы небольшое число самостоятельно работающихъ 
людей, которые занялись бы и этими вещами. 

Къ сказанному я хотЪлъ бы добавить н®сколько словЪ о томъ, 
какую важную роль сыграло учен1е о тригономе- 
трическихъ рядахъ во всей этой эволюц1и понятий. 
Подробныя литературныя указан1я по этому вопросу вы найдете 
въ работ$ Буркгардта: „Разложен1я въ рядъ по пе- 
р1одическимъ функц1ямъ““) — въ томъ „гигантскомъ 
отчетЪ“, какъ мы его называемъ въ болфе т$феномъ кругу, кото- 
рый вотъ уже 7 л$тъ, какъ выходитъ отд$льными выпусками при 
Х том „„автезфетевф 4ег аещзспеп Мафпетакегуеге!112то”“; ВЪ 
боле чфмъ 9000 цитатъ этотъ отчетъ объединяетъ такое мно- 
жество литературы, какого не найти нигдф. 

Первый пришель кь изображен1ю произвольныхъ 
функц!Й посредствомъ тригонометрическихъ ря- 
довъ Дан1илъ Бернулли, сынъ Ивана. Бернулли. 
Изучая (около 1750 года) акустическую проблему о колебатяхъ 55. 
струны, онъ замфтилъ, что можно получить самый общшай видъ >” 
колебай струны посредствомъ наложевая синусоидальныхъ коле> 
банй, соотвЪтетвующихъ основному тону и чистымъ оеркжимь; 

а изъ этого вытекаетъ возможность разложить функцю, ‹йзобра- 
жающую форму струны, въ тригонометричесяй рядъ © 


*) Вигкпагаф „ВибуеЕмисей пасЬ озиННегобен Еипкйопеп“ 
(въ особенности во 2 и 3 выпускЪ) д Ах ” 
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Хотя въ дфлф ознакомленмя съ этими рядами вскорЪ были 
сдфланы значительные успЪхи, однако, никто не хотфлъ вЪрить, 
что съ помощью такихъ рядовъ можно представить любыя функщи, 
заданныя графически. Это можно объяснить неясностью предста- 
влен1я 0 такого рода соображеняхъ, каюя теперь въ учен!и 
о комплексахъ стали совершенно трив1альными. 
Повидимому, принимали а рот, не умфя, конечно, выразить это 
точно, — что комплексъ всЪхъ произвольныхъ непрерывныхъ 
функщЙ больше комплекса всзхъ возможныхъ системъ числовыхъ 
значенй а, а,, а.,..., б., 6.5,...,“) которая соотвфтетвуетъ 
совокупности всЪхъ тригонометрическихъ рядовъ. 

Но точныя догическля построен1я современной теори ком- 
плексовъ пролили свЪтъ на эти вопросы и обнаружили ложность 
указаннаго предразсудка. Позвольте мнф подробнфе остановиться 
на этомъ важномъ вопросЪ. Легко видфть, что непрерывная 


к 


Рис. 78. 


функц1я, опредфленная произвольнымъ образомъ 
въ нфкоторомъ промежутк5, напримЪръ (0, 27), 
будетъ даны на всемъ ея протяженти, если 
будутъ даны ея значен1я во вос$хъ рац1ональ- 
ныхъ точкахъ этого промежутка. ДЪйствительно, въ 
виду того, что эти значеня во всякомъ промежутЕЪ образую отЪ 
стущенный комплексъ, то ко всякому ирращюональному значе ый 
можно подойти сколь угодно близко съ помощью (рис. 78) рацто- 
нальныхъ значенй, и въ силу непрерывности фунющу значенте 
ея /(х) должно равняться предзлу значенй въ эт ти безконечно 


*) Каждая комбинащя ау, а, а.,..-.. 61, 6,5. \ р три- 
гонометричесвй рядъ, если смотрЪть на и чае, какъ на его коэф- 
фищенты. в 
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близкихъ ращональныхъ точкахъ. ДалЪе, какъ извЪстно, совокуп- 
ность всфхЪъ рацпональныхъ чиселъ „исчислима“, 
другими словами, всю ее можно расположить въ такой рядъ, что 
въ немъ за опредзленнымъ первымъ элементомъ сл$дуетъ опред$- 
ленный второй,за нимъ третий и т. д.*). А изъ этого слФдуетъ, что 
задать произвольную непрерывную функщю значитъ задать иечи- 
слимую совокупность константъ — значений функщи въ расположен- 
ныхъ такимъ образомъ ращюональныхъ точкахъ. Точно такимъ же 
образомъ посредствомъ исчислимой совокупности постоянныхь 
а, а, 6,, а, 6.,... можетъ быть заданъ опред$ленный тригоно- 
метричесюй рядъ. Такимъ образомъ, мнЪн1е, будто совокуп- 
ность вс хъ непрерывныхъ функций по самой своей 
природ$ существенно больше совокупности ря- 
довт, оказывается лишеннымъ всякаго основантя. 
Ниже мы снова займемся этимъ вопросомъ болЪе обстоятельно. 


Фурье первый отрфшился отъ такого предвзятаго мнЪн!я, 
и въ этомъ заключается его громадное значен1е въ 
истор1и тригонометрическихъ рядовъ. Хотя онъ и 
не далъ приведеннаго выше объяснентя въ дух учепя о ком- 
плексахъ, но онъ первый имЪлъ мужество увфровать въ 
способность тригонометрическихЪ рядовъ изображать произвольныя 
функции; руководясь этой вфрой, онъ, дфйствительно, вычислилъ 
нЪфсколько характерныхъ примфровъ разрывныхъ функщшй (подоб- 
ныхЪ т%мъ, каюмя мы разсмотр$ли выше) и тфмъ поставилъ вн 
сомнзн!Й правильность своего убЪжденя! ЛЪйствительныя обия 
доказательства сходимости далъ впервые, какъ я уже говорилъ, 
Дирихле, бывший ученикомъ Фурье. Выступлеше Фурье 
было настоящей револющей; чтобы посредствомъ рядовъ изъ 
аналитическихъ функ можно было изобразить такя произволь- 
ныя функщи, подчиненныя въ различныхъ частяхъ разсматрива- 
емаго промежутка различнымъ аналитическимъ законамъ, — это «У 
представлялось тогдашнимъ математикамъ чБмъ-то совершенно ° ь 
новымъ и неожиданнымъ. Въ благодарность за открыт!е ‚этой 
истины, тригонометрическе ряды окрестили именемъ Фурье 


*) См. брошюру Дедекинда „Непрерывность и пррацфональныя 
числа“. Одесса, „МафВез3“; въ приложенной къ этой  брореерв статьЪ 
г. Шатуновскаго эти идеи достаточно выяснены, < <> У 


х 
22 
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которое, дЪйствительно, пользуется широкимъ распространешемъ. 
Конечно, всякое такое приспособлене собственныхъ именъ къ 
научной терминолог!и всегда представляетъ значительную одно- 
сторонность, если не прямую несправедливость. 

Въ заключенше я долженъ, хотя бы вкратцЪ, упомянуть о 
второй заслугЪ Фурье. А именно, онъ разсматривалъ 
также и пред$льный случай тригонометрическихъ 
рядовъ, который наступаетъ, если пер1одъ изобража- 
емой функц!и возрастаетъ до безконечности; а 
такъ какъ функшя съ безконечно большимъ пер!одомъ предста- 
вляетъ попросту непертодическую функщю, произвольно заданную 
вдоль всей оси х-овЪ, то это даеть средство изображать 
и непер!одическ!я функц!и. Чтобы выполнить этотъЪ 
переходъ, находятъ сперва посредствомъ линейнаго преобразова- 
ня аргумента ряда изображеюте функщй съ любымъ пер1одомъ / 
вм$ето опредфленнаго перюда 2л, а зат$мъ заставляютъ / 
возрастать до безконечности. При этомъ рядъ переходитъ въ 
такъ называемый интегралъ Фурье: 


©о 


= | (9 (у) созух Е чр (5) зшух) 6, 
0 
гдз ф(+), 4(7) выражаются опредзленнымъ образомъ черезъ 
интегралы, взятые отъ — со до-- <о, отъ функции / (^х). 
Такимъ образомъ, различе заключается въ томъ, что теперь 
индексъ » изм няется непрерывно отъ 0 до со, тогда какъ раньше 
онъ принималъ только значеня 0, 1, 2, 3,..., и что вм$ето 
коэффищентовъ а», 6, стоятъ функщи ф (>) 4х и ф(») а». 

На этомъ мы можемъ разстаться съ элементарными транс- 
‘цендентными функщями, которыми мы до сихъ поръ занимались 
въ отдЪлф, посвященномъ Анализу, и перейти къ раземо- 
трёншю исчисленя безконечно-малыхъ въ собственномъ смнблЪ. 
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Ш. Исчислеше безконечно-малыхъ въ собственномъ смысл 
слова. 


Конечно, я предполагаю, что всз вы умфете дифференци- 
ровать и интегрировать и не разъ примЗняли это ум%не. Эту 
главу мы посвятимъ только вопросамъ общаго характера, какъ 
напримзръ, вопросы о логическомъ и песихилогиче- 
скомъ обоснованти, вопросы о преподаван!и и т. д. 


1. Общ1я зам чан1я относительно исчислен!я без- 
конечно -малыхъ. 


Я хот$лъ бы предпослать зам чан1е общаго харак- 
тера относительно объема математики. Вы можете 
часто услышать отъ не-математиковъ, въ особенности оть фило- 
софовъ, что математика занимается исключительно 
выводами логическихъ сл деств!й изъ ясно задан- 
ныхъ посылокъ, при чемъ совершенно безразлично, что 
именно означаютъ эти посылки, истинны ли он или ложны, — 
лишь бы только он не противор$ чили другъ другу. Совершенно 
иначе смотритъ на дЪло всяюй, кто самъ продуктивно занимается 
математикой. Въ дЪйствительности тЪ люди судятъ исключительно 
по той выкристаллизованной форм$, въ какой принято излагать 
готовыя математическя теории; но изсл$ дователь работаетъ 
въ математикЪ, какъ и во всякой другой наук8, совершенно 
иначе: онъ существенно пользуется своей о У 
з1ей и подвигается впередъ индуктивно, опираясъ- 
на эвристическ1я вспомогательныя средства. _ Мон 
но привести не мало примфровъ того, какъ велике математики 
находили самыя важныя теоремы, не будучи въ состоя” строго 
ихъ доказать. Неужели можно не цфнить такое великоб творче- 
ство, неужели надо въ угоду приведенному выо` пред$лен1ю 


математики сказать, что это не математика и ЧТО ТОЛЬКО т 
у 
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позднзйпие математики, которые нашли наконецьъ вылощен- 
ныя доказательства теоремъ, — только они одни двигали ма- 
тематику? Конечно, въ конц® концовъ, присвоить ли слову то или 
иное значен1е, вещь условная; но при оц$нЕБ заслугъ научныхъ 
работниковъ приходится сказать, что индуктивная работа 
того, кто впервые установилъ какое-нибудь пред- 
ложен1е, имЗетъ, конечно, такую же цнность, 
какъ и дедуктивная работа того, кто его впервые 
доказалъ; ибо то и другое одинаково необходимо. 


Какъ разъ при изобрфтени и первоначальной разработк® 
исчислен1я безконечно-малыхъ это индуктивное творчество, не 
основанное на связныхъ логическихъ выводахъ, сыграло большую 
роль; при этомъ весьма часто самымъ д5йствительнымъ 
эвристическимъ средствомъ являлось чувствен- 
ное воспр1ятте, —я имзю въ виду непосредственное 
чувственное воспрлят1е со всфми его неточностями; наприм$ръ, 
восприяе, при которомъ кривая представляется дЪйствительно 
чертой опредфленной толщины, а не т$мъ абстрактнымъ 
воззр$немъ, которое постулируетъ, какъ н%®что заранфе вы- 
полненное, пред$льный переходъ къ точной одномЪзрной лини. 
Я хочу въ подтвержене этого изложить въ краткихъ чертахъ, 
какъ исторически вырабатывались идеи исчисленя безконечно 
малыхъ. 


Обращаясь прежде всего къ понят!1ю интеграла, при- 
ходится замътить, что оно исторически возникло по поводу 
проблемы изм$рен1я площадей и объемовъ (ква- 
дратура и кубатура). Какъ известно, абстрактное логи- 


ческое опредЪлене интеграла Л /(^х) ах, т. е. площади фигуры, 


ограниченной кривой у = /(х), осью х-овъ и ординатами х=5 = И 
х = 6, заключается въ томъ, что это есть пред%л ъу ммы 
всфхъ узкихъ пПрямоугольниковъ, вцисанныхъь 
въ эту фигуру, когда число ихъ безпредёльно_ возрастаетъ, 
а ширина одновременно неограниченно ‘убываеть (рис. 19). Но- 
съ точки зрфнйя чувственнаго воспраят!я „представляется еете- 


ственнымЪ опред$лить разсматриваемую пад не какъ точный. 
У 
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предфлъ, а просто, какъ сумму очень большого числа 
довольно узкихъ прямоугольниковъ; ибо и безъ того 
дальнфйшему уменьшению прямоугольниковъ всегда положитъ 
конецъ неизбЪжная неточность чертежа. 

Съ такими наивными продставлентями мы дЪйствительно 
встр$чаемся у самыхъ выдающихся математиковъ въ перодъ 
возникновен1я исчислен1я. безконечно-малыхъ. Прежде всего я 
назову Кеплера, который занимается вопросомъ объ измзреви 
объемовъ въ своей „Новой стереометр1и винныхъ 
бочект“ *). Главный интересъ для Кеплера представляетъ 
измфревше бочекъ и ихъ ‘наибол$е цфлесообразная форма. При 
этомъ онъ становится цфликомъ на только-что отмЪченную наив- 
ную точку зрзня: онъ представляетъ себЪ бочку состоящей изъ 


„5 
® 


Х=А х=Ь 
Рис. 79. 


большого числа тонкихъ листовъ, напримЪръ, изъ бу- 
маги, и считаетъ объемъ бочки равнымъ сумм объемовъ этихъ 
листовъ (рис. 80), каждый изъ которыхъ представляетъ цилиндръ. 
Подобнымъ же образомъ поступаетъ онъ и при вычислени объ- 
емовъ простыхъ геометрическихъ тЪлъ, — напримЪръ, шара. По- 
слфднй Кеплеръ разсматриваетъ, какъ образованный изъ 
очень большого числа (рис. 81) небольшихъ пирамидокъ 
съ вершиной въ центр шара; поэтому весь объемъ 
т в и 5 
равенъ, по изв$стной формулЪ для пирамидъ, произведен!ю 3 на ку 


РА 


сумму всЗхъ основан! пирамидокъ. Полагая послфднюю суузуу 


равной поверхности шара Ш Кеплеруъ получаетъ для” 0бЪ- 
® 


. Впрочемъ, Кеплер ори 


4леуЗ 
ема правильную формулу 5 
и; *) „Моуа эфегеотег1а аойогаш уштатюогатш“, Ышов 85. 
УзА 
ку 
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ваетъ практическое, эвристическое значен1е такихъ разсужденй, 
а относительно строгихъ математическихъ доказательствъ отеы- 
лаетьъ КЪ сложнымъ разсуждешямь Архимеда (методъ 
истощен1я). 


Рис. 80. Рис. 81. 


Подобныя же разсужден1я встрфчаются въ книг 1езуита 
Бонавентуры Кавальери „Сеотейла шатузШиз сопЫ- 
пиогит“ *) („геометря недфлимыхъ“), въ которой онъ устана- 
вливаетъ принципъ, носящЙй теперь его имя: объемы двухъ 
т$лъ равны, если равны площади сфчен!й, прове- 
денныхъ на одинаковой высотз въ обоихъ т$лахъ. 
Объ этомьъ принцип Кавальери очень много, какъ извз- 


== 


Рис. 85. 5 


стно, говорятъ у насъ въ школ, думая съ его помощью избъгнуть 
интегральнаго исчисленя, тогда какъ въ ДЬЙствитедьности ЭТотЪ 
методъ вполнф принадлежитъ интегральному но исленю. Обо- 
сноване, которое даеть Кавальери, щи ‘тому, ЧТо ОНЪ 


*) Воюоспа, 1653, первое издаве 16359 г ка оны см. на стр. 350. 
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представляетъ себЪ оба тЪла построенными изъ тонкихъ листковъ, 
наложенныхъ другъ на друга и по предположен!ю попарно 
конгруэнтныхъ между собой; другими словами, одно тфло 
можетъ быть получено изъ другого посредствомъ сдвигая отдфль- 
ныхЪ листковъ; при этомъ, конечно, объемъ тфла не можеть 
измЪниться, такъ какъ онъ состоитъ изъ однихъ и т%хъ же 
слагаемыхъ и до и послЪ этого процесса. 


Подобнымъ же образомъ наивное воззрЪне приводить къ 
понятю о производной функц!и, т.е. къ понят!ю о ка- 
сательной къ кривой. Для этого замфняемъ, — и такъ 
дъйствительно и поступали, — кривую прямолинейнымъ много- 
угольникомъ, вершинами котораго служитъ достаточно большое 
число точекъ, густо расположенныхъ на кривой. Въ силу природы 
нашего чувственнаго воспруят!я на большомъ разетоянти едва ли 
возможно отличить кривую оть такой вереницы точекъ и тёмъ 
болзе отъ самаго многоугольника. Но въ такомъ случа каса- 
тельную къ кривой приходится опредфзлить просто, какъ 
прямую, соединяющую дв так1я точки, непосред- 
ственно сл$дующ1|я одна за другой, т. е. какъ 
продолжен!е одной изъ сторонъ 
многоугольника. Съ абстрактно 
логической точки зр$н1я такая пря- 
мая, конечно, всегда, — какъ бы 
близко ни лежали сос5дн1я точки,-— 
остается только сфкущей по отношен1ю къ кривой, & 
касательная является т$мъ предф$льнымъ поло- 
жен1емът, къ которому эта с$кущая неограниченно 
приближается при уменьшен1и разстоян1я между 
точками. Аналогично этому, подъ кругомъ кривизны 
съ этой наивной точки зр$ня надо понимать кругъ, прохо- 
дящ1й черезъ три посл довательныя вершины ©. 
многоугольника, между тЪмъ какъ, выражаясь точно, надо, ‚ 
сказать, что кругъ кривизны есть пред Вльное положе Е Ге 
такого круга при неограниченномъ сближбн1и 


трехъ точекъ. < 


УбЪъдительность такого рода наивныхъ ‚`фазсуждений 


представляется, конечно, различнымъ лицамЪъ весьма различной, 


хх 
т. 


Рис. 83. 
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Мног1е; — и къ нимъ принадлежу и я самъ, — чувствуютъ себя въ 
высшей степени ими удовлетворенными. Друг1е же, будучи одно- 
сторонне расположены къ чисто логической сторон$, находятъ, что 
так1я соображен1я ничего не говорятъ, и не могутъ согласиться 
съ тфмъ, чтобы на нихъ можно было вообще смотрзть, какъ на 
основан!е для математическихъ разсуждений. 

Съ другой стороны, таке наивные премы мышленя и въ 
настоящее время очень‘ часто примфняются всямй разъ, когда 
хотятъ —въ математической физик$, въ механик $, 
въ дифференц!альной геометрии — прим$нить, какое- 
нибудь математическое положене, такъ какъ тамъ эти, премы, 
какъ всф вы знаете, весьма пЪлесообразны. Конечно, чистые ма- 
тематики часто смфются надъ такимъ наивнымъ изложенемъ; во 
время моего студенчества говорили, что для физика дифферен- 
щалъ-—это кусокъ латуни, съ которымъ онъ обращается, какъ со 
своими аппаратами. 

По этому поводу я хочу отм$тить достоинства обозначе- 
н!й Лейбница, которыя теперь господетвуютъ повсюду. ДЪй- 
ствительно, они соединяютъ съ цлесообразнымъ указа- 
н1емъ на наивное воззр%н1е также изв$стный намекъ 
на тотъ абстрактный предЪльный процессъ, который 
дфйствительно въ этихъ понятяхъ содержится. Такъ, символъ 


а а : 
Лейбница — для обозначен1я производной указываетъ на то, 
Га 
что послдняя возникаетъ изъ частнаго, но при этомъ знакъ 4, 
въ противоположность знаку конечной разности Д, показываетъ, 
то туть привходить и н%что новое, а именно предёльный 
переходъ. Точно такъ же символъ для обозначеня интеграла 


Г ух указываетъ, что посл де!й возникаеть изъ суммы ма- 


лыхъ величинъ, но при этомъ обычный знакъ суммы № замЪ- 
няется стилизированнымъ 5 (приходится удивляться тому, что не 
вс$ знаютъ, что знакъ Г имЪетъ такое значен1е) и это указывает 
на то, что здЪеь къ суммированю присоединяется НОВЫЙ прожвест, 

Теперь мы должны, наконецъ, ближе подойти кЪвопросу О 
логическомъ обосновании дифференц\альнаго И 
интегральнаго исчислен!я; мы непоср Збовонно присту- 
пимъ къ раземотрфю этого вопроса въ 050 историческомъ 


: $ 
развитии. А У 


о 
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1) Основная идея заключается — какъ теперь изла- 
гаютъ во ве$хъ высшихъ школахъ, такъ что мн приходится 
только въ Двухъ словахъ ‘вамъ это напомнить — въ томъ, что 
исчислен1е безконечно-малыхъ представляетъ 
попросту приложен1е общаго понят!я о пред лЪ: 
производную опредфляютъ, какъ предълъ ча- 
стнаго соотв $ тственныхъ конечныхъ приращен1й 
перем$ нной и функц!и: 


предполагая, что этотъ предъль существуетъ; это ни въ 
коемъ случаз не есть частное, въ которомъ 4у и ах 
имЪютъ самостоятельное значене. Точно такъ же интегралъ 
опред$ ляютъ, какъ предёлъ суммы: 


гдф Дх; обозначаеть конечныя доли промежутка а=х=фб, ау; 
любыя значен1я функщи въ нихъ; всЪ Дх; должны совмЪетно стре- 
миться къ нулю; но ни въ какомъ случа не должно 
приписывать реальнаго значеня ‘символу у. 4%, 
наприм ръ, какъ слагаемому суммы. Это обозначене 
удержано лишь изъ выше’ указанныхъ соображеюй  ц$лесо- 
образности. 

_2) Такое пониман!е можно найти уже у Ньютона въ 
очень точной формЪ. Я приведу одно м$ето въ его главномъ 
произведени: „Решегрла риПозоршае пафага$“, вышедшаго въ 
1687 году”): „ОШ штае гайопез Шае, фиризсит диап фа$ез еуа- 
пезсипф, геуега поп зи гайопез фаащиайит аИПлагат, зеа 1- 
11фез, а 4108 диап абит зше ШиЦе Честезсенаит га опез, < — 
зетрег арргоршчиатф, её 4и0з ргортаз аззефит роззапё, фиат, ‘го’ 
Дафа доах1з ОШегепйа, папфиашт уего {гапзотей1 педие ри 
Нпоеге Чаат диап фаёез тичошаг ш шШЁшеии“. Вирочемь, 
Ньютонъ совершенно избфгаетъ въ этомъ сочиненш. примфненя 

\ 
*) Вергницеа {ог \. Тротзоп апд Н. РасКЪиги, Сразвом 1871, рас. 38. 
се 
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исчислешя безконечно-малыхъ, хотя онъ несомнфнно пользовался 
имъ при первоначальномъ выводЪ своихъ результатовъ. ДЪйстви- 
тельно, основное произведене, въ которомъ онъ развиваетъ свой 
методъ безконечно-малыхъ, Ньютонуъ написалъ уже въ 1671 т., 
хотя появилось оно впервые лишь въ 1736 году подъ назватемъ 
„Ме тойбз Нихопаш её зелегит шИпКагиш“ *) („Методъ флюкаи 
и безконечныхъ рядовъ“). 

Въ этомъ произведеши Ньютонъ развиваетъ, не 
вдаваясь въ разъясненя принцишальнаго характера, новое счи- 
сленНе на многочисленныхъ примзрахъ. При этомъ 
онъ примыкаетъь къ одному представлен!1ю изъ повсе- 
дневной жизни, которое д$лаетъь весьма понятнымъ пре- 
дъльный переходъ; а именно, если разсматривать движе- 
н1е х=/(1) вдоль оси х-овъ въ моментъ 2 то ‘всяый имФетъ 
опредфленное представлете о томъ, что называется скоростью 
такого движевя; если присмотрЪться ближе, то увидимъ, что это 
въ сущности и есть пред$лъ отношеюя конечныхъ наращенй 
Дх 
"ДЕ. 
няется во времени, Ньютонъ и принимаетъ за 


Эту скорость, съ которой перем$нная х изм$- 


основан1е своихъ разсужден1й, какъ „флювс!ю“ х 
перем нной х. Онъ представляетъ себф, что вс перемфн- 
ныя д, у зависятъ отъ этой первичной перем нной, 
времени 2, такъ что производная является частнымъ двухъ 


флюкс!й , что мы записали бы теперь подробнЪе такъ: 
г 


Чу. ах 
(2: «). 

3) Къ этимъ идеямъ Ньютона примыкаетъ цфлый рядъ 
математиковъ ХУШ стол т1я, которые съ большей дли 
меньшей строгостью строили исчислене безконечно-малыхь на 
понятии о предЪлЪ. Я назову лишь н$феколько именъ: Така 0- 
ренъ (С. Мас1аие!т), написавиий „Тгеайзе оЁ Пих1опз“ *® А Тр а, К- 
татъ о флюкс1яхъ“), который въ качеств$ учебника имМЗлЪ 

*) ]. №ем0п1 Оризеща. Т. Г (Гаазаппае, рав: 29. 

**) Еашригой, 1742. | 2% ох 


дыИ © 
<. 
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обтирный кругъ вмяюя; затфмь Даламберъ (4’АМешЪег\); 
участвовавпий въ большой французской „Методической 
энциклопеди“ („Епсуоре@е тш6То@19ие“); наконецъ, Вэ- 
стнеръ (Казпег), живший здЪсь, въ Гёттингея%, проводилъ т 
же идеи въ своихъ лекшяхъ и книгахъ. Наконецъ, и самъ 
Эйлеръ принадлежитъ, главнымъ образомъ, къ этому же напра- 
вленю, хотя у него, пожалуй, проглядываютъ уже и другия тенденцщи. 

4) Но во всБхъ этихъ построеняхъ анализа оставался еще 
одинъ существенный пробфлъ, безъ заполнен1я котораго не могло 
быть и рБчи о посл довательной систем исчисле- 
н1я безконечно-малыхъ; тогда, хотя и знали опредфлене 
производной, какъ предЪла, но не хватало еще средства для 
того, чтобы, обратно, по данному значеню производной опредз- 
лить величину приращен!1я функц1и въ конечномъ 
промежутк $. Такимъ средствомъ является теорема о сред- 
немъ значен!и, и великой заслугой Коши (СапсВу) является 
то, что онъ вполнф оцфнилъ центральное значен1е этой теоремы 
и соотвЪтственно этому поставилъ ее во глав$ диффе- 
ренц!альнаго исчислен1я. Поэтому не будетъ преувели- 
чентемъ, если мы назовемъ его основателемъ точнаго 
анализа безконечно-малыхъ въ современномъ смыслф. 
Основное значене имфютъ въ данномъ отпошени его „Везитеё 
Чез ]есопз зиг |е са] шИпбезиае“ *), составленное на осно- 
вани его лекшй въ ПарижЪ, а также второе издане ихъ, въ 
которомъ появилась только первая часть подъ заглав1емъ „[.есопз 
зиг |е сася1 @Шегепие]“ *®). 

Теорема о среднемъ значен!и заключается въ слф- 
дующемъ: если /(х) представляетъ непрерывную 
функц1ю, обладающую непрерывною производною 
7’ (*), то всегда найдется между х и х-- 7 такое зна- 
чен1е х-|-60й, что 


д 
Ре =ы Р.Р - 0), (0=0=74). ре 
Въ это выражене входить характерная для теоремъ о среднихъ 
значен1яхъ величина 0, которая начинающему часто на первыхъ 
> 
*) Раз, 1823, перепечатано въ „Оецугез оной т П, Т. У 
(Рал1з, 1889). 
**) Раг1з, 1829; „Оелугез сотр ез“, Эв6г. П, Дать 1889). 
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порахъ представляется такой удивительной. Въ геометри- 
ческой форм эта теорема представляется весьма наглядной: 
она утверждаетъ лишь, что между точками х и х-Й 
всегда найдется на кривой такая точка х-- 94, въ 
которой касательная къ кривой параллельна 
хорд% (рис. 84), соединяющей точки х и хД. 

5) Какъ же доказать строго ариеметически тео- 
рему о среднемъ значении, не прибфгая къ геометриче- 
скимъ представленямъ? Такое доказательство должно, конечно, 
состоять только въ томъ, что доказываемую теорему сводятъ на 
абстрактно установленныя раньше въ самой точной формЪ арие- 
метическя опредЪленя перем$нныхъ, функщй, непрерывности и 
тому подобныхъ понятяхъ. Въ этомъ смысл впервые нашли 
вполнф строгое доказательство Вейерштраесъ и его по- 


Рис. 84. 


слф дователи, которымъ мы вообще обязаны современ- 
нымъ ариеметическимьъ представлен!ямъ о числовомъ континуумф. 
Я хотфлъ бы отм$тить здЪсь лишь характерные моменты этихъ 
разсуждений. 

Прежде всего нетрудно свести нашу теорему къ тому са 
чаю, когда сфкущая, ограничивающая нашу дугу, го р г н- 
тальна, т. е. когда /(х)=/(х--#) (рис. 85); 85) СУТОМЪ 
случа$ требуется показать, что существуетъ т9* Ч к а, Въ 
которой касательная м Оля этого 
служить знаменитая теорема Вейерштасс ‚а, А >’ которой 
всякая а ВЪ и. ‘ Промежутк* 


№. © К. 
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функц!я дзйствительно принимаетъ въ немуъ, по 
крайней м$рЪ, одинъ разъ свое наибольшее и на- 
именьшее значен!е. По крайней м$рф, одно изъ этихъ 
наибольшихъ и наименьшихъ значенй должно лежать внутри 
промежутка (х, х--Й), если исключить трив!альный случай, 
когда функшя равна постоянной величинЪ. Предположимъ, что 
это — максимумъ и что онъ приходится въ точкЪ х-- 0, тогда 
7 (х) справа и слЪва отъ этого мЪфета имзеть меньшя значен1я; 
поэтому отношене конечныхъ наращеюнй имфетъ справа отрица- 
тельное, а слЪва положительное значене. Слфдовательно, произ- 
водную, которая, по предположению, должна существовать въ каждой 
точк$, можно представить въ точкЪ х--0, какъ предфлъ либо 
только положительныхъ, либо только отрицательныхъ значевйй, 
смотря по тому, будемъ ли мы разсматриваль ее, какъ предЪлъ отно- 
шений конечныхъ разностей слЪва или какъ предълъ такихъ же отно- 


Рис. 85. 


шений справа отъ разсматриваемой точки. Поэтому произвощная мо- 
жетъ равняться только нулю, и, такимъ образомъ, оказываются 
доказанными существован1е горизонтальной касательной и, вм стЪ 
съ тёмъ, и теорема о среднемъ значении. 


Параллельно съ этимъ направленмемъ, съ которымъ мы 
теперь познакомились и въ духЪ котораго построена современная А 
научная математика, въ течене стол т существовало и распро- — 

С° 


странилось другое существенно отличное пониман уе 


исчислен!я безконечно-малыхъ. ей 
«А 
1) Оно исходитъ изъ старыхъ метафизиче- 


скихъ спекулятивныхъ соображений о д 
континуума изъ неразложимыхъ далфе послёднихъ „безко- 
нечно-малыхъ“ составныхъ частей. Уже въ д рен ности встрз- 
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чаются намеки на такого рода представленя, а у схоласти- 
ковъ и затфмъ у философовъ-1езуитовъ они встр$тили 
большое сочувств1е. Какъ на характерный примфръ я укажу на 
заглав1е уже упомянутой книги Кавальери „Сеотейла 
14115 0Ши$ сопйпаогаш“ („Геометрля сплошныхъ величинъ, 
состоящихъ изъ недЪфлимыхъ“), которое указываетъ на его 
истинное основное воззр$ не. ДЪйствительно, точка зрЪюя при- 
ближеннаго опредЪлен1я играеть у Кавальери лишь второ- 
степенную роль; онъ фактически считаетъ пространство состоя- 
щимъ изъ недфлимыхъ послфднихЪъ составныхъ частей, изъ 
„1 п 91у1$10111а“. Вообще, для полнаго уяснен1я этого рода 
концепции, очень важно и интересно быть знакомымъ съ тЪми 
различными расчлененями, каюя представленте о континуумЪ 
испытало въ течен1е ряда столфт1й (и даже тысячелЪ ий). 


2) Къ такого же рода воззр$пямъ примыкаетъь и Лейб- 
ницъ, который раздъляеть съ Ньютономъ славу изобрЪ- 
тен1я исчислеюя безконечно-малыхъ. Для него первичнымъ эле- 
ментомъ исчислентя безконечно-малыхъ является не произ- 
водная, какъ предфлъ, а дифференц1алъ 4х пере- 
м$фнной х, который имЗетъ реальное существова- 
н1е, какъ посл$дняя нед$лимая составная часть 
оси абсциссът, какъ величина, которая меньше всякой конеч- 
ной величины и все же не равна нулю (безконечно-малая 
величина). Аналогично этому дифференциалы высшихъ 
порядковъ 4 °х, (°х,..., оп редЪляются, какъ безконечно-малыя 
величины 2-го, 3-го,... порядковъ, изъ которыхъ каждая безко- 
нечно мала по сравненю съ предыдущей; такимъ образомъ, мы 
получаемъ рядъ качественно различныхъ системъ величинъ. 


Впрочемъ, у Лейбница это воззрЪюе отнюдь не является 
единственнымь; во многихъ случаяхъ у него выступаеть 
на первый планъ точка зря приближеннаго опред 51 [8 
н1я, согласно которой дифференц!алъ ах предота. 
вляетъ конечный, но столь малый отрЪзо Ок, ЧТО 
вдоль него отклонен!е кривой отъ кас тельной 
‚совершенно незамЪтно, неуловимо. Эти метафизиче- 
сыя спекулящи представляютъ, разумЪется, лишь идеализацио 
простыхъ психологическихъ фактовъ, иИМЮЩИХЬ здфеь место. 


АС 
__ 
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Совершенно отдЪльно стоить у Лейбница трети взглядъ, 
который, пожалуй, наиболЪе для него характеренъ; это — фор- 
мальное представлене. Я уже не разъ имфлъ случай 
отмЪтить, что въ лицЪ Лейбница мы должны видЪть осно- 
вателя формальной математики. Идея, о которой 
идеть рЪчь, заключается въ слфдующемъ: совершенно безраз- 
лично, какое именно значене имфютъ дифференталы и даже 
имфють ли они таковое вообще, лишь бы были соотвЪтствен- 
нымъ образомъ опредЪлены правила дЪйств!Й съ ними; въ такомъ 
случа, если поступать съ дифференщалами согласно правиламъ, 
то должно, во всякомъ случаЪ, получиться нЪчто разумное, пра- 
вильное. При. этомь Лейбницьъ постоянно указываетъ на ана- 
лог1ю съ комплексными числами, о которыхъ у него были вполн% 
соотвЪтственныя представленя. Говоря о правилахъ дъй- 
ств1Йй съ дифференц!алами, мы имфемъ въ виду, глав- 
нымъ образомъ, формулу: 


Уи Раю —Г(а) = @«). ах; 


теорема о среднемъ значен!и показываетъ, что эта формула бу- 
детъ вфрна только въ томъ случаф, если написать въ ней 
Г (6. 4х) вмЖето Г’ (х); но содержащаяся здфсь ошибка есть 
безконечно-малая величина высшаго (второго) 
порядка, а на так!1я величины — и въ этомъ заключается 
главное формальное правило—не должно обращать вни- 
ман1я при вычислен!1яхъ съ дифференц1алами. 
Самыя важныя работы, опубликованныя Лейб- 
ницомъ, помфщены въ знаменитомъ научномъ журналЪ „Асфа 
еги1фогиш“ за 1684, 1695 и 1712 годы *). Въ первомъ изъ 
этихъ томовъ находится статья подъ затлавемъ „Мота шеодиз 
рго тахии1$ её шшшиз“ (стр. 467 и сл.); она представляетъ 
собой первое вообще печатное произведеше, посвященное диффе- &У 
‘енщальному исчисленю, а именно Лейбницъ излагаетъ въ вы. 
ней попросту правила дифференцированя. Позднфйния раб увы 
даютъ также разъяснемя принцип1альнаго х пракора, 
въ которыхъ особенно замЪтно выступаетъ фор к а ьная 
№ 


*) Частью переведены въ собран!и: Озфама]аз Ка ©. № 162 
(Негалзбе5. уоп @. Коммем8, Пери: 1908). $ 
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точка зр$Ё ния. Въ особенности характерна въ этомъ отношеви 
небольшая работа, напечатанная въ 1712 году"), т.е. въ посл д- 
н1е годы жизни Лейбница; въ ней Лейбниц ъ говорить 
пакъ разъ о теоремахъ и опредзленяхъ, которыя суть лишь „40- 
]егашег уега“ или, по-французски, „раззаез“: „Васогет диет 
поп зизипевф, пафепф {фашеп изит тастиш ш сас]ап4о еф а абет 
шуешеп1 ишуегзезцие сопсерз уа]епф“ („ибо они не выдер- 
живаютъ строгой критики, но тфмъ не менфе находятъ большое 
прим$неше въ вычислешяхъ и годятся, какъ эвристическое сред- 
ство и для уясненя общихъ понят)“. Это Лейбницъ относитъ 
кавкъ къ комплекснымъ числамъ, такъ и къ безконечности; на- 
примзръ, когда мы говоримъ о безконечно-маломъ, то „соттло- 
Кам ехргезз1юз зеа БгеуПоди1о шещаЙз шзегуйпииз, зе@ поп 
1131 юегащег уега 1одайиит, Чиае ехрПсайопе г1о1Аатбит“ („поль- 
зуемся ими для удобства выражен!я и для сокращевя рЪчи, но 
высказываемъ лишь отвосительныя истины, которыя укр$пляются 
объяснешемъ“). 

3) Начиная съ Лейбница, новое исчислене быстро рас- 
пространяется по континенту, при чемъ каждая изъ трехъ его по- 
становокъ находить своихъ представителей. Прежде всего я 
долженъ назвать первое руководство по дифферен- 
ц1альному исчислен!ю, какое только было вообще опубли- 
ковано; это— „Апа|узе 4ез 1пЁ1п1меш% реф! фз ропг Г1т- 
фе111хепсе 4ез сопгрез“ (Раг1з, 1696, 2 64. 1715) маркиза 
Делопиталя (ае ГНозрИа), одного изъ учениковъ Ивана Бер- 
нулли, который, съ своей стороны, поразительно быстро перенялъ 
новыя идеи оть Лейбница. Въ этой книг% проводится точка 
зр$н1я приближеннаго опред%лен!я; такъ, напри- 
мЗръ, кривую Делопиталь разсматриваетъ, какъ многоуголь- 
никъ съ очень малыми сторонами, —касательную, какъ продолжене 
такой стороны (стр. 11). — Распространен1ю дифференщальнаго 
исчислешя Лейбница въ Германи особенно содьйстровать 
Христ!анъ Вольфъ (Сзйап УоШ) въ Галл С(Найе), 
опубликовавиий содержаве своихъ лекшй въ „Еешенцеа а Везеоз 
ишуегзае“ ="). Вольфъ въ самомъ началз бориииьниыий 

*) „ОБзегуаНо...; её @е уего зепзи Мебод!о шипиезитанз“, рас. 
167 — 169. ох 


**) Впервые появились въ 1710 году. Новое издан!е: Ед. поу. 
НаПае, Мазаеропге1ае, 1742, рад. 545. 
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счислешя вводитъ дифференщалы Лейбница, но при этомъ 
особенно подчеркиваетъ, что они не имвють никакого реаль- 
наго эквивалента. А относительно всего того, что для на- 
шего воспраят1я является безконечно-малымъ, онъ проводить 
снова исключительно точку зрзюя приближеннаго опред$левпя. 
Такъ, въ видЪ прим$ра Вольфуъ говоритъ, что высота горы 
не испытаетъ изм$ненля, замЪтнаго для практическаго измЪретя, 
если снять съ нея или прибавить пылинку. 

4) Нер$дко встрЗчается также метафизическое пред- 
ставлен1е, приписывающее дифференщаламъ реальное суще- 
ствован1е. Особенно оно ряспространено среди философовъ; но и 
среди представителей математической физики оно находить не 
мало приверженцевъ. Ёъ числу посл$днихъ принадлежалъ, между 
прочимъ, Пуассонъ (Ро13501), который въ предислов1и къ своему 
знаменитому трактату по механик („Тгабе 4е шеёсап1ае“, 2-ое 
изд., Раг1з, 1833, 6. Г, стр. 14) въ очень категорической формз вы- 
сказывается въ томъ смыслЪ, что безконечно-малыя величины 
не только представляютъ оруд!е изслдовавя, но даже вполн$ 
реально существуютъ. 

5) ВЪроятно, вслЗдетв1е философской традищи, это предета- 
влене перешло въ популярную учебную литературу 
и играеть въ ней большую роль и по @ю пору. Для примЗра я 
назову учебникь Любсена (ГАзеп) „Введене въ исчислене 
безконечно-малыхъ*“ *), впервые появивпийся въ 1855 году и съ 
тъхъ поръ им$впий долгое время— быть можетъ, и теперь еще — 
необычайное вщян!1е на шировме круги публики; въ мое время, 
несомн$нно, всяюмй — въ ученическе годы или позже — бралъ въ 
руки эту книгу, и мног!е изъ нея впервые почерпнули побуждене къ 
дальнфйшему изученню математики. Любсенъ сперва опредЗ- 
ляетт, производную при помощи понятя о предЪлЪ, но на ряду 
съ этимъ, начиная со второго изданйя, помфщаетъ то, что онъ 


° < 
считаетъ истиннымъ исчислен1емъ безконечно- ма. 
лыхъЪ, — мистическ1я операц1и надъ ды 


малыми величинами. СоотвЪтетвующия главы помбчены 
звЪздочкой въ знакъ того, что оч не содержать новаго `мале- 
р1ала. Эдфсь дифференщалы вводятся, какъ послёдизя али, ко- 
*) „Еиебите ш 41е шйо{езпта]гесвиап =“, 8 Аи: Ферио, 1899. 
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торыя возникаютъ, напримфръ, при послздовательномъ дфленш 
конечной величины пополамъ, въ безконечномъ, неподдающемся 
опредЪлен!ю числЪ; каждая изъ такихъ долей, „хотя и отлична 
отъ абсолютнаго нуля, но не поддается установлению; она пред- 
ставляетъ собой безконечно-малую (шИпЦезйна!отбззе), дуновен!е, 
мгновен!е“; далфе слфдуеть англ!йская цитата: „Безконечно- 
малое — это духъ отошедшей величины“ (стр. 59, 60). Дальше, 
въ другомъ м$етЪ (стр. 76) читаемъ еще: „Методъ безконечно- 
малыхЪъ, какъ видитъ читатель, очень тонклй, но правильный. Если 
же это недостаточно явствуетъ изъ предыдущаго и послЪдую- 
цаго, то причиной этого являются недостатки нашего изложеня“. 
Весьма интересно познакомиться съ этими разсуждеюмями ближе. 

Для сопоставленя я назову еще распространенный „Курсъ 
Опытной Физики“ Вюлльнера”), въ которомъ первому тому 
предиослано краткое изложеше дифференщальнаго и интегральнаго 
исчисленя; этимъ авторъ имфетъ въ виду дать возможность озна- 
комиться съ необходимыми для физики свЪдЪюпями изъ анализа 
безконечно-малыхъ естественникамъ и медикамъ, которые въ гим- 
нази не пр1обрфзли этихъ знанй. Вюлльнеръ начинаетъ 
(стр. 31) съ опредфлен1я того, что такое безконечно-малая вели- 
чина Дх, и затфмъ переходитъ къ болЪе трудному опредзленю 
второго дифференщала 4х. Просмотрите это введене съ точки 
зр$1я математика и подумайте о томъ, какое получается проти- 
ворЪч1е: въ школЪ изгоняютъ анализъ безконечно-малыхЪ, какъ 
слишкомъ трудный предметъ, а потомъ приходится постигнуть 
его при помощи такого рода изложеная на 10 страницахъ, не 
только совершенно неудовлетворительнаго, но и крайне труднаго 
для пониманя. 

Причину живучести подобныхъ воззръей наряду съ мате- 
матически-точнымъ методомъ предфловъ надо искать въ весьма 
распространенной потребности заглянуть, минуя абстрактно- о 
ческя разсужден1я способа пред$ловъ, поглубже въ самую: ар Ии- 
роду непрерывныхъ величинъ; желаютъ составить веб о 
ней болЪе конкретныя представлеюя, чЪмъ Т$, который возни- 
каютъ, когда мы подчеркиваемъ только психологичесве моменты, 
опредфляющие понят1е о пред$лЪ. Въ этомъ отлей характеренъ 


*) Уи пщег, „ГевграсЬ @ег Кхропаеирзы 6. Ли[., [е1р- 
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одинъ афоризмъ, который, насколько я знаю, принадлежитъ фи- 
лософу Гегелю и въ прежнее время часто повторялся въ кни- 
гахъ и лекщяхъ; онъ утверждаетъ, что функц1я у==/(х) изо- 
бражаетъ быт!е (аз эет) вещей, а производная — 
ихъ становлен1е (4аз \!ег4епт). Конечно, въ этомъ утвер- 
ждени есть нЪчто заманчивое; но только надо ясно сознавать, 
что подобныя фразы нисколько не содфйствуютъ дальнфйшему 
развит!ю математики, ибо послфдняя нуждается въ бол$е точныхъ 
понят1яхЪ. 

Въ новЪйшей математик „актуально“ безконечно- 
малыя величины снова попали въ честь, но только въ со- 
вершенно иномъ порядЕк идей; именно мы встрЪчаемъ ихъ въ 
геометрическихъ изсл$ дован!яхъ Веронезе (\Уе- 
гопезе), а также въ „Основан1яхъ Геометрти“ („Отипа- 
]асеп ег СЧеотейе“, 2. Ашй., Гери» 1903) Гильберта (Н1- 
фегЕ). Идея, которую я имЪю въ виду, въ самыхъ краткихъ словахъ 
сводится къ слфдующему. Разсматриваютъ геометр1ю, въ кото- 
рой задан1е х =а (а— обыкновенное вещественное число), опре- 
дфляетъ собой не одну только точку оси х-овъ, а безконеч- 
ное множество точекъ, абсциссы которыхъ отличаются между со- 
бой на конечныя кратныя безконечно-малыхъ величинъ различ- 


ныхъ порядковъ 17, &...; такимъ образомъ, точка будетъ 
опред лена, если дано 

х=а-- 9 --с5--. 
гдф а, 6, с,... означаютъ обыкновенныя веществен- 


ныя числа. У Гильберта вопросъ поставленъ Такъ; онъ 
устанавливаетъ относительно введенныхъ такимъ образомъ вели- 
чинъ особыя положен1я въ качествЪ аксюмъ и при ихъ помощи 
обнаруживаетъ, что съ ними можно оперировать безъ 
риска впасть во внутреннее противорЪ че. Самый 
важный моментъ представляеть при этомъ надлежацИй выборъ © 
критеревъ сравненя числа х и второго числа х.=а 7-Е с, 5... 
Прежде всего, конечно, устанавливаютъ, что х > или < 
если а > или «< а,; если же а=а,, то вопросъ образ 
нен!1и величинъ р$ёшаютъ вторые ира ие нты 
въ томъ смысл$, что х=м, если б=Ы,; би же и 
$ —=6,, то коэффиц!енты с даютъ р шен]е вопроса 


ох $ 
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и т. д. Вы поймете это лучше всего, если не будете пытаться 
связывать съ написанными буквами никакихъ особенныхъ пред- 
ставленй. 

Оказывается, что съ такими объектами можно оперировать 
по этимъ и еще другимъ, указываемымъ далфе, правиламъ совер- 
шенно аналогично тому, какъ оперируютъ съ конечными числами; 
при этомъ отпадаетъ только одна существенно важная теорема, 
имъющая МЗсто въ системв обыкновенныхъь вещественныхъ 
чиселъ, а именно теорема, гласящая, что ко всякимъ двумъ но- 
ложительнымъ числамъ си а, какъ бы мало ни было первое изъ 
нихЪ и какь бы велико ни было второе, можно подыскать такое 
цзлое число и, чтобы было ис > а. Въ данномъ случаЪ изъ при- 
веденныхъ опредфлен1й непосредственно вытекаетъ, что любое 
конечное кратное #.7 величины 7 всегда будетъ 
меньше всякаго конечнаго положительнаго числа 
а; это именно свойство и характеризуетъ 7, какъ безконечно-ма- 
лую величину. Точно такъ же всегда #.&< 1, т.е. & есть без- 
конечно -малая величина высшаго порядка, чмъ 
7. Такую систему чиселъ называютъ не-архимедовой, такъ 
какъ упомянутую теорему о конечныхъ числахъ называютъ 
акс10омой Архимеда; Архимедъ устанавливаетъ ее, какъ 
педоказуемое— вЪрнфе, какъ не допускающее дальнфйшаго дока- 
зательства— основное допущен1е относительно конечныхъ чиселъ. 
Тотъ фактъ, что эта акс1ома перестаетъ имфть мЪсто, является 
характернымъ моментомъ для появлен1я акту- 
ально безконечно-малыхъ величинъ. Впрочемъ, при- 
своен1е этой акс1ом$ имени Архимеда, какъ и большинство 
другихъ именныхъ обозначен, является исторически неточнымъ: 
уже за сто лфть до Архимеда ее высказаль Евклидъ, ко- 
торый, повидимому, тоже не самъ ее нашелъ, а заимствовалъ, 
какъ и очень мноМя другя изъ свопхъ теоремъ, у Евдокса 


А) 


Родосскаго. в 

Изучеше не-архимедовыхъ величинъ, примёняемыхъ, Въ 0с0- 
бенности, въ качествЪ координатъ для построешя  „н®архи- 
медовой геометр!и“, имфетъ цфлью боле глубокое про- 
никновеше въ сущность т$хъ положевй, которыми устана- 
вливается непрерывность, и принадлежитъ къ © ширной групп 
изслЪдован1й о логической зависимости Ва акс1омъ обык- 
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новенной геометр1и и ариеметики; съ этой цфлью обыкновенно 
строятъ такую искусственную числовую систему, въ которой иметь 
мЪето только часть всЪхъ аксомъ, и изъ этого заключаютъ о ло- 
гической независимости прочихъ аксомь отъ первыхъ. 

Естественно возникаеть вопросъ о томъ, нельзя ли 
распространить на так1я числовыя системы ана- 
лизъ безконечно-малыхъ въ строгой современной 
его постановк5$; другими словами, нельзя ли построить сво- 
его рода не-архимедовъ Анализъ. Первая и самая глаз- 
ная задача заключалась бы въ доказательств, на основанйи при- 
нятыхъ акс1омъ, теоремы о среднемъ значенш: /(х-- 7) — /(х) = 
—=й./” (м 01). Я не хочу утверждать, что въ этомъ направле- 
ни успзхъ невозможенъ, но во, всякомъ случа, до сихъ поръ 
никому изъ тЪхъ (а ихъ не мало!), кто занимается актуально без- 
конечно-малыми величинами, не удалось добиться какихъ-либо 
положительныхъ результатовъ въ этомъ направлении. 

Чтобы помочь вамъ лучше орентироваться, я замЪчу еще, 
что со времени Коши терминъ „безконечно-малый“ стали упо- 
треблять въ современныхъ учебникахъ въ другомъ смыслЪ. А 
именно, теперь никогда не говорятъ, что величина безконеч- 
но-мала, но говорять лишь, что она становится безко- 
нечно-малой, и видятъ въ этомъ лишь удобное сокращенное обо- 
значен1е того обстоятельства, что разсматриваемая величина не- 
ограниченно убываетъ, стремясь къ нулю. 

Теперь я долженъ упомянуть еще о той реакц!и, кото- 
рую вызвало такое обоснован!е анализа на понят!и о безконечно- 
малыхъ величинахъ. Въ этихъ представленяхъ очень скоро по- 
чувствовали что-то мистическое, недоказуемое; въ результат® 
нер$дко возникало даже предуб$ ждете, будто дифференщальное 
счислен!е является особой философской системой, которую нельзя 
доказать, но въ которую можно только вфрить, или Даже прямо- 
таки, выражаясь грубо, — подвохомъ, плутней. НаиболЪе раки 
критикомъ въ этомъ смыелЪ является философъ Бёркли г 
К@еу), который въ небольшой книжкВ подъ заглавемъ, „АЖ а- 
листъ“ *) въ весьма забавной форм$ вышучиваетъ н немоности, 

париви!я въ то время въ математик. При этом ОВ бркли 
ИСХОДИТЬ ИЗЪ ТОЙ Мысли, что по отношеню къ принципамь И 


*) „Гре апа1узё“, Гопдоп, 1734. о 
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методамъ математики критика должна предоставить себф такую 
же свободу, какую математики прим$няютъ, въ свою очередь, 
къ тайнамъ религи, и зат$мъ самымъ ожесточеннымъ образомъ 
нападаетъ на всЪ методы новаго Анализа — какъ на исчислене 
флюксй, такъ и на оперироваше съ дифференщалами; въ ре- 
зультатЪ онъ приходитъ къ тому выводу, что все построен!е 
Анализа неясно и совершенно непонятно. 

Подобныя воззрЪн1я сохранились и До настоящаго времени 
именно среди философовъ; они все еще знаютъ лишь опе- 
рати съ дифференщалами и совершенно не усвоили себЪ способа 
предЪловъ, разработаннаго въ новфйшее время до полной стро- 
гости. Для примфра, позвольте мн процитировать одно только 
мЪсто изъ книги Баумана „Пространство, время и матема- 
тика“ *), напечатанной въ шестидесятыхъ годахъ: „такимъ обра- 
зомъ, мы отвергаемъ то логическое и метафизическое обоснование, 
которое далъ Счислен!ю (Как!) Лейбницъ, но самаго Счисле- 
ня мы не касаемся. Мы считаемъ его генальнымъ изобрЪтешемъ, 
оправдавшимъ себя на практик, скорфе искусствомъ, ч6мъ нау- 
кой; построить его чисто логически невозможно, изъ элементовъ 
обыкновенной математики оно не получается. . .“ 

Этой же реакщей противъ дифференщаловъ слфдуеть объ- 
яснять и не разъ уже упомянутую нами попытку Лагранжа (въ 
его „ТЬвоме 4ез !опсМопз апауЯ4иез“), которая представляется 
намъ теперь опять въ новомъ освзщеши. Лагранжъ хочетъ 
совершенно удалить изъ теор1и не только безконечно-малыя ве- 
личины, но и вообще всф предЪльные переходы; онъ ограничи- 
вается раземотр5емъ такихъ функщй, которыя можно опредълить 
посредствомъ степенныхъ рядовъ: 


@ = а л-намаж-... 
& ихъ „производныя функц!и я. (х)“ (Лагранжъ не 
 признаеть производной, какъ отношеютя дифференщаловъ и 8 


ау - 
употребляетъь символа о опред$ляеть чисто формальным обра- 


зомъ, а именно посредствомъ новаго степенного ряд СС 


м) =а--2а. {За ж-|. и 


*) Вапшапи. „Ваиш, 7е% пп мььноня ВегИп, 1869, Ва. П, 
стр. 55. 5 


© 


359 


Въ соотвЪтетв1и съ этимъ, онъ говорить не о дифференцаль- 
номъ исчислени, а объ „исчислен1и производных“ 
(ДетуаНопзса]ет]). Но, конечно, такое изложенше не могло долго 
удовлетворять математиковъ. ДФйствительно, съ одной стороны, 
опредфлене функщи, принимаемое Лагранжемъ, слишкомъ 
узко, какъ мы это выше подробно выясняли; а съ другой сторопы, 
и это наиболфе важно, тая исключительно формальныя опредз- 
леня дзлаютъ невозможнымъ болЪе глубокое понимаше сущности 
понят1я о производной или объ интеграл; они совершенно не при- 
нимаютъ во вниман!е того, что мы назвали психологиче- 
скимъ моментомъ; вопросъ о томъ, почему занимаются 
именно такими своебразными „производными“ рядами, остается 
безъ отвЗта. Наконецъ, безъ изученмя предзловъ можно обойтись 
только въ томъ случаз, если оставить совершенно безъ 
вниман1я вопросъ о сходимости этихъ степен- 
ныхъ рядовъ; но лишь только мы захотимъ заняться этимъ 
вопросомъ, — а это является, конечно, необходимымъ для ДЪй- 
ствительнаго прим$неня рядовъ, — какъ увидимъ себя вынужден- 
ными прибЪ гнуть къ тому же самому понят!ю о пре- 
дЪл, ради устраненая котораго и придумана вся система. 
Этимъ я закончу кратый историчесюяй очеркъ развитя 
анализа безконечно-малыхъ; я по необходимости ограничился 
т$мъ, что отмЪтилъ значене наиболЪе выдающихся людей, играв- 
шихъ руководящую роль. Конечно, такой очеркъ слфдовало бы 
дополнить болфе подробнымъ изученемъ литературы этого пер!ода. 
Много интересныхъ въ этомъ смыслЪ указашй вы можете найти 
въ реферат Симона (Мах 51тот), представленномъ съ$зду 
Естествоиспытателей въ 1896 году въ ФранкфуртЪ, подъ загла- 
в1емъ: „Въ истори и философи дифференщальнаго счисленя“. 
Если въ заключене мы окинемъ быстрымъ взглядомъ от- 
ношен1е школьнаго преподаван1я къ исчислен!1ю 
безконечно-малыхът, то увидимъ, что на первомъ отразился ку 
весь ходъ развит!я послЗднаго. Всюду, гдЪ въ прежнее время к о” 
мались въ школ$ анализомъ безконечно-малыхЪъ, мы ВИДИМ, 
судя, по крайней мЪрЪ, по учебникамъ, а иначе и нельзя; отит 
о ДВлЬ преподаваня, —полное отсутств1е ясна ‹0’пред- 
ставлен!1я о точномъ научномъ постров! 1и ана- 


лиза безконечно-малыхъ при в ода пре- 
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дЪловъ; этотъ методъ выступалъ лишь въ болфе или мен$е рас- 
плывчатомъ видф; на первомъ план стояли операщи съ без- 
конечно-малыми величинами, а подчасъ и исчислене производ- 
ныхъ,какъ его понимаеть Лагранжъ. РазумЗется, такое препода- 
ванйе было лишено не только строгости, но и доступности, и нЪтъ 
ничего удивительнаго въ томъ, что постенно стало распроетра- 
нятьея весьма р%зкое отрицательное отношен1е къ преподаванпо 
анализа въ школф. Въ семидесятыхъ и восьмидесятых тодахъ 
дошли даже до прямого запрещеня преподавать анализъ, ее 
исключая и реальныхъ школъ. 

Но это, конечно, не помЪиало, какъ я уже раньше имёлъЪ 
случай отм$®тить, прим$нен1ю способа предзловт въ 
школ въ тфхъ случаяхъ, когда въ немъ оказывалась необхо- 
димость; но только при этомъ избфгали самаго названя или даже 
иной разъ, пожалуй, думали, что занимаются чЪмъ-то другимъ. 
Я приведу только три прим%ра, которые большинству изъ 
васъ знакомы изъ вашего школьнаго времени: 

а) ОбщеизвЪетно0ое вычислен!е длины окружности 
и площади круга по способу приближевшя къ кругу посред- 
ствомъ вписанныхъ и описанныхъ правильныхъ многоугольниковъ 
представляетъ, конечно, точное интегрирован!е. Какъ 
извзстно, этотъ способъ весьма древняго происхождеюя, а именно 
принадлежить Архимеду; этому своему возрасту, восходящему 
до античной эпохи, онъ и обязанъ тфмъ, что сохранился въ школЪ. 

Ь) Преподаван!е физики, въ особенности ея механическаго 
отдзла, нуждается безусловно въ понятмяхъ о скорости и уско- 
рени и въ ихъ прим$нени къ законамъ паден1я т$лъ. Но 
ихъ выводъ представляетъ не что иное, какьъ интегрированте 
дифференц1альнаго уравнен!я =” =2, приводящее 
къ функщи 2=12й а 6, гфаи ф суть постоянныя инте- 
грирован1я. Этотъ выводъ школа вынуждена дать въ виду требо- 
ванй, предъявляемыхъ физикой, и тЪ методы, каке школа три- 
мфняетъ, представляютъ, конечно, болЪе или менЪе точные мо- 
тоды интегрирован1я, но только въ замаскированномъ Вад 

с) Во многихъ школахъ сЪверной Гермаши проходять тео- 
р1ю шах!та и ш!п1шща по способу, котор (> называютъ 
тамъ методомь Шельбаха (ЭспеШасв), вы: м щагося педа- 
гога-математика, о которомъ всЪ вы, Вр лы кали. Этотъ спо- 


© <, 
к 
‚_ 
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собъ состоитъ въ томъ, что для нахожденя ехтеша фупкщи 
у=7(^) полагаютъ: 


| 


=, хх 


в 5“) = 0; 

но это вЪфдь и есть методъ дифференщальнаго исчислен1я съ тою 
лишь разницей, что не произносятъ слова „производная“. Самъ 
Шельбахъ воспользовался, конечно, этимъ премомъ въ такомъ 
видф, когда преподаване дифференщальнаго исчислен1я въ шко- 
лахъ было запрещено, а онъ не захотфлъ отказаться отъ этихъ 
идей. Но его ученики переняли прлемъ отъ него въ томъ же 
видф, назвали его по имени учителя, и такимъ образомъ — это 
дБлается даже еще и теперь — ученикамъ преподносятъ, какъ 
открыте Шельбаха, вещи, которыя были извЪстны Лейб- 
ницу и Ньютону. 


Позвольте мнЪф въ связи съ этимъ охарактеризовать отно- 
шене къ этому вопросу нашихъ реформаторскихъ стре- 
млен1й, которыя въ настоящее время встр$Зчаютъ въ Германии, 
какъ и въ другихъ странахъ — въ особенности во Франщи, все 
больше и больше сочувств!я и, надо надЪфяться, будутъ играть 
руководящую роль въ преподаванйи математики въ ближайния 
десятилзт1я. Мы хотимъ, чтобы понят!я, обознача- 


ЗА В 
емыя символами у=.(х), 7.’ ./ 74% стали знакомы 
ЯХ * 


ученику вм$ ст съ этими обозначен1ями, но не въ 
видЪ новой абстрактной дисциплины, а въ органи- 
ческой связи со вс$мъ преподаван1емъ; при этомъ 
нужно подвигаться впередъ постепенно, начиная 
съ самыхъ простыхъ примЪровъ. Такъ, въ 4-мъи 5-мЪъ 
классахЪ надо начинать съ подробнаго изучен1я функщи у =ах-б 
при опредфленныхъ численныхъ значеняхъ коэффищентовъ 


прин этомъ нужно стараться постепенно выяснить учащимой° 

понят! о подъем или падеши кривой и о площади. Въс1б- 

слфднемъ классв можно будетъ сдЪлать обпий обзоръ прюбр5- 

тенныхъ такимъ образомъ знай, при чемъ само собой обнару- 

жится, что ученики вполнз владфють ос а ИЛИ НА- 

чатками анализа безконечно- малых Главная ЦЪлЬ 
ве. 


а, 6 и функши у==л?, пользуясь клЪтчатой бумагой; © 
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при этомъ должна заключаться въ томъ, чтобы выяснить ученику, 
что зд$еь нЪтъ ничего мистическаго, что весе это простыя вещи, 
который всяюЙ можетъ понять. 

Неоспоримая необходимость такихъ реформъ явствуетъ изъ 
того, что они имфютъ въ виду выяснене тЪхъ математическихъ 
понятий, которыя и теперь господствуютъ во всЪхъ безъ 
исключен!1я приложен!1яхъ математики во всевоз- 
можныхъ областяхъ и безъ которыхъ совершенно теряетъ 
почву всякое обучене въ высшей школ, начиная съ простЪйшихъЪ 
занятй по опытной физик. Я могу ограничиться здЪфсь этими 
краткими замЪчан1ями, тфмъ болфе, что какъ разъ этотъ вопросъ 
подробно разобранъ въ книг К1е!1п-Зен!мтаск (ем. прим$- 
чан!е на стр. 3). 

Чтобы показать приложене этихъ общихъ разсуждей къ 
конкретнымъ вещамъ, я разберу подробнфе одинъ изъ вопросовъ 
исчислен1я безконечно-малыхъ, а именно теорему Тэйлора 


(Тау]ог). 


2. Теорема Тэйлора. 


Обращаясь къ этому вопросу, я отклонюсь отъ изложеня, 
обычно принятаго въ учебникахъ, въ томъ же направлен!и, какъ 
и выше въ главЪ о тригонометрическихъ рядахъ; а именно, на 
первый планъ я поставлю конечный рядъ, важный въ прак- 
тическомъ отношении, и наглядное выяснен!я всего 
матер1ала при помощи чертежей. Благодаря этому 
все пр!обрзтаетъ вполнз элементарный характеръ и становитея 
весьма понятнымъ. 

Я исхожу изъ такого вопроса: нельзя ли приближенно 
изобразить ходъ любой кривой у=/(х), на нЪкото- 
ромъ ея протяжен!и, при помощи другихтъ возмож 
но бол%е простыхъ кривыхъ? Проще всего было бы 
замзнить кривую въ окрестности точки х=а прямолиней ноя 
касательной къ ней въ этой точкЪ: ` ©5°” 


У 
ь © 
е® 
такъ именно и поступаютъ въ физик и дру г Ех прило- 
о 


жен!яхъ всямй разъ, когда при разложени `функци въ рядъ 
сохраняютъ только первыя степени независимой перемзнной, а 
со 
м. 


№. 
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остальныя отбрасываютъ. Можно получить подобнымъ же обра- 
зомьъ еще лучш!1я приближен!я, если воспользоваться 
параболами 2-го, 3-го,... порядка: 


У= А Ва С, у= А4-Ве- С Рай,..., 


или, выражаясь аналитически, многочленами высшихъ 
степеней; примЪнене ихъ особенно цЪлесообразно по той при- 
чин%, что ихъ удобнфе всего вычислять. Мы будемъ такъ про- 
водить эти кривыя, чтобы он примыкали какъ можно 
тф$снзе къ данной кривой въ Точк$ х=а, т. е. 0у- 
демъ брать соприкасающтяся параболы. Такъ, напри- 
м$ръ, парабола 2-го порядка будеть имЪть съ кривой 
у = /(х) не только общую ординату, но и одинаковыя первую и 
вторую производную (т. е. будетъ „соприкасаться“ съ нею); 


Х= “ 
Рис. 86. 


кубической параболы также и третья производная будетъ совпа- 
дать съ 3-ей производной функщи у == (^). Простое вычислене 
даеть для соприкасающейся параболы и-го порядка 
такое аналитическое выражеше: 


7 (#2) 
у=ле--^ @ @ „_ г- Е = ен аи и 
ре 
[== 1, 25.35 <” 


а это какъ разъ первые и членовъ ряда Тэйлоря. 
ИзслЪдован1е вопроса о томъ, представляю» ЛИ ЭТИ 
многочлены годныя къ употреблен!ю приближен- 


ныя кривыя, и, если представляютъ, то хх ВФ „Какой именно 
к < 
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формЪ, —это изслВдован1е мы начнемъ съ разсуждений скорЪе опыт- 
наго характера, какъ и въ случаЪ тригонометрическихъ рядовъ 
{стр. 317 — 318). Я могу показать вамъ на экран нЪ$Ъеколько 
чертежей соприкасающихся параболъ первыхъ порядковъ 
для нфкоторыхъ проетыхъ кривыхъ, которые изготовилъ также 
г. Шиммакъ. Это, прежде всего, слфдующ1я 4 функц!и 
вмЪст$ съ ихъ соприкасающимися параболами въ точкз 0; воЪ 
он% имфють при х = —1 особую точку: 


1) 102 (1-х) = 


2) а--Юф 1-я 
3) арх =1 из... 


4) (1--л)-? =1— 2 32 —4^х3-|-... 


ч- (1 -. 1% 
Рис. 88. 


Ч$мъ выше порядокъ соприкасающихея параболъ, тфмЪъ 
больше онЪ приближаются къ оригинальной кривой въ проме-. 
жуткЪ (--1,-—- 1); но замЪчательно, что справа отъ х— ров 
отклоняютея отъ кривой вверхъ или внизъ тфмъ сильнфе ея ЬмЪ 
выше ихъ порядокъ (см. рис. 87 — 90). 557 

Въ особой точкВ х- — 1, въ которой ф и 1), 3), 
4) становятся безконечно-большими, ординаты поблфдовательныхь 
соприкасающихея параболъ принимаютъ все .б0 ьшя и большйя 
значення. Во второмъ же случа$, въ которомь” кривая, изобра- 


\ 
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жаемая оригинальной функшей, имЗетъ въ точкЗ х = — 1 вер- 
тикальную касательную и не имфетъ продолжен1я влФво отъ этой 
точки, послфдовательныя параболы, хотя и продолжаются влЪво 
ОТ ЭТОЙ ТОЧКИ, но все болЗе им болфе приближаются въ ней къ 
оригинальной кривой, все круче и круче опускаясь книзу. Въ 
симметрично расположенной точк8 х=—= 1 въ первыхъ двухъ 
случаяхъ параболы примыкаютъ все ближе и ближе къ ориги- 


Ш. А 


Ааа пы а 


\- (1+ х) * 
Рис. 89. 


нальнымъ кривымъ; въ 3-емъ случа ихъ ординаты поперем%нно 
равны 1 и 0, а ордината оригинальной кривой равна +1; въ 4-мъ 
случаВ параболы получаютъ поперем$нно положительныя и отри- 
цательныя значешя, раступйя до безконечности. 

Кром того, у меня здесь имфются чертежи соприкасаю- < 
щихся параболъ для двухъ цфлыхъ трансцендентных 


функц1й: А” 
хо 4 43 к” 
5) ее —1 рН ь: З- ое  — 
) Пат < 
ши"... 
ча т 0” 
2 
АС 
ху 


_808. 

Вы видите, что протяжене, на которомъ соприкасающйяся пара- 
болы представляютъ годныя приближеня къ оригинальной кривой, 
становится т$мъ больше, чфмъ выше ихъ порядокъ. Въ случаз 
функщи эш х особенно 
ясно видно, какъ па- 
раболы стараются все 
больше и больше под- 
ражать  колебаямъ 
синусоиды. 

ЗамЪчу, что вы- 
черчиван!е подобныхъ 
кривыхъ для наиболЪе 
простыхъ случаевъ 
представляетъ, пожа- 
луй, подходящий мате- 
рлалъ и для школы. 

Собравши, — та- 2% 
кимъ образомъ, опыт- 3 
ный матерлалъ, мы Рив 


Хх 


т А 


Рис. 92. 5 ©° 
©) 
должны теперь перейти къ разсмотр $ н1ю вошроса СЪ 
математической точки зр%ён!я. Здфсь, «прежде всего, 
возникаетъ крайне важный въ практическомъ отношени вопросъ 
о той ТОЧНОСТИ, СЪ КАакою вообще ‘соприкасаю- 


А `7 
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щаяся парабола и-го порядка изображаетъ ори- 
гинальную кривую, -— такъ называемая оц$ нка погр$и- 
ности или остатка; сюда же примыкаетъ, конечно, вопросъ о 
переход къ безконечно большому я: нельзя ли при по- 
мощи безконечнаго степенного ряда точно изо- 
бразить данную кривую? 

Я могу здЪеь ограничиться т$мъ, что приведу наиболЪе 
извзстную теорему о величинЪ остатка 


о, 


№» (х)=(х = 
выводъ ея вы найдете во всякомъ учебникз; кромЪ того, я вернусь 
еще позже къ этому, исходя изъ болфе общей точки зрЪня. 
Между а их существуетъ такое промежуточное 
значен!е & что Л, (х) можно представить въ такомъ 
ВИДБ: 


Ю,„ (х) = Е Е, ». 


Вопросъ о переходЪ къ безконечному ряду сводится теперь не- 
посредственно къ вопросу о томъ, стремится ли этотъ остатокъ 
Г, (х) при безпредфльномъ возрастани я къ предфлу 0 или нЪтЪ. 

Въ примфнеши къ нашимъ примфрамъ отсюда вны- 
водятъ, — и это вы тоже найдете во всякомъ учебник, — что 
прежде всего въ 5) и 6) примЪрахъ безконечный рядъ сходится 
для всфхъ значевшй х. Что же касается первыхъ четырехъ примф- 
ровъ, то оказывается, что безконечный рядъ сходится для всЪхъЪ 
значен]й х, заключенныхъь между 1 и — 1, при чемъ сумма 
его равна первоначально заданной функщи, но внф этого про- 
межутка рядъ расходится. При х = — 1 во второмъ примёрз 
рядъ сходится, имЪя суммой величину функши въ этой точк»\; 
а въ 1), 3) и 4) прим$рахъ сумма ряда стремится къ безконеч- 
ности — такъ же, какъ и значеюе самой функщи, такъ что пзь 
этомъ случа можно было бы, собственно, говорить о сходимобти; 
но по традищи этого термина не употребляютъ въ случа АФИдОвЪ 
съ явно безконечнымъ предфломъ. Наконецъ, п исй= 1 
мы имфемъ дЪло со сходимостью въ обоихъ первыхъ), т съ расхо- 
димостью въ обоихъ послзднихъ примЗрахъ. Все. это прекрасно 

и 
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согласуется съ результатами изучен1я нашихъ чертежей. Но можно 
задать себЪ, какъ и въ случаЪ тригонометрическихъ рядовъ, такой 
вопросъ: къ какимъ предфёльнымъ положен1ямъ стре- 
мятся соприкасающ!яся параболы, когда мы смотримъ 
на нихъ чисто геометрически, какъ на кривыя? ВЪлдь оЕЪ 
не могутъ внезапно оборваться при х=— +1. Для 10 (1-х) 
эти предЪльныя кривыя изображены приближенно на рис. 93; 
а именно оказывается, что четныя и нечетныя параболы 
стремятся къ двумъ различнымъ пред$льнымъь положенямъ, 
состоящимъ изъ части логариемической кривой, заключенной 
между —1 и -- 1, и изъ примыкающей къ ней въ точк$ х=-— 1 
нижней, и соотв$тственно верхней, полсвины вертикали х = -- 1. 
Аналогично обстоитъ дЪло и въ остальныхъ трехъ случаяхъ. 

Теоретическое изслЪдован!е ряда Тэйлора находитъ свое 
завершене лишь при переход къ мнимымъ перем$н- 
ным, ибо только тогда становится 
понятнымъ внезапное прекраще- 
н1е сходимости степен- 
ныхъ рядовъ въ совершенно 
опред$ленныхъ точкахъ функши. 
Конечно, въ нашихъ четырехъ при- 
мърахъ можно считать, что это явле- 
не въ ТочкЗ х==--1 объясняется 
въ достаточной степени т$мъ обетоя- 
тельствомъ, что рядъ не можетъ схо- 
диться справа дальше, чёмъ онъ 
сходится слЗва; слЗва же сходимость 
должна прекращаться въ точкЪ х = — 1, ибо это — особая точка 
для разсматриваемыхъ функшй. Но уже въ нижесл5дующемъ 
примЪр$ это разсуждеме оказывается неприм$нимымъ. РядЪ 
Тэйлора для вЪтви функши агсфох, которая остается пра- 


Рис. 93. 


сэ и о __ 
вильной при вс$хъ вещественныхъ значеняхъ х: «А 
У 
ЭГ л т 2 
= —_—_— Е зо 9 
5 з ГБ р с? 


сходится только въ промежутк® (—1,-Е 1), а соприкасающеяся 
параболы поочередно стремятся къ предана ВОВ изо- 
браженнымъ черточнымъ и точечнымъ а (рис. 94). 
Внезапное прекращене сходимости въ и. опредзленныхъ 


> 


ра 
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точкахъ х = + 1 совершенно не поддается пониман!ю, если оста- 
ваться въ области вещественныхъ перемфнныхъ. 

Объяснен1е заключается въ зам чательной теорем 
о круг$ сходимости, которая представляетъ самое прекрас- 
ное открыте, сдЪланное Коши (Самеву) въ теори функций; 
самая теорема гласитъ: если отм$тить въ комплексной 
плоскости х вс особенныя точки аналитической 
функц!и /(^), то рядъ Тэйлора для этой функц!и, 
относящ1йся къ точкз х=а, сходится внутри той 
окружности, описанной около а, какъ центра, ко- 


Рис. 94. 


торая проходитъ черезъ ближайшую особую точ- 
ку; этотъ рядъ не сходится ни для одной точки, 
лежащей вн этой окружности (рис. 95). 

Для функщи агсфо х, какъ известно, значеня х == + $ пред- 
ставляютъ особенныя точки; поэтому кругомъ сходимости для раз- 
ложенйя по степенямъ х является кругъ радтуса 1 съ центромъ въ 
ТОЧКВ х—=0. Вел детве этого сходимоеть должна прекращаться 
ВЪ точкахъ х — 1, въ которыхъ 0сь вещественныхъ 4исе155° 
выходитЪ за предфлы круга сходимости (рис. 96). ©= 

Что же касается сходимости ряда на сащрмъ 
круг радтуса 1, то по этому вопросу я дозвон ‘ограни- 
читься слфдующимъ указанемъ, примыкающимъ къ нодчеркнутой 
выше связи между степенными и триг ожометриче- 


в — 
А о” 24 
я 


ху 
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скими рядами: упомянутая сходимость зависить ‘отъ того, 
можно ли вещественную и мнимую часть функци на кругЪ схо- 
димости вмЪстВ съ т$ми особенностями, какими он тамъ необ- 
ходимо обладаютъ, разложить въ сходяшлеся тригонометрические 
ряды. 

Я хочу еще оживить тео- 
рему Тэйлора т$мъ, что 
покажу, въ какомъ отно- 
шен1и она стоитъ къ 

.‹ Проблемамъ интер- 
полирован1я и разно- 
стнаго исчислентя. И 
вЪ этихъ дисциплинахъ з8- 
нимаются вопросомъ о томъ, 
чтобы приближенно 
изобразить заданную 

-РИб 95. „кривую при помощи 

| параболы; но здЪеь во- 

просъ ставится иначе; здесь 

парабола не должна примыкать къ данной кривой въ одной опре- 
двленной точк$, а, напротивъ, требуется, чтобы она перес$ кала 
заданную кривую въ н%8сколькихъ, заран$е ука- 
занныхЪъ точкахтъ; вопросъ снова заключается въ томъ, въ 
какой м$рЪ такая „интерполяц!он- 
ная парабола“ — представляетъ 
пригодное приближене. Въ простёй- 
шемъ случа разница сводится къ 
тому, что кривую замфняютъ не ея 

касательною, аея сЗкущей (рис. 97); 

далфе, аналогично изсл$дуютъ квадра- 

тичную параболу, проходящую черезъ 3 

точки данной кривой, кубическую пара- 

болу, проходящую черезъ. 4 почЕИИ" Т.Д. 

Такая постановка ‚вопроса ВЪ 

‘теор1и интерполированйя является вполн$ естественной” и прим%- 

-няется необычайно часто, —напримфръ, при употреблени числен- 

ныхЪ логариемическихъ таблицъ. Дъйствитель} , ВЪ этомъ случаз 


-какъ разъ допускаютъ, что логариомическая ‘кривая проходитъЪ 
“СУ 


а 
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———— 


между двумя значен1ями, данными въ таблиц, по прямой лини, и 


поэтому интерполируютъ линейно по обычному .способу, пользуясь. 


„табличками разностей“. Если же это не даетъ достаточно точныхъ 
результатовъ, то прим$няютъ и квадратичную интерполяц1ю. 
По отношен1ю къ этой общей задач$, опредЪ- 


лен1е соприкасающихся параболъ по теоремЪ%. 


Тэйлора представляетъ частный случай: а именно, 
здЪеь веф точки пересЗченая кривой съ интерполяцюонными пара- 
болами сливаются въ одну точку. Конечно, при такой зами® 
кривой соприкасающимися лараболами слово „интерполироване“, 
собственно говоря, не подходить; но, съ другой стороны, въ задачу 
интерполирован1я всегда включаютъ также и „экстра- 
полирован!е“; такъ, напримЪръ, сБкущую сравниваютъ съ 
кривой не только между ея точками перес$чен1я, но и вн% 


Рис. 97. 


з 


ихЪ. Поэтому для обозначен1я всего способа въ цфломъ боле 
пфлесообразнымъ представляется, пожалуй, общее выражеше „при- 
ближене“ (Арргохпта®йоп). 

Теперь я намфренъ указать наиболе важныя интер- 
поляц1онныя формулы.  Поставимъ себф прежде всего 
цфлью опредфлить параболу (и — 1)-го порядка, которая перес$кала, 
бы. данную кривую въ и произвольно выбранныхъ точкахъ 


а, а, ..., а», Т. 6. чтобы ея ординаты въ этихъ точкахъ были 


к 
ож 


равны. Г(а,), Г(а.),..., Р(а,) (рис. 98). Эту задачу разрешать” 


интерполяц1онная ие. Лагранжа: с 
\&Я 


_ Иоан о 

ее _ = А (о, т 5 
((г-ад (и вк: ие) вх 

ее АВ в 


а 


(1, — а.) (а, — аз)... (а. — ан 57 


= 


о 
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Въ этой формул въ общемъ содержится и членовъ съ множите- 
лями / (а,), /(а-),...,/(а»); въ числителей этихъ членовъ не вне- 
сены послЗдовательно множители (х— а,), (х — а.),..., (х—а»). 
Справедливость этой формулы можно сразу провфрить: съ одной 
стороны, вс слагаемыя выражен1я у, а, сл$довательно, и само у 
представляютъ многочлены (и — 1)-ой степени относительно х—а; 
съ другой стороны, вез дроби, кромЪ первой, обращаются 
при х==а, въ 0, а первая обращается при этомъ въ 1, такъ. 
что у оказывается равнымъ /(а,); точно такъ же у=/(а,) 
при х=а. И т. Д. 

Изъ этой формулы можно получить, какъ ея частный слу- 
чай, формулу Ньютона, которыя исторически, конечно, го- 
раздо старше формулы Лагранжа. Формула Ньютона отно- 
сится къ тому случаю, когда даны равноотстоящя абс- 


5 ©.) “,) 


Рис. 98. 


циссы а,, а....., а» (рис. 99). Въ этомъ случа имфютъ боль- 
шое преимущество обозначен1я, принятыя въ разно- 
стномъ исчислен!и, и поэтому мы сперва познакомимся ст, 
послёдними. 

Пусть Дх обозначаетъ н®которое приращене перемЗяной х, 
а ДХ(х) — соотвётственное приращен1е функщи }(х), такъ что 


Ле-{ 4х) = А]. 
Но 4Х(л), въ свою очередь, представляеть нзкоторую ори. 


отъ х, которая при измзнен!и перемЪнной х на Дх имфетъ ‚ори 
дфленную разность —такъ называемую „вторую разность“ 4х: 


дула; 06” 
аналогично полагаемъ далфе: $ 58 
А т ле 
и Г у 


АСУ 
о 
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Эти обозначеная вполнф аналогичны обозначенямъ диффе- 
ренщальнаго исчислен1я, съ той только разницею, что здфсь мы 
имфемъ дЪло съ опред$ленными конечными величинами и ни 0 
‘какихъ предфльныхъ переходахъ н$фтъ р?Ъчи. 

Изъ написанныхъ выше равенетвъ, выражающихъ опред$- 
лен1я разностей, непосредственно вытекаютъ таюмя выражен1я для 
значен1й функц!и } въ посл довательныхъ равно- 
отетоящихЪъ точкахъ; 


Те дд = А), 
Да-- 2х) =) (х -- Ах) + АД(х-Е 4х) 

= --2Ау-- 4? оо, № 
Ух-Е 34) = Их 24) АД(х- 2), 

= бд-- зад 34° 69 4° а) 
&-- 4х) = Го) Раду (а)-Р 64? Г (40 Ад) 4* Ро. 


"Гакимъ же простымъ образомъ выражаются значеня функщи 
и въ дальнфИшихъ равноотстоящихъ точкахъ черезъ послЪдо- 
вательныя разности / въ первой точкВ х, при чемъ въ качествЪ 
множителей входятъ бином1альные коэффиц!енты. 

Формула Ньютона выражаетъ интерполирую- 
щую параболу (и—1)-го порядка для и равноот- 
стоящихъ точекъ: 


а, =а, аа=а--Дх,... а =а-Р (п-—-1) 4х, 


т. е. такую параболу, которая при этихъ абсциссахъ имфетъ 
ординаты, равныя соотв$тствующимъ значенямъ функщи /(х); 
эта формула имфетъ видъ: 


р ож -Чиеии И... 


© 


э=у@-= 
(3 


и ее ий). о оф "(аж 
| ®— В! | дао 
ХУ 
у 
Въ самомъ дЁлЪ, это, во-первыхъ, многочленъ (и —\% `ой степени 
относительно х; во-вторыхъ, при х=а у приводится къ /(а); 


при х=а--Дх всЪ члены посл второго отаають и остается 
АСУ 
:_ 
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у = (1) ДХ(а), что, согласно равенствамъ: (2), какъ разъ равно 
/(а-- Да), и т. д. Таблица (2) показываетъ, что этотъ многочленъ 
го всЪхъ 12 точкахъ принимаетъ вЪрныя значения. 

Если мы хотимъ въ дЪйствительности примЪнить съ усп%- 
хомъ одну изъ этихъ формулъ интерполированя, то намъ надо 
еще знать что-нибудь относительно той точности, съ которой они 
-выражаютъ функшю /(х,; другими словами, мы должны ум ть 
оц$нить погр$ шность. Эту оцфнку указаль Коши. въ 
1840 году *), и я охотно приведу здЪеь ея выводъ. Пусть х есть 
какое-нибудь значене, заключенное между значенями а, а.,..., ав 
(мы исходимъ изъ общей формулы Лагранжа) или внъ 
ихь (интерполироване или экстраполироване). Черезь Р(»х) 
‘обозначимъ значене интерполирующей параболы (и— 1-го по- 
рядка, изображаемой формулой Лагранжа; черезъь Л (х) обо- 
значимъ остатокъ, такъ что: | 


= Р(-Е В. (а) 
Согласно опредфленю функши Р(х), остатокъ А(х) несо- 
`мн®нно обращается въ нуль при х==а,, а.,...,@; поэтому мы 
полагаемъ: 


и — (х— а.) (х а ов вы. 2 
ВылВлен!е множителя и! представляется удобнымъ по той при- 
чинЪ, что тогда множитель 4(х) оказывается равнымъ 
значен!1ю и-ой производной отъ /{(х) для нЪкото- 
рой промежуточной точки &, — промежуточной въ 
томъ смысл, что она заключена внутри проме- 
жутка, занимаемаго и#--1 точками а,,а.,...,@»х. То 
обстоятельство, что отклонен!е функщи /(х) оть многочлена 
(и — 1)-ой степени зависитъ отъ общаго хода измЪненя произ- 
водной и-аго порядка яе: # > становится вполнЪ мн. 


© 
ственно въ нуль. 7 
Что же касается доказательства этой формулы 
остатка, то его удается провести при и приема: 


*) Сошрез Веп@аиз, ХГ рас. 115 и сл. в ешутев“, 1 Бег., Т. У. 
(Рашв 1885), раз. 422. д» 


375 


——_— 


составляемъ функщю отъ новой перем®нной 2: 


Е(=) =!(=)—Р(2) __ (8 — а) в— 4)... (8 — а») чр (х), 


и! 


гдз перемВнную х въ функщи 4 (х) разматриваемъ, какъ пара- 
метръ. Такъ какь по опред$левю {(а,) = Р (а,) (7=1,:.., и), то 


Е(а,) = Е (а) =... == Р(@) =0. 


Далве находимъ, что и А`(х) = 0, такъ какъ при 2 = х послёднее 
слагаемое переходить въ Л (х) и вся правая часть въ силу ра- 
венства (4) обращается въ 0. Такимъ образомъ, мы знаемъ и-- 1 
корней: 2=а., а.,.... а», х Ффункщи РА (2). Теперь примнимъ 
теорему о среднемъ значен1и въ обобщенномъ 
вид, получаемомъ посредствомъ повторнаго прим$невшя этой 
теоремы въ ея обычной формЪ (стр. 847): если н8 которая 
непрерывная функд!я, имБющая и непрерывныхъ 
яроизводныхъ, обращается въ 0 въ и--1 точкахтъ, 
тоея и-ая производная обращается въ 0, по край- 
ней м$рф, въ одной точк$ промежутка, содержа- 
щаго вс эти и--1 корней. Поэтому, если только функщя 
/ (2), а вм®стВ съ нею и Ё(=2) обладаеть и непрерывными произ- 
водными, То существуетъ такая точка & заключенная между 
крайними изъ значений а., @.,...,@», Хх, ЧТО 


Е" (9 =0 
Но 


Е (8) =” (3) —4(«), 


такъь какъ и-ая производная многочлена (и —1)ой степени Р 


равна нулю, а въ послёднемъ слагаемомъ только выспий членъ „, 
1 Е 
>т2"Ф р (х) даетъ и-ую производную, отличную отъ нуля. Таким” 


© 
образомъ, въ результатЪ находимъ: <” 
< 
(*) (1) ву - 
К” (= 9 —чфа)=6 т. в. 4 (а) —(е 
а это именно и требовалось доказать. <” 
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Я выпишу подробно, въ частности, интерполяц1онную 
формулу Ньютона съ ея остаточнымъ членомъ: 


И АМИ я 
2 о 


®=л@--= 


Е И" _ (=), (5) 


гдз & означаетъ н8которое среднее значен!е, за- 
ключенное въ промежутк$, содержащемъ и-1 
точекъ а, а-{ Дх,...,а-- (ип — 1 Ах, х. Эта формула дЪйстви- 
тельно незамзнима въ примЪнен1яхъ. Я уже указывалъ на линейп- 
ное интерполирован!е при пользовани таблицами лога- 
риемовъ; для /(^х) =10& (х) и и=2 формула (5) даетъ: 


а ‚ ^—@аДюба (х—а(х-фа— 4х) М 
т м 


4105х _ М М об Е 
—8—==— 55’ ебли черезъ обозначить модуль взятой 


системы логариемовъ); это даетъ намъ выражене для той оптибки, 
какую мы совершаемъ при линейномъ интерполированйи между 
двумя логариемами чиселъь аи а--АДх, взятыми изъ таблицы. 
Между прочимъ, изъ этой формулы видно, что эта ошибка полу- 
чаетъ различный знакъ, въ зависимости отъ того, лежитъ ли 
число х между числами а и а-- Дх или вн ихъ. Строго говоря, 
эту формулу долженъ былъ бы знать всяюмй, кому приходится 
имЪфть дфло съ таблицами логариемовъ! 


(ибо 


Я не буду больше останавливаться на приложемяхъ, а пе- 
рейду кь замЗчательно0ой аналог1и между интерполя- 
ц1онной формулой Ньютона и строкой Тэйлора. 
Въ основ этой аналоши лежитъ слфдующее обстоятельство: из Ъ 
формулы Ньютона можно очень легко и притому” 
совершенно строго вывести рядъ Тэйлора съ обта- 
точнымъ членомЪъ; этотъь выводъ вполнъ соотеётетВуетъ 
переходу отъ интерполящи къ приближеннымъ параболамт. Въ 
самомъ ДЪлЛЪ, если при постоянныхъ х, аии приращени Дх стре- 
мится къ нулю, то каждое изъ и — 1 отпошенйй 1 между конеч- 


ными разностями, встрёчающихся въ равен (5), переходить 
АСУ 
© 


У 


въ соотв®тствующую производную (по предположеню вфль 
существуютъ первыя и производныхъ функщи /(х)): 


пл у, ша И (=) 


И Т. д. 

Отсюда слфдуетъ, что множитель (Е) послВдняго члена 
правой части тоже стремится къ опред$ленному предЗлу, а вел детв!е 
пепрерывности функщи } е (^) этимъ предфломъ опять является 
среднее значене / (5). Итакъ, мы получаемъ совершенно строгое 


равенство: 


(<) = (а) 


миЧ- 
а, @е=ё54). 


Такимъ образомъ, мы вполн$ доказали теорему Тэйлора 
и въ то же время показали, съ какимъ изяще- 
СТвВоМЪ ее можно привести въ связь съ общимъ 
учен1емъ объ интерполяц!и. 

Благодаря этой тЪеной связи съ очень простыми вопросами 
и благодаря тому, что предБльный переходъ здфсь такъ легокъ, 
я считаю этотъ выводъ строки Тэйлора лучшимъ изъ 
всфхт возможныхъ выводовъ. Но не вс математики, 
даже хорошо знакомые съ этими вещами, — нужно, впрочемъ, за- 
мфтить, что, какъ это ни странно, ихъ часто не знаютъ даже 
составители учебниковъ, — держатся этого мнфя; они обыкно- 
венно принимаютъ очень серьезный видъ, приступая къ предфль- 
ному переходу и предпочитаютъ дать непосредственное дока- 
зательство теоремы Тэйлора, чБмъ выводить ее при помощи 
разностнаго исчисленя. 

Но я не могу здЪеь не отм3Зтить, что исторически 
источником ъ открыт1я ряда Тэйлора было именно 
разностное исчислен!е. Какъ я уже упоминалъ, въ первый” 
разъ этотъ рядъ построиль Тейлоръ (ВгооК Тау]ог) въ свобыт 

„Меводиз 1псгешепфогим *)“; онъ тамъ ВЫВОДИТЪ «аёчала 
формулу Ньютона — конечно, безъ остаточнаго члена — и. `ИОТОМЪ 
полагаетъ въ ней одновременно Дх=0 и и==сю; со; ‘ойь’ вполн® 


—- 


*) Гопапи 1715, раг. 91 — 23. уе ь 
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правильно получаетъ изъ первыхъ членовъ этой формулы пер- 
вые члены новаго НР 


У а те.  Е ДЯ... 


и считаетъ очевиднымъ, что этотъ рядъ можно продолжать до. 
безконечности, — ни объ остаточномъ членф, ни о сходимости у 
него нётъ и ри. Это неслыханный по своей см\- 
лости предЪъльный переходъ. Первые члены, въ кото- 
рыхъ встр$чается х—а— 0х, ха—2х,..., не предста- 
вляють трудностей, такъ какъ при Пи Дух ==0 исчезаетъ также 
Дх, повторенное конечное число разъ. Но при дальнфйшемъ воз- 
расташи и появляются въ постоянно возрастающемъ числ$ члены, 
содержание множителей х — а — А Дх съ постоянно возрастающими 
значенями Р, и мы, конечно, не `имъемъ права обращаться съ 
ними такъ, какъ съ первыми членами, и предполагать, что мы 
получаемъ сходяцийся рядъ. 

Въ сущности Тэйлор ъ здфсь оперируетъ съ безконечно- 
малыми величинами (дифференщалами) гораздо, если можно такъ 
выразиться, легкомысленн$ е, чфмъ это когда-либо дфлали 
послфдователи Лейбница; интересно отмЪтить, что онъ еще въ 
молодости (ему было 29 л$тъ) и еще на глазахь Ньютона 
такъ уклонился отъ метода пред$ловъ, которымъ пользовался по- 
слдый. Какъ бы тамъ ни было, ему удалось такимъ образомъ 
сдЪлать свое очень важное открыте. 

Отличное критическое изложен1е истори развит1я этой тео- 
ремы можно найти въ работ Альфреда Прингсгейма (АЙгеа 
Рипозйеи: „Даг СЧезс1с Ве аез Тау]огзепеп Гефтгза4тез“ *). Я здВеь 
хотфль бы еще сказать н%Ъсколько словъ по поводу дфлаемаго 
обыкновенно различ1я между рядомъ Тэйлора и ря- 
домъ Маклорена. Какъ извЪстно, во вс$хъ учебникахъ подз 
назватемъ ряда Малорена отдзльно разсматриваютъ ча 
случай ряда Тэйлора при а =0: _ 


д =л®--т/' ®-Н5 а (0)- ные 


и легко можетъ придти въ голову, что очень важна ‘етрого отли- 
чать одинъ рядъ отъ другого. Каждому, знакомому СЪ ДВлОМЪ, 
ясно, что съ математической точки зря это различие совсмъЪ 


Фе» 


*) „ВЬНотеса табетайса“, 3 серля, 1 (1900), рад. 433—479. 
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несущественное; менфе известно то обстоятельство, что оно 
исторически также является безсмыслицей. Во-первыхъ, 
Тэйлору принадлежитъ несомнфнный пр!оритетъ въ отношени 
общей теоремы, къ которой онъ пришелъ, какъ указано выше. Но, 
кромЪ того, онъ дальше (рах. 27) спешально останавливается на 
той форм$, которую его рядъ получаетъ при а =0, и замЪчаетъ, 
что въ этомъ случа рядъ можно получить Также непосредственно, 
при помощи такъ называемаго способа неопред$ленныхъ коэффи- 
щентовъ. Этимъ способомъ. воспользовался въ 1742 году Макло- 
ренъ въ своей упомянутой выше (стр. 346) книг „Тгеайзе о 
Пих1опз *)“, при чемъ онъ совершенно ясно ссылается на Тэй- 
лора и не заявляетъ претенз!и дать что-нибудь новое. Но на 
эту ссылку впослфдстви не обратили вниматя и стали счи- 
тать автора учебника вмЪстз съ тзмъ авторомъ теоремы; такимъ 
образомъ вЗдь часто происходятъ ошибки. Только еще позже опять 
вспомнили про Тэйлора и назвали его именемъ общую теорему. 
Очень трудно — а можетъ быть даже невозможно — бороться съ 
такими укоренившимися нел$постями; можно только выяснить 
истинное положен1е дёль въ маленькомъ кругу тЪхъ математи- 
ковъ, которые интересуются исторлей своей науки. 

‚ Мн$ хотфлось бы прибавить къ этому еще н$ёкоторыя зам$- 
чан1я историческаго и педагогическаго характера. 


3. Зам чан!я историческаго и педагогическаго 
характера. 


Я отм$чу раньше всего, что связь, которую Тэйлоръ 
установилъ между разностнымъ и дифференщальнымъ исчисле- 
ями, сохранялась въ течене продолжительнаго времени: еще 
у Эйлера, въ работахъ его, посвященныхъ анализу, эти двё 
дисциплины Т$6ено связаны одна съ другой, и формулы диффе- 
ренщальнаго исчислен1я разсматриваются, какъ предЗльные случаи 
совершенно элементарныхъ соотношенй, имфющихЪ м$ето въ «У 
разностномъ исчислеши. Это вполнф естественное соединение — 
двухъ наукъ продолжалось до т$хъ поръ, пока не появ воть 
исчислене производныхь Лагранжа съ его, не разъ уже” упо- 
мянутыми выше, формальными опредфлешями. Я должевт ЗДЪСЬ 
указать на одно компилятивное сочинен!е конца Е столЪтя, 


въ которомъ авторъ, становясь на почву хх агранжа 


*) ЕатЬагаВ 1742. Уо| И, рах. 610. ^©У 
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излагаетъ всЪ изв$стные въ то время факты исчисленя безко- 
нечно-малыхъ; это „Тга {6 да саси! @Шехгепе] еф а са] еш пфе- 
эта“, принадлежащее Лакруа (Гасгох *). Какъ характерный 
прим$ръ изъ этой работы, я приведу опредЪлен!е произ- 
водной (Т, раг. 145): Пусть нфкоторая функщя /(х) опредфлена 
степеннымъ рядомъ; пользуясь разложенемъ бинома Ньютона 
и соединяя члены съ одинаковыми степенями буквы АД, мы получимъ: 


Де -Н в) = Ро)-ЬАГ ФЕ" Г" д -... 


Лакруа просто обозвачаетъ членъ, линейный относительно й, 
черезъ 4 /(^) и, такъ какъ вмфсто А можно писать 4х, получаетъ 
для производной, или, какъ онъ это называетъ, для дифде- 
ренг1альнаго коэффиц!ента, соотношене, 


О а }. 


Это равенство получаетъ, такимъ образомъ, совершенно формаль- 
ный характеръ, хотя противъ правильности его нельзя возражать. 

Понятно, что при такомъ характер изложемя Лакруа 
не можетъ исходить изъ разностнаго исчислен1я; онъ 
считаетъ, однако, посл$днее настолько важнымъ для практики, 
что не р%Ъшается вовсе его опустить, а даетъ его въ вид 
самостоятельной дисциплины — и притомъ въ очень подробной 
обработк® ---въ третьемъ томф$. 

Историческое значен1е этой книги, которую называютъ 
„большой Лакруа“, состоитъ, главнымъ образомъ, въ томъ, 
что она является источникомъ, изъ котораго черпали мате- 
р1алъ мног1е учебники исчислен1я безконечно-ма- 
лыхъ, появивш1еся въ ХПХ стол т!и; раньше всего 
здЪеь нужно назвать учебникъ, составленный самимъ Лакру а 
„маленьк!й Лакруа“. „© 

Впрочемъ, начиная съ двадцатыхъ годовъ этого столь, 
наряду съ вмяюшемъ Лакруа, въ учебникахъ бкавывается 
также вллян!е способа предзловъ, которому Коши к. и 803 ратилъ его 

СУ 


№ 


0 
*) 3 тома. Рашз 1797—1800 (2 64. 18:0— Ву 


_ 
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прежнее значен!е; я имЪю въ виду, главнымъ образомъ, француз- 
свые учебники, выходивийе подъ названемъ „Сойгз ’апахзе 4е 
Гёсе роу{есвтиаие“ и предназначенные для высшихъ учебныхъ 
заведенй. НЪ$мецюе учебники, за единственнымъ исключенемъ 
Шлёмильха (56 ШбтИсй), не носятъ самостоятельнаго характера, 
а зависятъ прямо или косвенно отъ французскихъ. Изъ этой массы 
книгъ я выдфлю только „Сойгз @е сасш агепае| еф 116ота1“ 
меггеф, который въ первый разъ вышелъ въ Париж въ 1884 году; 
Гарнакъ (А. НагпаскК) церевелъь его на нфмецк!й 
ЯЗЫКЪ, И ОНЪ сТалъ также въ Германи однимтъ изъ самыхъ 
распространенныхъ учебниковъ. Книга подвергалась переработк® 
нъеколько разъ, и изложен1е сдЪлалось въ виду этого неравномЪр- 
нымъ; но для недавно появившагося 3-го издайя Шефферсъ 
(С. Бспейегз, СпагоМеприге) передЪлалъ ее опять и придалъ ей 
цз льный характеръ*). Мн$ еще хот$лось бы упомянуть объ 
одной, совсЪмъ новой французской книгЪ: это двухтомный „Соигз 
д’апа]узе таб6та ие“ Гурса (@опгза) **); онъ по многимъ 
вопросамъ содержитъ гораздо больше матер1ала, чфмъ Серре, и 
въ него входитъ цфлый рядъ новЪзйшихъ изелЪдоваюй; кромё 
того, онъ очень Доступно написанъ. 

Во вс$хъ этихъ новыхъ учебникахъ производная и инте- 
гралъ опред$ляются при помощи предф$ льнаго перехода, — 
о разностномъ исчислени въ нихъ нфтъ и р%ёчи. При такомъ 
изложени многое можетъ стоять болфе отчетливымъ, но при 
этомъ, какъ въ микроскоп®, суживается поле зря. Разностное 
исчислен!е теперь предоставлено тЪмъ, которые занимаются 
практическими вычисленмями,—главнымъ образомъ, астрономамъ; 
математики же совс$мъ не изучаютъ его. 

На этомъ я закончу свое изложене исчисления безконечно- 
малыхъ и только въ заключене опять укажу на особен- 
ности, отличающ!я его отъ того изложен!я, кото- 


рое обыкновенно дается въ учебникахъ. к 


1) Я иллюстрирую абстрактныя разсужденя при помощи на 
тлядныхъ, конкретныхъ чертежей. (Приближенныя кривыя © @ дан 


ряовъ Фурье и Тэйлора). 55” 
в: $ 

*) ]. А. Зегге$ п. С. Зсвеё#етз: „.ейгБась аег ВН. и. То 
этагеср тип.“ Ва. Т-П. цефрле 1906, 1907. т 

**) Раг1з 1902 и 1907. 5 
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2) Я подчеркиваю связь съ сосфдними обла- 
стями, — напримёръ съ разностнымъ и интерполящоннымъ исчи- 
слешями и даже съ философскими изсл$доваювями. 

3) Я указываю на истор1ю развит!я предмета. 

4) Привожу прим$ры изложенгя изъ популяр- 
ной литературы, съ цЪлью выяснить разницу 
между основанными на ней воззрф н1ями публики и 
воззр$ ннями спец1алистовъ - математиковъ. 

Я считаю знакомство съ этими вещами особенно важнымЪъ 
для будущихъ учителей. Какъ только вы вступаете въ практи- 
ческую жизнь, вамъ приходится столкнуться съ ходячими воз- 
зр%н1ями, и если вы въ нихъ не разобрались раньше, если вы 
незнакомы съ элементомъ наглядности въ математик и не 
сознаете ея живой связи съ сосздними областями, — -если вы, что 
важнфе всего, не знаете историческаго развит!я вашей науки, то 
вы теряете всякую почву подъ ногами; вы становитесь на почву 
самой ортодоксальной математики — и васъ тогда не понимаютъ 
ученики, или же вы признаете себя побфжденными, отказываетесь 
отъ всего, чему вы научились въ университет®, и придерживаетесь 
въ преподавани традишонной рутины. Какъ разъ здфсь, Въ 
области исчислен!я безконечно-малыхъ, разрывъ между средней 
и высшей школой особенно великъ; я надфюсь, что мое изло- 
жен!е будетъ содЪйствовать его устраненю, и что я далъ вамъ 
для вашей педагогической дфятельности полезное оруде. 

Теперь я оставляю традиц1онный анализъ и хочу посвятить 
приложене изложен!ю н%®сколькихъ теорй новфЙйшей мате- 
матики, о которыхъ мнЪ уже приходилось упоминать раньше 
и съ которыми, какъ мнЪ кажется, учитель долженъ быть немного. 
знакомъ. — 
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ПРИЛОЖЕШЕ 


1. Трансцендентность чиселъ с и л. 


Интересъ къ числу л возникъ — въ геометрической формЪ — 
еще въ древности, и тогда уже вполнЪ сознавали разницу 
между задачей приближеннаго вычисления ето и задачей 
о точномь теоретическомъ построен1и и даже обла- 
дали нЪкоторыми предпосылками для рЪшеня обоихъ вопросовъ. 
РЬшене перваго значительно подвинулось впередъ благодаря 
Архимеду и его способу приближен1я къ кругу при 
помощи вписанныхъ и описанныхъ МНОГОуХголЬь- 
ников; второму вопросу скоро дали болЪе точную формули- 
ровку: можно ли построить число л при помощи 
циркуля и линейки? — и стали пробовать найти это построеве 
всевозможными способами, не догадываясь, что причиной посто- 
янныхъ неудачъ является неразршимость задачи; все, что сохра- 
нилось ОТъЪ этихъ первыхъ попытокъ, недавно опубликовалъь 
Руд!0*). Но и теперь „квадратура круга“ является одной 
изъ самыхъ популярныхъ задачъ, и множество людей — какъ я 
уже говорилъ раньше — хотятъ попытать на ней счастье, не 
зная или не вфря, что современная наука давно съ ней покончила. 

Между т$мъ эти старые вопросы теперь д$йстви- 
тельно вполн% рф шены. Теперь часто сомн$ваются, можетъ 
ли вообще челов ческое познан1е подвигаться впередъ, и, пожалуй, 
для нфкоторыхъ областей это сомнфе въ самомъ дфлЪ осно- 
вательно. Но въ математикЪ несомнЪнно познане сдЪлало усиБхи, 

и данный вопросъ можетъ послужить примфромъ этого. © 

Принципы, на которыхъ основано современное ршенте этих 
задачъ, были найдены въ промежутокъ времени отъ Нь оо вон на 
до Эйлера. Для приближеннаго вычисленя л бы: тоАИдено 


*) Воаго, „Оег Вег1ср$ 4ез ЗпирИстаз @бег @е 9 т атаб тет ез 
АпЯрвоп пла Н!рроКгае$“. Ге1р7х 1908. — См. также ФРУ уд1о, „Вва- 
дратура круга“. Одесса, „Маблезз“, 1910. г зо 
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прекрасное средство въ вид безконечныхъь рядовъ, которые 
даютъ возможность достигнуть точности, удовлетворяющей самымъ 
строгимъ требованямъ. Лальше всЪхъ въ этомъ направлен!и 
пошелъ англичаниньъ Шарчт (ЭВагр), который нашелъ 600 де- 
сятичныхъ знаковъ числа л; это вычислене имЪетъ только, такъ 
сказать, спортивный интересъ, какъ рекордъ, потому что въ при- 
ложемяхъ никогда не потребуется знать м съ такою точностью. 
Что касается теоретической стороны вопроса, то въ этомъ 
пер1одЪ въ изслфдованяхъ впервые появляется число е, осно- 
ван!е натуральныхъ логариемовъ. Въ это время было 
открыто удивительное соотношенте е*" = — 1 и подготовлено, 
въ вид интегральнаго исчисления, важное оруде для 
окончательнаго рЪшеня вопроса. 

РЪ.шительный шагъ въ этомъ направлени сдЪлалъ, какъ 
извфетно, Эрмитъ (НегшЦе), доказавъ въ 1874 г. транс- 
цендентность числа е. Онъ не нашелъ, однако, также до- 
казательства трансцендентности числа л; это удалось впервые 
Линдеману (Глпдетаптп) въ 1882 году. 

ЗдЪеь мы имфемъь существенное обобщен1е клас- 
сической постановки вопроса; тамъ рЪчь шла только 
о томъ, чтобы построить л при помощи циркуля и ли- 
нейки, а это, какъ мы знаемъ (ср. стр. 79, 80), аналитически сво- 
дится къ тому, чтобы представить л, какъ результатъ н%еколь- 
кихъ посл$довательныхъ извлечений корня квадратнаго изъ рацо- 
нальныхъ чиселъ. Теперь же доказывается не только, что это не- 
возможно, во нфчто еще гораздо большее; именно можно показать, 
что какъ л, такъ и е суть числа трансцендентныя, 
т. е. что ихъ вообще нельзя связать съ ЦЪЛыЫМи 
числами никакимъ алгебраическимъ соотноше- 
н1емъ. Другими словами, ниени л не могутъ быть 
корнями алгебраическаго уравнен!я съ цзлыми 


| «АУ 
рац1ональными коэффиц!ентами а 
9 
2 
ра, ха, м +. а,” ==0, С. 
$ 
каковы бы ни были цфлыя числа 4%,..., а» и показатель и. Самое су- 
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енты: достаточно было бы, собственно, сказать рац 1ональ- 
ные коэффищенты, потому что, приводя къ нцему знаменателю 


м 


_ 


_в87_ 


и отбрасывая его, мы всегда можемъ свести уравнеше съ рацю- 
нальными коэффищентами къ уравнению съ цфлыми рацюналь- 
ными коэффитентами. 

Я теперь приведу доказательство трансцендент- 
ности числа е, при чемъ буду пользоваться тЪми суще- 
ственными упрощен1ями, которыя сдфлалъ въ немъь Гильбертъ 
(ВПег) въ 48 томф „Мабет. Аппа]еп“ (1893 г.). 


Доказательство трансцендентности числа с. 


Намъ предстоитъ доказать, что предположение существо- 

вания равенства 
аа е-- а, е-... Рае =0, (1) 

тд 9-20 и коэффищенты 4&,...,@» суть цфлыя числа, ведетъ 
къ противорфч1ю; это противорз че обнаружится на самыхъ 
простыхъ свойствахъ цф$лыхЪъ чиселъ. Намъ придется 
ссылаться изъ теор!и чиселъ только на самыя элементарныя 
теоремы о дзлимости, — въ частности на то, что каждое 
ц$ лое положительное число можно разложить на 
первоначальных множителей только однимъ 
способомъ, и на то, что существуетъ безчисленное 
множество простыхъ чиселъ. 

Планъ нашего доказательства заключается въ 
слздующемъ: мы покажемъ, какъ находить очень хоропия рацо- 
нальныя приближенныя значеня для числа е и его степеней 


слфдующаго вида: 
_ М, аа, 
М 


= 


ты... е" — М» ве, (2) 
г М, Мь М.,..., М» суть цфлыя числа, & .. Е 


чрезвычайно малыя дроби. Умножая зат мъ объ части равенства (1) ху 
на М, мы придадимъ ему такой видъ: „©“ 


до М-- а, М, в М, --- а М И и 
а, - «ана, (=. К. 


Первое слагаемое л$вой части ость ‚щётое ЧИСЛО, И 
мы докажемъ, что оно не равно нулю; второё слагаемое намъ 
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удастся, выбирая достаточно малыя значеня для чиселъ &1,..., 8», 
сдълать правильной дробью. Мы придемъ, такимъ образомъ, 
къ противор$ ч1ю, заключающемуся въ томъ, что сумма ц$- 
лаго, отличнаго отъ нуля, числа а, И-+ а, М.----- а», М» 
и правильной, отличной отъ единицы, дроби 
а, 8, [-.. а» = равна нулю; отсюда и будетъ выте- 
кать невозможность равенства (1). 

При этомъ большую услугу намъ окажетъ слЗдующее пред- 
ложене: цвлое число, которое не дзлится на нЪко- 
торое опред$ ленное число, отлично отъ н.уля (по- 
тому что нуль дфлится на всякое число); именно мы покажемъ, 
что числа /М,,..., М», дълятся на нькоторое простое 
число р, а число а М на него навзрное не д$лится; 
такимъ образомъ, сумма а Ма М. ---.- а, М», не д%- 
лится на р и, значитъ, отлична отъ нуля. 

Главнымъ орудемъ для дЪйствительнаго выполнен1я того 
доказательства, идея котораго только -что намфчена, является одинъ 
опред$ленный интеграль; его впервые въ такихъ разсу- 
жденяхъ сталъ употреблять Эрмитут, и поэтому мы можемъ на- 
звать его интеграломъ Эрмита; построить его—значило най- 
Ти ключъЪ ко всему доказательству. Мы увидимъ, что значене этого 
интеграла есть цЪлое число, и онъ опредфлитъ наше число М: 


со а, ева РЕ - РР (2 —38 
ЗВ } (2 1) (&— 2)... (в ") | е 


Мг фи: 


0 


43; (4) 


здЪеь и есть степень нашего предполагаемаго уравневя (1), ар— 
нъкоторое простое число, которое мы опредЗлимъ дальше. При по- 
мощи этого интеграла мы найдемъ также вышеупомянутыя при- 
ближенныя значен!я (2) для степеней г (›=1,2,..., и); для 
этого мы разобъемъ интервалъ 0... на два интервала, ‘при 
помощи числа у и положимъ: © 


Р 
Е. гв -1] (8—1)... (8— и) в 


М,=е у т в <Я в. (49) 


у 
в И №, Е в— 3 е- 
=.” Г ) 4 

5 с 
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Перейдемъ теперь кь самому доказательству. 
1) Исходнымъ пунктомъ является формула, хорошо извЗ- 
стная изъ элементарной теори функщи Г: 


со 


{ зовет), 


Намъ придется примЪнять эту формулу только въ предпо- 
ложенши, что о есть число п$лое; въ этомъ случаЪ Г (0) = (о —1)!, 
и я сейчасъ это докажу. При помощи интегрированя по частямъ 
мы найдемъ: 


со ео 


"= а [-— 2°—1е-#], + /(©— М Е — 
О 


0 
= (© — Е - 
0 


Второй сомножитель правой части представляетъ собой инте- 
гралъ того же вида, но только показатель при = на единицу 
меньше; примЗняя это преобразоване нЪеколько разъ, мы дойдемъ, 


ео 


при о цЪломъ, до 2', а такъ какъ / вез =1, то мы получимъ 
0 


окончательно: 


©.) 


Га е-* ав = (© —1) (в—2)...3.2.1== (0 —1)! (5) 
0 


Этотъ интегралъ есть, такимъ образомъ, при цфломъ о, цфлое 
число, которое очень быстро возрастаетъ съ возрастанемъ о. 
Чтобы сдфлать этоть результать геометрически на- 
гляднымъ, изобразимъ графически ходъ измфненя функщи_о» 
8°—1е-—* для различныхъ значений о (рис. 98); значене интеграла» - 
будетъ равно площади фигуры, заключенной между кривой и с06Бю 
8 и простирающейся до безконечности. ЧЪмъ больше о, ТЬмЪчеВснве 
кривая примыкаетъ къ оси абециссъ вблизи точки = —0}но зато 
т$мъ скорфе она подымается, начиная отЪ точки 2-1; зат мъ 
она достигаетъ, каково бы ни было о, максимума, при 8 =0— 1, 
при чемъ съ возрастатемъ о этотъ Пеле И 
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вмЪъеть съ тёмъ передвигается вправо; начиная отъ этой точки 
получаетъ преобладающее значен!е множитель е`_*, кривая начи- 
наетъ падать и, наконецъ, опять очень близко подходить къ оси 
абсциссъ. Теперь понятно, что площадь — нашъ интегралъ — всегда 
остается конечной, но съ возрасташемъ о сильно возрастаетъ. 


Ч 


10 


Рис. 98. 


2) Пользуясь доказанной формулой, мы теперь легко найдемъ 
значен!е интеграла Эрмита (4). Если мы раскроемъ скобки и 
расположимъ подъинтегральную функщю по нисходящимъ степе- 
нямъ хх, Пользуясь разложеемъ степени многочлена въ строку: 


| (2—1) (2-2)... (&— и) =... "и = 
==%-|-..--(— 1)“ +) 


(я выписываю здфсь только высший и низпий, т. е. свободный 
отъ 3, членъ), то этотъ интегралъ приметъ видъ: 


со 


(И 2)" ра У Се ре 
и Р—1е-2аз и | 201" 48; 
0 / 


(р—1') Е 


о=р--1, р--2,... ртр 

С, здфсь постоянныя и притомъ цфлыя числа, которыя полу- 
чаются при вышеупомянутомъ разложени степени мпогочлена. 
Прим$няя формулу (5) къ каждому изъ полученныхъ интегражювт, 

мы получимъ: о. 
(ё 
м-р 5) 
(2—1 & 


о=р--1,....р--пр ` 
НЕ" не < 


\ 


*) Авторъ пишеть (—1)” вмЪсто (—1)"?, такъкакъ р — число про- 


2 № 
стое и >2,—еслЪдовательно, нечетное. ХУ 


> < Ред. 


> 
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Вс$ о подъ знакомъ суммы больше р и, значитъ, отношенля 
(6—1! 
(ф-0 


р; если его вынести за скобку, то мы получимъ: 


суть цзлыя числа, содержания, кром$ того, множителя 


М=(—1)(”--р{ Са Сы (Р-ЕЮ-Е Соч (РИФ... 


Отсюда мы видимъ, что М длится или не дЪлится на р въ за- 
висимости отъ того, дЪлится или не длится на р первое слагаемое 
(— 1)” (#!}7. Но такъ какъ р есть число простое, то это слагаемое 
навфрное не будетъ дфлиться на р, если р не входитъ въ составъ 
ни одного изъ его сомножителей 1, 2,...,и; а это навфрное 
случится, если р > и. Этому услов1ю удовлетворяетъ безчисленное 
множество простыхъ чиселъ; выбравъ одно изъ нихъ, мы достиг- 
немъ того, что (- 1)" (и!)? и, значить, М навЪрное не бу- 
дутъ длиться на р. 

Такъ какъ, по предположентю, а. = 0, то намъ легко сдЪлать 
такъ, чтобы и а, не длилось на р; для этого достаточно 
только выбрать р большимъ, чЪмъ а,, что, какъ сл$дуетъ изъ ска- 
заннаго выше, конечно, возможно. Но тогда произведение 
а.М также не дълится на р, и мы достигли, такимъ обра- 
зомъ, нашей первой п$ли. 

3) ИзелЪдуемъ теперь числа М, (у=1, 2,...,и), опредб- 
ленныя равенствами (4“) (стр. 888). Внесемъ множителя е” подъ 
знакъ интеграла и введемъ новую перем$нную $=—=2—%, при- 
нимающую значеня отъ 0 до со, когда 2 измфняется отъ + до со; 
тогда мы А 


в “ен о О ‚.(би—п)} ПИ 
(р— ОГ 


Это А того же вида, что и раньше разсмотрнный инте- 
гралъ М, и мы можемъ здфсь примфнить аналогичныя преобра- 
зования. Раскрывъ скобки въ числителЪ подъинтегральной фувищи, 
мы получимъ аггрегатъ степеней 6 съ цЪлыми коэффинуетами, 
при чемъ низшая изъ этихъ степеней есть #4 ‚< Читеграль 
числителя представится теперь въ видЪ сны ^интеграловъ 


со 


ое 
Сре 64 р ег а. и о ДС. 
у ы Г с... и 
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помноженныхъ на цфлыя числа; а такь какъ эти послЪдн1е инте- 
тралы имЪютъ, согласно равенствамъ (5), соотв тетвенно значення 
р!, Ф-Е)!,...,тоэту сумму можно представить вЪ видЪ числа р!, 
умноженнаго на нфкоторое цфлое число .,; такимъ образомъ, 
для каждаго изъ разсматриваемыхъ интеграловтъ 
мы имЗемъ: 

: пы: _ РА. 
(6—1)! 
т.е. вс они суть ц$лыя числа, кратныя р}. 

Если мы сопоставимъ это съ доказаннымъ въ #® 2), то мы 
увидимъ, что можно примзнить указанное выше (стр. 388) пред- 
ложен!е и сказать: а Ма, М, —------ а, М» навфрное не 
длится нари, слф довательно, отлично отъ нуля. 

4) Вторая часть доказательства относится къ суммЪ 
а, =. --..-- а» 8», Гд%, согласно равенству (4^) (стр. 388), 

$ 
ТЕ. ем 
(фи! 


—..94, = 2 


= —= 42, 


0 


и намъ нужно доказать, что, давая р надлежацля значеня, можно 
сдЪлать эти &, сколь угодно малыми; при этомъ мы воспользуемся 
т$мъ, что мы можемъ сдЗлать р сколь угодно большимъ, такъ 
какъ Т$ условя, которымъ мы пока подчинили простое число 
Рр(ф>и, р>а,), могутъ быть удовлетворены произвольно боль- 
шими простыми числами. 

Изобразимъ прежде всего геометрически ходъ 
изм нен!1я подъинтегральной функц!и (рис. 99). При 
5 = 0 кривая касается оси 2, при 3 =1, 2,...,И она касается 
Оси 2 и вЪ ТО же время пересВкаетъ ее (такъ какъ р число 
нечетное). Мы сейчасъ увидимъ, что подъ влмяюшемъ знаменате 
(р— 1)! кривая во всемъ промежутк? (0, 22) не подымается выс! 
надъ осью 3, если только взять р достаточно большимъ; таки мё ббра- 
зомъ, очевидно, что интегралъ =, будетъ очень малъ. ВнЪ этого про- 
межутка при = > и подъинтегральная функщя быстро возрастаеть И 
затфмъ асимптотически приближается къ оси я. раземо- 
тр$нная выше функщя 2°-1е-* (для о = (и 1); это объяс- 
няетъ, какъ получаются эти быстро растущуя ‚ возраставнемъ р 
значення интеграла Л/, взятаго по всему промежутку от 0 до с®. 


595 


Для того, чтобы дЪйствительно оцфнить предЪлъ интегра- 
ловЪ &,, Оказывается достаточнымъ примзнить слЗдующий грубый 
премъ. Обозначимъ черезь Си 2, наибольшя абсолютныя зна- 
ченя функшй 2 (2—1)...(2—и) и (а— 1) (8—2)...(в— п) *№ 
въ промежуткЪ (0, 2), такъ что 


=@—0...в—1)|< (т 


56 —2)...(а— идет <, | 


для О 2 и. 


Такъ какъ абсолютная величина интеграла никогда не превы- 
шаетъ интеграла абсолютной величины подъинтегральной функщи, 
то для каждаго =, мы имЪемъ: 


1 


р в вт 


| 6», > = РЕ (6) 
А 
/ ры 
= 
т с бы — т 


Рис. 99. 


Числа С, 8, у не зависятъ отъ р, а стоящий въ знаме- 
нател» факультетъ (р— 1)! возрастаетъ, какъ извЪетно, быстрёе 
— о 


—1 С 
чЪмъ степень В ‚ или, точнЪе, при достаточно большомтъ. Ср 
р—1 
дробь О дфлается меньше какого угодно напередъ заданнаго 
ЕВ 1 У 
числа, какъ бы мало оно ни было. Равенство (6) показываетъ, 
_ 
такимъ образомъ, что, принимая за р достаточно большое Число, 
р э\ 
мы можемъ сдЪлать сколь угодно малым Каждое ИЗЪ 
С < 


чиселъ =... АСУ 
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Отсюда непосредственно слФдуетъ, что мы можемъ сдфлать 
сколь угодно малой сумму а, 8. | --. 2 а» в, состоящую изъ и чле- 
новЪъ; въ самомъ ДВЛЪ, 


|, в, -- 58 -- ----Ё ав 8 | < | а1 |. [811-45 |.|&|-2----Е [@»|. 8 
и, согласно равенству (6), 


т 
= (а; |. 12-14 |. 2 25-Е. ---Е|@]. "8, < ее 


а такъ какъ множитель, заключенный въ скобки, имфетъ посто- 
янное, не зависящее отъ р значевше, то благодаря множителю 
77 
— 
и л%вую, т. е. |дата, 5-...Ра»в|, сдЪлать какъ 

угодно малой, — въ частности, меньше единицы. 
Но это приводить насъ къ тому противор$ю съ равен- 
етвомъ (3): 


(а Ма, М... а» М») - (@ &--.-.-Ё 4» &) = 0, 


которое мы выше имЪли въ виду (стр. 387); оно состоитъ въ 
томъ, что пЪлое чиело, отличное отъ нуля, по прибавлени къ 
нему правильной дроби должно обратиться въ 0. Поэтому по- 
слфднее равенство не можетъ имть м%$ста, и 
такимъ образомъ доказана трансцендентность 
числа е. 

Теперь мы перейдемъ къ доказательству трансцендент- 
ности числа л. 


мы можемъ всю правую часть, а, сл Бдовательно, 


Доказ Аательство трансцендентности числа л. 


Это доказательство, хотя и сложнфе предыдущаго доказа. 
тельства, но, въ сущности, очень просто. Надо только — и 
этомъ заключается искусство математическаго творчеству? по- 
дойти въ вопросу съ надлежащаго конца. дс 

Линдеманъ ([1пдетапп) поставилъ ох ЛЬДУЮЩиИМЪ 
образомъ. Ло сихъ поръ было установлено, то равенство 
Уве — 0 не можеть имфть мЪста, если а» И. ра суть обыкно- 


= Е о 


о сх, $ 
венныя пфлыя рашональныя числа; спрашивается, нельзя ли до- 
5. 
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казать, что это равенство не можетъ имЪть м$ста и при алге- 
браическихъ значеняхъ коэффищентовъ а, и показателя м. 
Линдеману дЪйствительно удалось это показать, а именно, 
общая теорема Линдемана о показательной функ- 


ц1и гласитъ такъ: равенство Уве» =0 не можеть 
о. 

им ть м%ъста, если коэффиц1енты а, представляютъ 
любыя, а ф,—-различныя между собой алгебраиче- 
ск1я числа. Трансцендентность л является тогда 
непосредственнымъ слЪдеств1емъ этой теоремы; 
дЪйствительно, какъ извфстно, иметь м$сто тождество 1 -- е® = 0; 
поэтому, если бы л было алгебраическимъ числомъ, тои {7 было 
бы такимъ же числомъ, и существоване послЪдняго тождества 
противорЪчило бы упомянутой теорем$ Линдемана. 

Я хочу подробно изложить доказательство только одного 
частнаго случая теоремы Линдемана, который 
уже заключаетъ въ себ и доказательство транс- 
цендентности числа л. При этомъ я буду сл$довать 
снова, по существу дёла, доказательству Гильберта („Ма@ет. 
Апп“., Ва. 43), которое существенно проще, чЁмЪъ до- 
казательство Линдемана и представляеть собой точное 
обобщен!е предыдущихъ разсужден1й о числЪ е. 

Исходнымъ пунктомъ служитъ соотношене: 


1-е" —0. (1) 


Если л удовлетворяетъ какому-нибудь алгебраическому уравнен1ю 
съ ЦЪлыми рацюнальными коэффищентами, то 25 тоже удовле- 
творяетъ подобному же уравнен!ю; обозначимъ черезъ а, @%,..., бы 
всЪ корни этого посл$дняго уравненля, считая въ томъ числ$ и 
корень #л. Тождество (1) показываетъ, что должно имЪть мЪсто 


соотношен1е & 
(1 2“) (1-е)... (1 -- еб) = 0. 57 
Выполняя умножен!е, получаемъ: 55 
У 


© 


1 -|- (еп, -- 64а --.. % ебпт) -- (ера —- е-Наз -|-.. .-- 6 мень а 
--- (Еее. 2) == — 
=о- 


Можетъ случиться, что нфкоторые изъ входящихь сюда показате- 
лей равны нулю; но во всякомъ случа, если” даже это и имбетъ 


(2) 
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мЪсто, лЪвая часть будетъ содержать положительное слагае- 
мое 1, которое вмЪет$ со слагаемыми вида © дастъ одно ц$ лое 
положительное число а, навфрное отличное оть 
нуля. Остальныхъ показателей, неравныхъ нулю, обозначимъ 
черезь 2, В.,...,бм такъ что равенство (2) можно написать въ 
такомъ Ввидъ: 


а, -—- 2-е -|-...-- ви=0 (0). (3) 


Съ другой стороны показатели рВ,,...,бл служатъ кор- 
нями нзкотораго уравнен1я съ цфлыми коэффиц1- 
ентами. Въ самомъ д$л$, изъ уравнения съ цзлыми коэзффищентами, 


которому удовлетворяютъ числа а,,....@» Можно, какъ извЪетно, 
вывести такое же уравнеше, корнями котораго являются вс 
двучленныя суммы а + а., а--4.,...; точно такъ же можно 


вывести подобныя уравненйя для трехчленныхъ суммъ а, а, аз, 
аа, а.,...; наконецъ, сумма а а, |... а, равна рацло- 
нальному числу и, слЗдовательно, удовлетворяетъ линейному ц%- 
лочисленному уравненю. Перемножая вс$ эти уравневя, мы по- 
лучимъ снова уравнене съ пфлыми рацональными коэффищента- 
ми, н®которые корни котораго могутъ равняться нулю, а проще 
равны 0., 6.,...,0м. ДЪля уравнене на неизвЪстное въ стелени, 
равной числу первыхъ корней, получимъ для М величиньъ В 
уравнене съ цзлыми коэффиц1ентами какъ разъ /Л/-ой 
степени и съ постоянымъ членомъ, отличнымъ отъ нуля: 


6-6, = 5, =... 6,57 ==0, (4) 


ив 9 и 6,50. 

То, что мы имфли въ виду доказать и что, какъ мы гово- 
рили выше, обнимаетъ, между прочимъ, и трансцендентность числа 
л, составляетъ слёдующИЙ частный случай теоремы Линдема Н ау 
равенство вида (3), съ цёлымъ и отличн ымъ от 
нуля коэффиц!ентомъ а, не можетъ имёть ‚Мста, 
если числа В+, рь,..., Вх удовлетворяютъ уравнен1ю 
№-ой степени (4) съ цфлыми рацтональным и коэф- 
фиц1ентами. У 

Доказательство этой теоремы можно расчленить на такля же 
части, какь и предыдущее доказательс тво” Трапоцендентиооти 
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числа в. Подобно тому, какъ тамъ намъ удавалось дать особенно 
хоропия приближения цфлыхЪъ степеней с, 6*,..., 6 при помощи 
раптональныхъ чиселъ, такъ и здфсь надо будетъ изелЪдовать 
вопросъ о возможно лучшемъ приближенномъ выра- 
жен1и степеней числа е, входящихъ въ равенство 
(3). Мы положимъ, сохраняя прежня обозначеня: 


| 
‚ _ М РМ 2 6 ом Му ау. 
ев! = = о = =: (5) 
й} М М 
здЪсь знаменатель М тоже равенъ н& которому обыкно- 
венному цфлому числу, а &,,..., 8х означаютьъ очень 
малыя дроби, тогда какъ ЛМ,,..., Мх представляютъ собой 


не цфлыя рацональныя, а цЦЪлыя алгебраическ1я числа; 
ВвЪ эЭТОоМЪ именно заключается усложнеюте по сравненю 
съ прежнимъ доказательствомъ. Но сумма всЪхъ чиселъ 
М,,..., Мхи и въ данномъ случа$ равна цфлому ра- 
ц1ональному числу, а именно можно распорядиться такъ, 
что первое слагаемое равенства: 


о М-- М, М, +. Мары. =, (8 


ВЪ которое, въ силу соотношений (5), переходитъ равенство (3) по 
умножен1и его на ЛД, будетъ представлять собой ц%лое рац!о- 
нальное число, отличное отъ нуля, тогда какъ абсо- 
лютная величина второго слагаемого будетъ, во вся- 
комъ случа, меньше 1. Но это и есть какъ разъ то 
противор$ чте, которымъ мы воспользовались выше; 
такимъ образомъ будетъ обнаружена невозмож- 
ность равенствъ (6) и (3), и наше доказательство 
будетъ выполнено. Въ частности, мы снова покажемъ, 
что сумма Л, - М.Р... Мм д®лится на нфкоторое простое 
число р, а произведене а,.М не дЪлится на него, изъ. ‚49тб, 
аналогично прежнему, будетъ вытекать, что первое слагаемое ВЪ 
равенств$ (6) отлично отъ нуля. ЗатЪмъ мы покажемъ:. ото число 
р можно выбрать сколько угодно большимъ и при том) акт, что- 
бы второе слагаемое въ равенствЪ (6) было сколь `Утбдно мало. 

1) Прежде всего задача заключается в стомъ, чтобы вы- 
разить ЛМ посредствомъ подходящаго. обобщения инте- 
грала Эрмита. Это обобщене основано На томъ замЪчани, 
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что корнями множителя (3 —1)...(8— и) интеграла Эрмита 
являются какъ разъ показатели степеней е въ предполагаемомъ 
алгебраическомъ уравненми. Поэтому теперь мы замЪнимъ его 
произведен1емъ, составленнымъ съ помощью показателей равен- 
ства (3), т. е. съ помощью корней уравневня (4): 


(2— В) (=2— В»)... (=— Ву) = ;- ЕВЕ. (7) 
м 


Но существеннымъ оказывается здЪсь то обстоятельство, что мы 
присоединяемъ еще надлежащую степень числа 
5, въ качеств множителя, что раньше было излишне, 
такъь какъ произведене (=5—1)...(8—7) и безъ того имЪло 
цзлые коэффищенты. Итакъ, въ концф концовъ мы полагаемъ: 


2—1 8 ( 28 Е На 
_ ^е— т. убор б-р АР бу : 


2) Если развернуть, какъ и выше, подъинтегральное вы- 
ражен1е Л/ по возрастающимъ степенямъ =, то наинизиий членъ, 
содержаний =2-—' дастъ: 


со 
"821 48 р? в А =! 07 Ави, 2 1 
ФШ— п ой 


0 


гдф интегралъ выраженъ по формул Г, которую мы постоянно 
прим%няли выше (стр. 389). Вс же дальнфйипя слагаемыя со- 
Держать подъ знакомъ интеграла 3? или еще выспия степени 3; 


от умноженное ма, >, 
цфлыя числа: слЪдовательно, всЪ они длятся нар. Поэтому само 
М представляетъ собою ц$лое число, не дрлящерся 
на р, если первое слагаемое &. ды 589” дЗ- 
лится на р, т. е. если простое число р не о НИ и`ф, нид... 
Такъ какъ 6, = 0, ,-Е0, то р, сообразно этому тов МОЖНО 
опредЪлить проще всего, если принять, что ©“ 


р =— Во, р > О  _ 


поэтому въ нихъ входитъ множителемъ 
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Такъ какъ а -Е 0, то можно сразу же достигнуть того, что а). М 
не будетъ длиться на р; для этого достаточно подчинить 
р еще одному услов!ю: 


р 24+ 


ВеЁмъ этимъ условямъ можно удовлетворить безконечнымъ чис- 
ломъ способовъ, такъ какъ число простыхъ чиселъ безконечно 


велико. 


3) Теперь мы должны перейти къ вопросу о построени 
чисель ЛИ, и &». Здесь дЪло обстоитъ н‹ф сколько иначе, 
чЪ$мъ раньше, тавкъ какъ м$ото цфлыхъ чиселъь » занимаютъ 
числа 6», которыя могутъь быть комплексными, и одно изъ 
нихЪ должно даже непремфнно равняться #л. Поэтому, если мы 
хотимъ предпринять разложене интеграла //, подобное прежнему, 
то надо сперва установить путь интегрирован1я въ 
комплексной плоскости. Къ счастью, выраженте, 
стоящее подъ знакомъ нашего интеграла, пред- 
ставляеть с0бой повсюду въ конечномъ разстоян1и 
однозначную правильную аналитическую функц! ю 
перем$нной интегрированйя 2, для которой только значене = = со 
является особенной (и именно, существенно особенной) 
точкой. ВмЪсто того, чтобы интегрировать отъ 0 до со вдоль полу- 
оси вещественныхъ положительныхъ чиселъ, мы можемъ восполь- 
зоваться какимъ-нибудь другимъ путемъ интегрировая, идущимъ 
отъ 0 въ со, если только онъ, въ концЪ концовъ, уходитъ въ без- 
конечность, приближаясь, по крайней м} рф, асимптотически къ ка- 
кой-нибудь параллели къ упомянутой полуоси*); это необходимо 
для того, чтобы интегралъ вообще имфлъ смыслъ. 

Отм%тимъ мысленно //точекъ В., Вь,...,6м въ комплексной 
плоскости и замфтимъ, что мы получимъ число М, если будемъ 


интегрировать сперва по прямой оть 0 до одной изъ этихъ то- к 
^^ 
чекъ В», а затЪмъ отъ В, вдоль параллели къ вещественной оси? 


«ЕО 


2 
*) Это значитъ, что путь интегрирован!я долженъ, начиная) съ нз- 
котораго мЪста, идти вдоль какой-нибудь параллели къ 9: `%-овъ до 
со или, по крайней мЪЗръ, приближаться Ч Гоа такой па- 
раллели. Ред. 


© 
Фр 
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до со (рис. 100). Соотв$тетвенно этому пути интегрированя 
можно разложить // на двЪ характеристическля части: прямо- 


Рис. 100. 


линейный путьотъ 0 до р, даетъ*) слагаемое г, ста- 
новящееся безконечно-малымъ при возрастании р, 
а параллель отъ р, до < даетьъ *) цвлое алгебраи- 
ческое число М: 


Ву 
—3 1 
о” 5 — В О: 
0 


р ПЕ (| бье----Вы „ее ВВ т (в 
В, 8% 


Эти выражен1я дЪйствительно удовлетворяютъ ад (5). 
То обстоятельство, что мы пользуемся при этомъ име 0 прямо- 
линейными путями, объясняется ноключитезьно соображе- 


*) По умножени на её. о Ред. 
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н1ями удобства; любой криволинейный путь отъ 0 до В, далъ бы, 
конечно, то же самое значене для 2,, но только прямолинейный 
путь даетъ возможность проще сдфлать оцпфнку этой величины. 
Точно такъ же мы могли бы вмФсто горизонтали отъ В, до со 
воспользоваться любой кривой, которая асимптотически прибли- 
жается къ какой-нибудь горизонтали, но только это создало бы 
ненужныя трудности. 

4) Я начну съ оц$нки величинъ а, которая не пред- 
ставляетъь ничего новаго по сравненю съ предыдущимъ;, нужно 
только воспользоваться тфмъ обстоятельствомъ, что модуль ком- 
плекснаго интеграла никогда не превосходить произведеня наи- 
большаго значеня модуля подъинтегральнаго выраженя на длину 
пути интегрированя, которая въ данномъ случа равна р. 
Такимъ образомъ, мы получаемъ для верхней границы величинъ &, 


р—1 


С 
(р— 1)! 
[2 (6. 6, = ----- 5х=“) ба | въ чЪкоторой области, содержащей 
всЪ точки 6»), умноженное на множителей, не зависящихъ отъ р. 
Изъ этого мы заключаемъ, подобно предыдущему (стр.392 и 393), что, 
увеличивая р, можно сдЪлать абсолютную величину 
каждаго =, а, слфдовательно, и суммы &, в, -—-.---Р ам 
сколь угодно малой, —въ частности, меньше 1. 


выражен1е (гдз (С означаеть макеимумъ выраженя 


5) Въ существенно новыхъ соображеняхъ оказывается на- 
добность лишь при изсл дован!и величинъ /М,; впрочемъ, 
это будутъ прямыя обобщенмя прежнихъ разсужденй, при чемъ 
придется лишь принять во вниман!е то обстоятельство, что м3- 
сто рац1ональныхъ чиселъ займутъ теперь алге- 
браическ!я числа. Разсмотримъ всю сумму: 


Ам № со 


_МАл Ге" = 48| ь ль > 
>, м, т НЫ я+ був м Из-0р < 
© 


ИТ 7=1 ры А 
+ 
А 


Если мы здЪеь въ каждомъ слагаемомъ въ силу равенства (1) 
ие 397) зам$нимъ многочленъ, содержащий з, Г ЬЩ произведен 
(3—6.)...(=—Вм) и введемъ новую перем нную Е 


б=а— Г которая, соотвфтетвенно принятому, ла 2 = пути инте- 
лк 


№ 


№ 


26 


ЕЯ 


грированля, пробзгаетъ вс вещественныя значен!я отъ 0 до сю, 
то для суммы получится такое выражеше: 


Ум 8 ВВ. ВУ.- 


и 


‚Е ори -/—“ р ее Ф (=), 


тДЪ 


/) =>: и 


Тре 


При этомъ въ произведени р-ыхъ степеней въ каждомъ слагае- 
момъ этой суммы недостаетъ по 2-ому множителю 627, который 
вынесенъ за знакъ суммы. 

Въ подъинтегральномъ выражен!и Ф (2), какъ и каждое изъ 
№ его слагаемыхъ, есть многочленъ относительно 6; при чемъ въ 
каждомь изъ слагаемыхъ, очевидно, одна изъ // величинъ [,,..., бу 
играетъ исключительную роль. Но въ самой сумм Ф (6), а вм$- 
ст съ тЪмъ и во везхъ ея коэффищентахъ при 6, вс№ эти М ве- 
личинъ играютъ одинаковую роль; другими словами, каждый изъ 
этихъ коэффищентовъ ипредставляеть симметрическую фун- 
кп1ю величинъ рб,,..., Вх. Вынолняя возведене въ степень въ 
отдфльныхЪ множителяхъ по обобщенной теорем бинома, можно 
убфдиться въ томъ, что это — цфлыя рац1ональныя функ- 
ц1и отъ р,,..., 6х съ цлыми рац!ональными числен- 
ными коэффиц!ентами. Но, по извЪстной теорем алгебры, 
рац1ональныя симметрическ!я функц!и съ рац1о- 
нальными коэффиц1ентами отъ всзхъ корней 
уравнен1я съ рац!ональными численными коэффи- 
ц1ентами представляютъ всегда рац!ональныя 
числа; а такъ какъ 6,,...,Вх суть всЪ корни уравлетя (4), 
то коэффиц1енты нашего многочлена от Обитоль- 
но 6 дзйствительно рацтональны. Но намь нужно 
имф$ть ц$лыя рац1ональныя числа; ыы мы получимъ 
съ помощью степени числа бл, к. множителемъ 


въ подъинтегральное выражене. Мы можемъ распредфлить ее по 


\\ 
ра 
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вСЪМЪ входящимъ въ это выражете линейнымъ множителямъ и 
написать РР ВЪ ТАкОомЪ ВИДЪ: 


№ 
х \ Е РЕ 
>. м. Еж 1 СР. УТбьены т НЬ.В,—В В». 


: о ЭР). 


Какъ и раньше, коэффищенты многочлена относительно 6, изо- 
бражаемаго этой суммой, представляютъ цфлыя рац!ональ- 
ныя симметрическ1я функц!и, съ цфлыми рац!о- 
нальными коэдффиц1ентами, отъ произведен!й 6»хр;, 
руВ.,....бмВм. Но эти Л’ произведений являются корнями того 
уравнен1я, которое можно получить изъ равенства (4), если за- 


8 
мзнить въ немъ 5 черезъ ф.о: 
№ 


ит _ 
ыы +4 (5 +5 (5) = 


\—1 
умножая это равенство на бу ‚, получимъ: 


Обь —|- ба. а--.-.-Н боба фу зу 2” — 0, 
т.е. уравнен1е съ одними только ц$лыми коэффи- 
ц1ентами и коэффиц1ентомъ 1 при высшемъ член$. 

Такя алгебраическя числа, которыя удовлетворяютъ цфло- 
численному уравнемю съ коэффищентомъ 1 при старшемъ 
член®, называють цлыми алгебраическими числами; 
теперь мы можемъ слздующимъ образомъ формулировать преды- 
дущую теорему: цв лыя рац1ональныя симметрическ! я 
функц!и, съ цёлыми коэффиц1ентами, отъ всЪхъ 
корней цЪзлочисленнаго уравнен1я съ старшимъ 
коэффиц1ентомъ 1, — другими словами, отъ цзлыхЪъ 
&лгебраическихъ чиселъ, —сами представляютъ ыы 
лыя рац1ональныя числа. Эту теорему вы тоже найдете 
въ учебникахъ алгебры; если она, быть можетъ, не вездЪ ‚ока 
жется выраженной въ столь точной формЪ, то все же вы ето 
убЪ$дитесь въ ея справедливости, если просл$дите за‘. доказа- 
тельствомъ. < 

Но коэффищенты многочлена, стоящаго въ под нтегральномъ 


выражении (9), дфиствительно удовлетворяютъ убловямь этой тео- 
^ 
^сх 


хо 


ра 


(9) 
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ремы; поэтому они должны быть цфлыми рац!ональными 
числами; мы обозначимъ ихъ черезъ „4, „,,..., Ала: 


Сас =\№р—1 
м ааа м 


2—1 


Теперь мы, въ сущности, пришли уже къ нашей ц$ли. Въ. 
самомъ дЪлЪ, если выполнить интегрироване по нашей Г-фор- 
мулЪ (стр. 389), то получатея множители р!, (р--1)!, (ФЪ- 2), 
такъь какъ каждый членъ содержитъ множителя 6 въ степени 
высшей, чфмъ р; велфдетве этого по раздБлеши на (р— 1)! 
во всё хъ членахъ навфрно останется еще множи- 
тель р, а друше множители представляютъ собой пзлыя числа, 

г 
(а именно, числа „41, .1., 4.,...). Поэтому У, М, предста- 
ЕЕ 
вляетъ ц%лое число, которое нав$ рно длится на 2- 
Но, съ другой стороны, мы показали (стр. 398), что а), М не 
| 
дълится на 7; поэтому сумма а, М-- У, М, непре- 
У 
м$нно представляетъ ц$лое число, не длящееся 
на р и, слфдовательно, во всякомъ случа, не- 
равное нулю. Въ виду этого равенство (6): 
К м 
= 
«м+м, У 1ы 0 
= у! 
тоже не можетъ имфть м$ста, ибо отличное отъ нуля число по сложе- 
№ 
ни его съ числомъ У &., Которое по абсолютной величинЪ на- 
= 
вфрное меньше 1 (стр. 400), не можетъ дать 0. Но этимъ до 
казана теорема Линдемана въ ея упомянутом» 
выше (стр. 396) частномъ случаё и вм ст съ нею и 
предложен1е о трансцендентности числа ‚пекото- 
рое въ ней содержится. го 

Я хочу отм5тить еще одинъ интересный частный 

случай общей теоремы Линдемана, состоящий ВЪ ТОМЪ,. 


что въ уравнен!и ег? =6 числа фи В не могутъ быть. 
кс 
^^ 
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одновременно алгебраическими, если не считать 
трив1альнаго исключительнаго случая, когда В=0, 
$ —=1. Лругими словами, показательная функц!1я отъ 
алгебраическаго аргумента би натуральный ло- 
гариемъ алгебраическаго числа 6 всегда, кром$ 
упомянутаго единственнаго исключен!я, предста- 
вляютЪъ трансцендентныя числа. Изъ этого при В=1 
вытекаетъ трансцендентность е и при 6 = — 1 трансцендентность 
л (такъ какъ в” = — 1). Доказательство этой теоремы предста- 
вляетъ точное обобщене послзднихъ разсужденй, при чемъ исхо- 
дятъ не оть 1-е“, а отъ 6 — 68; надо только принять во вни- 
ман!е, наряду со всБми корнями алгебраическаго уравнетя для р, 
также всЪ корни уравненя для 0, чтобы придти къ равенству, 
подобному равенству (3); велЪдетв1е этого приходится употреблять 
большее число обозначенй, такъ что доказательство становится 
боле запутаннымъ. Но въ существенно новыхъ идеяхъ надоб- 
ности не представляется. ВполнЪ аналогично можно провести до- 
казательство общей теоремы Линдемана. 

Я не стану входить въ разсмотрзне этихъ доказательствъ, 
но зато я хотЪлъ бы сдЪлать для васъ возможно болфе нагляднымъ 
значеше посл$ дней теоремы о показательной функ- 
ц1и. Представьте себф, что на оси абоциссъ отм$чены вс точки 
съ алгебраическими абециссами х (рис. 101). Какъ мы знаемъ, 


НННЕНННННННЫНННЫНННННННННН-НН-НЫ © 
0 


Рис. 101. 


уже`одни ращональныя и подавно всЪ алгебраическая числа обра- 
зуютъ на оси абсциесъ сгущевный комплексъ (аЪега 41180); на 
первый взглядъ кажется, что алгебраическая числа уже во всякомь_у 
случа исчерпываютъ вс вещественныя точки х. И вотъ туго 
наша теорема говоритъ, что это не такъ, но что на оси х хо ВЪ 
между алгебраическими числами пом щается еще 
безконечно много другихъ, трансценденаи и хь ЧИ- 
селъ; безконечное число примЗровъ такихъ чиселъ` предетавляють 
числа с? и 105 х, гДЪ Хх есть алгобраическое (число, а также 
всякая алгебраическая функця этихъ трансцендентныхь чиселъ. 
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Все это станетъ, быть можетъ, еще болфе яснымъ, если мы 
напишемъ наше уравнене въ такомъ вид: 


У = —_ 
и изобразимъ его въ плоскости ху въ видЪ кривой (рис. 102). 
Если отм$тить на оси х-овъ и на оси у-овъ всф алгебраичесяя 


числа и затЪмъ разс матривать вс точки х|у, у которыхь 06% 
координаты суть алгебраичесямя числа, то вся плоскость ху ока- 


№ 


о\4 


Рис. 102. 


жется покрытой сгущеннымъ комплексомъ этихъ „алгебраи- 
ческихъ“ точекъ. Но, несмотря на такое сгущенное 
расположен1е алгебраическихъ точекъ, показа- 
тельная кривая у=е” не содержитъ ни одной алге- 
браической точки, кромЪ точки хХ-=0, у==1, такь 
какъ во возхъ другихъ случаяхъ, согласно нашей теоремЪ, въ 
равенств$ у == 6”, по крайней м рь, одна изъ величинъ х, у имЪетъ 
трансцендентное значене. Это свойство показательной кривой 
представляетъ, конечно, въ высшей степени удивительное явлеще! 
Эти теоремы, обнаруживающия существоване огромнаго ® боли- 
чества чиселъ, которыя не только не рацональны, но и. эбобще не 
могутъ быть составлены изъ цфлыхъ чиселъ при помоди ’алгебра- 
ическихъ дЪйствй, имфютъ для нашихъ пре дофат влен1й о 
числовомъ континуум громадное знамен. Какъ бы 
отпраздноваль Пиеагоръ такое открыте, свели открыте ирра- 
пональныхъ чиселъ казалось ему достойным ЦВЛОЙ гекатомбы! 
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Удивительно только то, какъ мало внимая и пониманя 
встрЪчаютъ, вообще, эти вопросы о трансцендентности, хотя они 
оказываются столь простыми, если ихъ хоть разъ хорошенько про- 
думать. На экзаменахъ постоянно приходится наблюдать, что 
кандидатъ не въ состоянии даже объяснить терминъ „транс- 
цендентность“; большинство просто говоритъ, что трансцендент- 
ное число не удовлетворяетъ никакому алгебраическому урав- 
нен!ю, — а между тЪмъ это, вЪдь, сове$мъ не вЪрно, какъ показы- 
ваетъ примЪръ: х—е = 0. Забываютъ о самомъ главномъ, — о томъ, 
что коэффищенты уравненя должны быть ратональными числами. 

Если вы еще разъ продумаете наши доказательства транс- 
цендентности, то эти простыя, элементарныя умоза- 
ключен1я должны будутъ представиться вамъ, какъ н%Ъчто 
цфлое, въ удобопонятномъ видЪф и будуть вами усвоены надолго. 
Запомнить надо только интегралъь Эрмита; тогда все остальное 
вытекаетъ само собой вполнЪ естественнымъ образомъ. 

Я хотзлъ бы еще въ особенности подчеркнуть то обетоя- 
тельство, что въ этихъ доказательствахъ мы спокойно пользова- 
лись, согласно всфмъ нашимъ основнымъ идеямъ, понят1емъ 
объ интеграл $, — говоря геометрически, понят1емъ о пло- 
щади, — какъ понячемъ, совершенно въ сущности элементарнымъ, 
и я полагаю, что это существеннымъ образомъ способствовало 
наглядности доказательства. Сравните, наприм®ръ, изложене въ 
т. [ Вебера-Вельштейна или же въ моемъ собственномъ, 
небольшомъ сочинени „Вопросы элементарной геометр!и“ *), 
гдз въ дух старыхъ учебниковъ избфгается употреблеше знака 
интеграла и вмЪето него прибЪгаютъ къ вычиелентю рядовъ,— и 
вы согласитесь съ тЪмъ, что тамъ ходъ доказательства далеко 
не столь нагляденъ и не столь легокъ для пониманя. 

Послфднйя разсужденя о распредфлени алгебраическихъ 
чиселъ среди вещественныхъ чисель приводятъ насъ естествен-,5), 
нымъ образомь ко второй современной дисциплин 
на которую я уже не разъ указывалъ въ течене этихъ пери 
которую я хочу теперь изложить болЪе подробно. Я 98 


ВИДУ учен1е о комплексахъ. <? 
ще СМ 


- оо ео Ср 2 ` ь 
*) „Уоггасе ибег апзоемАН е Егасеп аег Нетвенагаеотейче“ } см. 
АС 
цитату на стр. 89. ты 


П. Учете о комплексахъ. 


Работы основателя этой теори, Георга Кантора (Саш ог) 
въ Галле, исходятъ какъ разъ отъ изсл$доваюй вопроса о суще- 
ствован!и трансцендентныхъ чиселъ *) и даютъ этому факту 
совершенно иное освфщенте. 

Если тотъ кратюй обзоръ учен1н о комплексахъ, который 
я нам$ренъ вамъ предложить, имфетъ какую-либо особенность, 
то послЪдняя заключается въ томъ, что на первый планъ высту- 
паеть изучен1е конкретныхъ прим ровъ вм$Ъсто отвле- 
ченныхъ разсужденй совершенно общаго характера, благодаря 
которымъ ученше о совокупностяхъ часто принимаетъ весьма 
трудную для понимаюя форму, отпугивающую читателя. 


1. Мощность комплекса. 


СоотвЪтетвенно сказанному, я прежде всего напомню вамъ, 
что въ течен1е этихъ лекций мы не разъ имфли дЪло съ различ- 
ными характерными собран!ями чиселъ, которыя 
мы теперь будемъ называть числовыми совокунностями 
или комплексами. Въ области вещественныхъ чиселъ мы 
имЪли дзло съ такими комплексами: 

1) натуральныя числа, 

2) рацтональныя числа, 

3) алгебраическ!я числа, ее 

4) вс$ вещественныя числа. А 

Каждая изъ этихъ совокупностей содержить безко кт о 
много чиселъ. И вотъ прежде всего возникаетъ ‚ такой во- 
просъ: нельзя ли, несмотря на это обстоятельство, въ фкбторомь 
опред$ленномъ смысл сравнивать между собой эти со- 
вокупности по величин или объему; руРими словами, 


©“ 


*) „уойгпа] Гаг 1е геше пп4 апхемуапт {е маем ик (1813), ВА. 77. 
у’ 
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нельзя ли „безконечность“ одной совокупности счи- 
тать большей, равной или меньшей, чЁмъ „без- 
конечность“ другой совокупности? Великой заслугой 
Кантора является то обстоятельство, что онъ установилъ 
точныя понятия и съ помощью ихъ разъяснилъ и разр шилъ 
этотъ, на первый взглядъ, совершенно неопредфленный вопросъ. 
А именно, здЪеь на первомъ план стоитъ поняте о „мощности“ 
или о „количественномъ числ}“: дв$ совокупности 
имфютъ „одинаковую мощность“ („эквивалентны“), 
если между ихъ элементами можно установить 
взаимно-однозначное сопряженте, т. е. если одну 
совокупность можно такъ отобразить въ другой, 
что каждому элементу первой взаимно-однозначно 
соотв тствуетъ н{$который элементъ второй. Если 
же подобное отображение невозможно, то совокуп- 
ности им ютъ „различную мощность“; при этомъ ока- 
зывается, что въ посл$днемъ случаз, какимт, бы образомъ мы ни пы- 
тались привести въ сопряжеюше элементы обфихъ совокупностей, 
всегда останутся лишне элементы и притомъ всегда отъ одной 
и той же совокупности, которая имЪетъ поэтому „большую 
мощность“ 

Все это мы пояснимъ теперь на 4 упомянутыхъ выше при- 
мфрахъ. Можетъ быть, на первый взглядъ кажется вЪроятнымъ, 
что мощность совокупности натуральныхъ чиселъ меньше, чЪмъ 
мощность всЪхъ ращональныхЪ чиселъ, а эта посл$дняя, въ свою 
очередь, меньше мощности всЪхъ алгебраическихъ чиселъ, и что, 
наконецъ, послфдняя меньше мощности вс$хъ вещественныхъ чи- 
селъ, —ибо каждая изъ этихъ совокупностей возникаетъ изъ прел- 
шествующей путемъ присоединен!я новыхъ элементовъ. Но въ 
дЪиствительности такое заключеше лишено всякаго основаня: 
хотя всякая конечная совокупность всегда имфеть-> 
большую мощность, чфмъ любая ея часть, но 19407 
предложен1я ни въ какомъ случа нельзя пербно- 
сить на безконечныя совокупности. Въ концф КОНПОВЪ, 
такля уклоненая не такъ ужъ удивительны, если ИМЬтЬ В ВИДУ, 
‘Что здзсь мы переходимъ въ совершенно новую обл оть. 

УбЪдимся же сперва на совсЪмъ простом, 1 р имзрз въ 
томъ, что часть безконечной совокупности О: 
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тельно можетъ имЪть равную съ нею мощность; 
для этого мы сравнимъ совокупность веЪхъЪ натуральныхЪ чЧи- 
селЪ съ совокуцностью вс$хъ четныхъ чиселъ: 


от зан 
= 
Ут 
оваозыше 


Сопряжене, указываемое двойными стрЪлками, очевидно, обла- 
даеть описанными выше свойствами, а именно всякому элементу 
одной совокупности соотвЪтствуетъ одинъ и только одинъ эле- 
ментъ другой совокупности. СлЗдовательно, согласно опре- 
дЪлен1ю Кантора, совокупность натуральныхъ чи- 
селъ имБетъ такую же мощность, какъ и ея Часть, 
составляющая совокупность четныхъ чиселъ. 
Итакъ, изсл$дован!е мощностей нашихъ 4-хъ совокупностей 
не такъ уже просто. Т$мъ поразительнфе тотъ простой резуль- 
татъ, который составляеть содержан1е зам $ чательнаго: 
открыт!я Кантора, сдЪланнаго имъ въ 1873 г.: три сово- 
купности — всфхъ натуральныхъ, вс хъ рац1ональ- 
ныхъ и всЪфхЪъ алгебраическихъ чиселъ — имфютъ 
одинаковую мощность, а совокупность всзхЪъ веще- 
ственныхъ чиселъ имфетъ отличную отъ нихъ и 
именно большую мощность. Такую совокупность, кото- 
рая допускаетъ взаимно -однозначное сопряжение ея элемеитовъ. 
съ натуральнымъ рядомъ чисель (которая, слёдовательно, имЪетъ 
съ послфднимъ одинаковую мощноеть), называютъ исчислимой 
(ар7А Шаг). Теперь мы можемъ такъ выразить упомянутую тео- 
рему: вс$ рац1ональныя, а также всЪ алгебран- 
ческ1я числа образуютъ исчислимую О 
НОСТЬ, а СОВОКупность ВСЁхХЪ вощественныхь м и- 
селъ представляетъ неисчислимый компле. око. 
Начнемъ съ доказательства этой теоремы ДЛЯ 
случая рац!ональныхъ чисел, которое ‚‘онесомнфнно, 
известно многимъ изъ васъ. Всякое рапуональцое число — поло- 
жительное или отрицательное — можно предст тАВИТЬ однозначнымъ. 
образомъ въ видЪ дроби р/а, гл риа суть. взаимно простыя цзлыя 
\ 
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числа и 9, напримЪръ, всегда имфетъь положительное значене 
(тогда какъ р можетъ быть и отрицательнымъ). Чтобы располо- 
жить вс% эти дроби р/д въ одинъ рядъ, прежде всего отм тимъ 
мысленно въ плоскости рад вс$ точки съ цвлочисленными 
координатами р, 4 и расположимъ ихъ въ исчислимый 
рядъ, какъ показываетъ спиралеобразный путь на рис. 103. Со0- 


Ч 
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| | | | | 
Рив. №5. 


отв тственно этому мы можемъ перенумеровать вс наши 
числовыя пары (р/9), такъ что каждой парЪ будетъ отвфчать 
только одно цфлое число и въ то же время будутъ исчерпаны вс 
цфлыя числа. Теперь откинемъ изъ этого ряда всЪ т числовыя 
пары, которыя не удовлетворятъ высказаннымъ выше условямъ 
(отсутствие общихъ дфлителей и д >0), и перенумеруемъ только 
оставипяся пары (отм$ченныя на рисункЪ точками). Получается 


такой двойной рядъ: 
245 
1 ® 32. 6 и о 10 11... © 
СУ 
10 13 о 13-5 
к. 


\ СУ 
въ которомъ каждому рац!ональному ч лу СООТ- 


вф$тствуетъ ровно одно цзлое число и каждому 
ц$ лому числу ровно одно рац1онахфное; это дока- 
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зываетъ исчислимость совокупности рац!ональ- 
ныхъ чиселъ. Зам тимът, что при этомъ расположе- 
н1и рац1ональныхъ чиселъ въ исчислимый рядъ 
кореннымъ образомъ разрушается ихъ натураль- 
ная посл довательность по величин%; это видно на 
рис. 104, въ которомъ рядомъ съ рацюональными точками оси 
абсциссъ написаны ихъ порядковые нумера въ приведенномъ 
выше искусственномъ расположени. 


Чыхиоь = ЭМ — ч 9 


АР. м 9. 5 
Уомедх о 5 дер” нм = \ 8 
Рис 104. 


Теперь мы перейдемъ къ алгебраическимъ числамъ: 
зд$сь я также хочу ограничиться вещественными числами, хотя 
раземотр8не комплексныхъ чиселъ, собственно, также не пред- 
ставляетъ существенныхъ затрудневй. Всякое вещественное алге- 
браическое число ® удовлетворяетъь н$которому веществен- 
ному ц$ лочисленному уравненю: 


ве" а, о" --... Рано - а» = 0, 


которое мы можемъ считать неприводимымъ:; другими сло- 
вами, мы считаемъ, что выдЪлены всЪ, каюе только можно, ращ1о- 
нальные множители ЛФвой части, а также вс обще дЪлители 
пзлыхъ чиселъ ау, @1,... , а». 


Предполагаемъ также, что а, всегда есть число но- 
ложительное. При такихъ условляхъ, всякое г 
ческое число ©, какъ извЪстно, удовлетворяеть 
только одному неприводимому уравнены 
наго вида съ цлыми коэффицентами; © обратно, 
всякому такому уравнен!ю принадлежит ь ВЪ ВИД 
корней, самое большее, #2 вещественныхьъ алгебра- 
ическихъ чиселъ; но ихъ можеть быть и меньше, 


УХ 


чьмъ и, или ихъ можетъ даже вовсе не быть. Если 
я 
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бы мы сум$ли расположить въ одинъ исчислимый рядъ. 
вс так!1я алгебраическ!я уравнен!я, то этимъ са- 
мымъ, очевидно, были бы перечислены и вс ихъ корни, а, сл?- 
довательно, и вс веществевныя алгебраическя числа. 


Кантору удалось достигнуть этого сл$длующимъ образомъ: 
онъ относитъ каждому уравнен1ю опред ленное 
положительное число, такъ называемую „высоту“ 
уравнен!я: 


Миа -Н|а, |+... [аа |-Н ан] 


и распред$ ляетъ уравнен1я въ исчислимый рядъ 
классовъ, соотвф тствующихъ значен1ямъ М-=1, 9, 
3,... Въ каждомъ такомъ классЪ, согласно опредфленшю числа М, 
показатель степени и и абсолютная величина каждаго изъ коэф- 
фищентовъ должны быть меньше конечнаго числа М, такъ что 
каждому классу можетъ принадлежать, вообще, 
лишь конечное число уравнений и, въ частности, 
лишь конечное число неприводимыхъ уравнений. 
Коэффищенты легко можно опредфлить путемъ испытан1я воЪхъ 
возможныхь комбинашй для даннаго значен1я М; а первые члены 
ряда уравнешй для низшихъ значешй / можно написать сразу. 


Теперь опредфлимъ для каждой опредфленной высоты М 
вещественные корни всфхъ принадлежащих къ этой высот 
неприводимыхъ уравненй, число которыхъ конечно; число этихъ 
корней также конечно, и мы можемъ расположить ихъ по ихъ 
дЪъйствительной величин$. Теперь возьмемъ расположенныя такимъ 
образомъ числа съ высотой 1, затЪмъ числа съ высотой 2 и т. д. 

и перенумеруемъ ихъ въ этомъ порядк$. Этимъ будеть 
д5йствительно перенумерована совокупность 
всЪхъ алгебраическихъ чиселуъ, такъ какъ, съ одной 
стороны, мы такимъ образомъ приходимъ къ каждому алге- «У 
браическому числу, а съ другой — всякое цфлое число служит > 
номеромъ для н%котораго алгебраическаго числа. ДЬйствительно, 
если имЪть достаточно терп$ая, то можно опредфлийть на- 
примфръ, 7563-тье число указанной схемы или же ‚на ги длЯ 
всякаго даннаго сколь угодно сложнаго алг ебраичёскаго числа 


соотвзтствуюний ему номеръ. &“ 
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Вь этомъ случа расположенме въ исчислимый рядъ тоже 
нарушаетъ кореннымъ образомъ естественную 
посл $ довательн ость алгебраическихъ чиселъ по 
ихъ величин, хотя она и сохраняется въ каждой групив 
чисель одинаковой высоты. Такъ, напримЪръ, два такихъ близкихъ 

2 2001 


числа, какъ 5 и 5000’ имфютъ далеко отетояпия высоты 7 и 7001 


между т%мъ какъ У5, какъ корень уравненя 2? — 5 =0, иметь 


6 


ту же самую высоту 7, что и 


Прежде, чфмъ перейти къ посл$днему прим$ру, я хочу со- 
общить вамъ небольшую вспомогательную теорему, ко- 
торая доставить намъ дальнЪйшпя исчислимыя совокуп- 
ности и одновременно познакомитъ насъ съ однимъ премомъ 
доказательства, которымъ мы воспользуемся еще впослздетви. 
Если даны двЪ исчислимыя совокупности: 


а, М5, Я; 0. И О, ОЕ 


то совокупность всЪхъ а и всЪхъ 6, получаемая отъ соединения 
обфихъ этихъ совокупностей въ юдну, тоже будетъ исчислимой. 
Дйствительно, ее можно записать въ такомъ порядкЗ: 


Чу, р, Чо, в, Яз, р. оо 


и тЬмъ сразу же установить взаимно-однозначное соотв тетвле 
съ натуральнымъ рядомъ чиселъ. Аналогично этому, 3, 4,... 
и, вообще, конечное число исчислимыхь совокупно- 
стей образуютъ, вм$ет3 взятыя, снова исчислимую 
совокупность. Но не столь очевиднымъ представляется слз- 
дующиЙ фактъ, составляющий содержане нашей вспомогатель- 
ной теоремы: соедине:н1е даже безконечнаго, но ис Чи- 
слимаго ряда исчислимыхъ же совокупностёй 
образуетъ тоже исчислимую совокупность. 2’ 

Въ самомъ дЪлЗ, обозначимъ черезъ а, а., аз». ‚ СЭлементы 
первой совокупности, черезъ 6;, 6., 6.,...— элементы второй, 
черезъ с1, 6», с....-элементы третьей и т.с д и предста- 
вимъ себЪ, что эти совокупности написаны _ддив подъ другой; 
тогда стоитъ только расположить всЪ элементы ВЪ ТАакомЪ По- 


о) АХ 
и 
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рядкВ, какой указываютъ посл$довательныя д1агонали въ слф- 
дующей схемф. 


Получаемое при этомъ расположене элементовъ: 


1 46 ыы... 


а а в що пеню... 


относить всякому числу а, @, с,... одинъ и только одинъ но- 
меръ, ч$мъ доказывается наше утверждене. Этотъ премъ можно 
было бы назвать, имя въ виду приведенную схему, „нумера- 
ц1ей по д1агоналяму“. 

Огромное количество разнообразныхъь исчислимыхъ совокуп- 
ностей, получаемыхъ этимъ путемъ, могло бы заставить думать, 
что вс вообще безконечныя совокупности исчислимы. Но, вопреки 
этому, мы докажемъ теперь вторую часть теоремы Кан- 
тора, по которой континуумъ всЪхъ веществен- 
ныхЪъ чиселъ представляетъ неисчислимую сово- 
купность; эту совокупность мы будемъ обозначать знакомъ `В 
такъ какъ позднЪзе намъ придется еще говорить о континуумахъ 
многихъ измЪренй. р 

Комплексъ С, можно, конечно, опредЪлить, какъ сово ку, 
ность всЪхъ конечных ъ вещественных ъ значен1И 2, 
при чемъ х мы можемъ представлять себ%, наприм$ ръ, какъ ‘абещиссу 
на н$ёкоторой оси. Покажемъ, прежде всего, что совок ‚ди ОСТЬ 
вс%хЪъ внутреннихъ точекъ отр%зка съ. длиною 1 
(«хх 1) имЗетъ точно такую же Ио, какъ Ст: 


Въ самомъ дЪлЪ, изобразимъ первую СОВОкунОС Ь точками’ оси 
^\С% 


Хх 
У 


у 
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х-овъ, вторую — точками отр%зка-единицы оси у-овъ, перпендику- 
лярной къ оси х-овъ (рис. 105); теперь можно установить между 
обЪими совокупностями взаимно-однозначное сопряжене при по- 
мощи любой монотонно возрастающей кривой указаннаго на 


Рис. 105. 


рис. 105 вида, которая имфетъ асимптотами слзва прямую у=0, 
а справа прямую у==1, — напримЪръ, одной изъ вЪтвей кривой 


1 .. 
у==——— акс с х*). Такимъ образомъ, мы вправф замфнить С, 
п 


совокупностью вс хъ чиселт, содержащихся между 
О и 1, что мы и сдБлаемъ въ дальнЪйшемъ. 

Теперь я изложу то доказательство неисчисли- 
мости комплекса (С, которое Канторъ сообщилъ 
на СъЪздЪ Естествоиспытателей въ Галле въ 
1891 году; оно проще и болЪе пригодно для обобщеня, чмъ 
доказательство, опубликованное имъ впервые въ 1873 году. 
Центральный пунктъ этого новаго доказатель- 
ства составляетъ одинъ въ высшей степени про- 
СТОЙ в, такъ называемый „д1аметральный 

методъ“, который при всякомъ ам 

положен1и всфхъ вещественныхъ чиселъ, „сфакое 

мы могли бы Только допустить, оо аа 
<) 


© 
*) Сопряжен! устанавливается, слЪ довательно, такт, что каждому 
значен!ю х соотвЪтствуетъь опредЗленная точка на кривой (имъющая это. 
значен!е абсциссой); а этой точкЪ соотвЪтствуеть (дпредвленное значе- 
-- 


ше на оси у—ея ордината. - = я 
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ственное число, которое нав$рное не содержится 
въ этомъ расположении; это составляетъ противор$ ше, и 
поэтому совокупность С, не можетъ быть исчислимой. 
Напишемъ всЪ наши числа О < х< 1 въ вид$ десятичныхъ 
дробей; предположимъ, что вс онф расположены въ исчислимый 


рядъ: 


в) 
№, — 0, 
у. == 0, 
гдз а, 6, с обозначаютъ любыя изъ цифръ 0, 1,...,9, взятыя въ 


любомъ порядкЪ. Прежде, чБмъ идти дальше, замфтимъ, что 
децимальное начертан1е дробей не вполн% одно- 
значно, такъ какъ, наприм$ръ, 0,999... = 1, 000..., и вообще 
всякую конечную десятичную дробь можно написать въ вид\% 
безконечной съ пертодомъ 9; это составляетъ одно изъ основныхъ 
положен1й счислен1я десятичныхъ дробей (ср. стр. 52). Чтобы 
установить однозначныя обозначен!я, условимся разъ 
навсегда употреблять только безконечныя деся- 
тичныя дроби, т. е. вмЪето конечныхъ дробей всегда писать 
дроби, кончающияся пер1одомъ 9. Предположимъ, что въ преды- 
дущей схемф вс дроби уже приведены къ такому виду. 

Чтобы образовать десятичную дробь х', отлич- 
ную отъ всБхъ чиселъ нашей схемы, выдфлимъ 
цифры а,, 6,, с.,..., стоящ!я въ отм ченной на 
схем д1агонали (отсюда и самое названйе этого метода), и < 
поставимъ на первомъ десятичномъ м$етЪ числа х’ какую- нибудь 
цифру а,’, нав$рное отличную оть а,, на второмъ м$етф — как акую- 
нибудь цифру 6.5’, отличную отт 6., на третьемъ мар съ, 
отличную ОТЪ С., И ТАакъ далЗе: 


Г } } ! 
Хх == 0, Ч: 2 С... 
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Но эти услов1я относительно выбора цифръ а,'’, 6.’ сх’, ... пре- 
доставляютъ намъ, очевидно, еще н3»который произволъ; мы мо- 
жемъ поэтому распорядиться такъ, чтобы лх’ было равно 
д$Иствительно десятичной дроби, а не 0,999... = 1, 
наприм$ ръ, а также чтобы она не прекращалась 
посл$ нёкотораго конечнаго числа знаковъ. Но въ 
такомъ случа х’навфрное отлично отъ числа 4,, такъ 
какъ у нихь первыя цифры не одинаковы, а между тЪмъ двЪ без- 
конечныя дроби могутъ быть равны между собой только въ томъ 
случаЪ, если у нихъ одинаковы всЪ соотвфтствующия цифры. 
Точно такъь же х’-=х, велЪдетве разлищя вторыхъ цифръ, 
х’-= х. изъ-за третьихъ цифръ, и, такимъ образомъ, вообще 
число х, будучи вполн$ опред ленной десятичной 
дробью, оказывается отличнымъ отъ вс%хъ чиселъ 
х,Х,^з,... Исчислимой схемы. Сл$довательно, мы пришли 
къ желательному противор$ч!ю, и это доказываетъ, что кон- 
тинуумъ С, представляетъ неисчислимую сово- 
купность. 

Эта теорема а рг!ог! обнаруживаетъ существо- 
ван!е трансцендентныхъ чиселъ, . ибо совокупность 
алгебраическихъ чиселъ исчислима и потому не можетъ исчерпать 
неисчислимый континуумъ всЪхъ вещественныхъ чиселъ. Но въ 
то время, какъ вс$ прежея разсужденя знакомили насъ съ безко- 
нечными, но исчислимыми совокупностями транс- 
цендентныхт чиселъ, теперь мы можемъ утверждать, что 
ихъ мощность д Иствительно превосходитъ мощ- 
ность исчислимыхъ совокупностей, такъ что только 
теперь мы получаемъ правильное общее представление объ ихъ 
многообразии. Приведенные выше частные примфры, въ свою 
очередь, оживляютъ эту н$Феколько абстрактную картину. 

Покончивъ такимъ образомъ съ вопросомъ о континуум 
одного измЪренпя, я считаю послфдовательнымъ обратиться КЪ, вон- 
тинууму двухъ измзрен!й. Прежде всяюй, конечно, ду- 
малъ, что плоскость содержитъ больше точект, чм прямая, 
поэтому всЪ были крайне удивлены, когда Кант орЪ показалъ *), 
что мощность двухм$ рнаго континуума С, въ точ- 
ности равна мощности континууме одного изм $- 


*) „Зоигпа| г @1е геше п. апремапае `Матешанк“, Ва. 84 (1878). 


419 
рен1я (1. Если вм$ето С, возьмемъ квадратъ со‘ сто- 
роной 1, а вместо С, —отр$зокъ единицы длины,' то 
должно оказаться возможнымъ установить между точками 
обоихъ образовъ взаимно-однозначное сопряжен1е (рис. 106). 


® й 
—5—— е- 
в 
] 
С. 
О 1 х 
Рис. 106. 


Причина того, что это утверждене представляется такимъ пара- 
доксальнымъ, заключается, взроятно, въ трудности освободиться 
отъ представлен1я объ извЪстной непрерывности сопряже- 
н1я, а между т$мъ въ дЪйствительности то сопряжене, которое 
мы хоТтимъ установить, оказывается въ высшей мЪр-+ 
разрывнымъ или, если хотите, неорганическимъ. Оно 
въ такой же мЪрЪ разрушаетъ, кром „мощности“, все, что 
является характернымъ для плоскаго и для линейнаго образа, 
какъ таковыхъ, какъ если бы вс точки квадрата насыпали въ 
мфшокъ и зат$мъ самымъ основательнымъ образомъ перем$- 
шали ихъ. 

Совокупность точекъ квадрата совпадаеть съ совокуп- 
ностью всЪфхЪъ паръ десятичныхъ дробей вида: 


у А 

Х =0, м4... И ..., ху 
^ 

СЭ“ 

которыя мы, какъ и раньше, предполагаемъ написанными ВЪ.0 66 3- 
конечномъ вид. Слфдовательно, мы исключаемъ то погра- 
ничныя точки, для которыхъ одна изъ координатъ х 7 обращается 
въ 0,—другими словами, исключаемъ 06% стороны. дать, при- 
мыкаюнйя къ началу координатъ (), между тёмъ 0бЪ осталь- 


ныя стороны мы сохраняемъ. Но нетрудно убъдиться въ томъ, что 
к_ 
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это нисколько не изм$няетъ мощности комплекса точекъ. И вотъ 
основная идея доказательства Кантора заключается 
ВЪ томъ, чтобы слить 06% эти десятичныя дроби въ одну новую 
десятичную дробь =, по которой, въ свою очередь, можно 
было бы однозначно опред лить х, уи которая при- 
нимала бы ровно по одному разу веЪ значентя 
0<2< 1, когда точка ху однажды пробЁгаетъ по 
всему квадрату. Если разсматривать 2, какъ абециссу, то 
получимъ дъйствительно желаемое взаимно-однозначное сопряжен1е 
квадрата С, и отр$зка-единицы (С\; при этомъ, соотвфтственно 
предложенямъ относительно квадрата, у этого отр$зка принимаемъ 
во вниман!е только одну конечную точку 2 == 1. 


Такое соединене мы попытаемся сперва получить тЪмМЪ, 
что Положимъ 
2 =, д В 


дфйствительно, изъ этой дроби можно, отдЪляя четные и нечетные 
десятичные знаки, возстановить однозначнымъ образомъ хи У. 
Но тутъ, въ виду двоякаго способа написантя деся- 
тичныхъ дробей, возникаетъ слфдующее возражение: та- 
кое = не пробЪгаетъ всего ряда значенй (., когда за х|у при- 
нимаемъ послфдовательно всф пары безконечныхъ десятичныхъ 
дробей, т. е. всю совокупность точекъ (С.; дфйствительно, хотя 
при этомъ для = всегда получается безконечная дробь, но суще- 
ствуютъ таюя безконечныя дроби, какъ, напримзръ, 


8—0, 2, 6 Об. Ос, Обь..., 


которыя получаются только изъ конечной дроби х или у, — ВЪ 
нашемъ примфр$ изъ 
ЕВ А 
Хх =0, с, 000..., у==0, 65 С. Съ бв..-. АУ 


С 
< 


Обойти это затруднеюе легче всего при помощи сл ълующаго 
видоизм$нен1я метода Кантора, предложеннаго Кён ИГОМЪ 
(7. Комо) изъ Будапешта. А именно, Кё нигЪъ понимаеть подЪ 
а, 6, с не отд$льныя цифры, а извфстные ч щело овые ком- 
плексы, я бы сказалъ „молекулы“ деспичной дроби, 


соединяя въ одно ц$лое всякую, значащую цифру, 
о 
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отличную отъ 0, со всфми непосредственно ей 
предшествующими нулями, выд$ляя такимъ образомъ 
роль нулей. "Тогда всякая десятичная безконечная дробь должна 
имЪть безконечно много молекулъ, такъ какъ въ ней 
появляются все снова и снова отличныя отъ нуля цифры, и на- 


оборотъ. НапримЪръ, въ дроби 


х =0, 32083007000802405... 


за таюмя „молекулы“ слфдуетъ считать: 
=] @5=[2], а. =[08], а.=|06 в. = [0003] & = [02], =... 


Пусть теперь въ вышеприведенномъ правилЪ сопряженя 
х|уи з символы а, 6, с обозначаютъ так!я молеку- 
лы. Тогда всякой парЪ х|у будетъ снова однозначно соотвфт- 
ствовать безконечная дробь 5, которая, въ свою очередь, опред$- 
лить хи у. Но теперь всякая дробь & распадается на двф дроби 
х и у, съ безконечнымъ числомъ „молекулъ“ каждая, и можетъ 
возникнуть Только однажды, когда мы за х|у будемъ принимать 
посл$довательно вс пары безконечныхъ десятичныхъ дробей. 
Но это дЪйствительно даеть взаимно-однозначное ото- 
бражен!е отр$зка и квадрата одного въ другомъ; 
сл довательно, они им$ютъ одинаковую мощность. 

Конечно, совершенно аналогичнымъ образомъ можно пока- 
зать, что континуумы трехъ, четырехъ,... изм рений 
имютъ такую же мощность, какъ и одном рный 
континуумъ. Но замчательно то, что и континуумъ (С. 
безконечно многихъ изм$рен!{йЙ, — точн%е говоря, 
исчислимой совокупности изм$ рен!й, — имЖетъ та- 
кую же мощность; о такомъ пространств безконечно боль- 
шого числа изм$рен!й теперь особенно много говорятъ въ Гёттин- 5 
генф. Его опредфляютъ, какъ совокупность вс$хъ т№хъ с 57 
системъ, какя только можетъ принимать исчислимая безконечя: 


2 


совокупность перем$нныхъ ое. 
- 
«> 
Е а &$ 


если каждая изъ нихъ пробфгаетъ весь рядъ вещественныхь зна- 


ченй. Это представляетъ, собственно говоря, тоярко новый спо- 
^. 
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собъ выражен!я понят, давно уже прим$няемыхъ въ математикЪ. 
Въ самомъ дЪлЪ, вЗдь всегда разсматривали совокупность всзхъЪ 
степенныхъ или тригонометрическихъ рядовъ; исчислимая безко- 
нечная совокупность коэффищентовъ этихъ представляетъ, въ 
сущности, не что иное, какъ такую же совокупность безконечнаго 
числа независимыхъ перем$нныхъ, которыя, впрочемъ, всегда 
подчинены еще извЪстнымъ условямъ сходимости ряда. 

ЭдЪеь мы снова ограничимся разсмотрёемъ „куба- 
единицы“ континуума С.,— другими словами, совокупно- 
стью всЪхъ точекъ, удовлетворяющихь усломю 0«<х.„< 1, и 
покажемъ, что эти точки можно привести во взаимно-однознач- 
ное соотвЪтств1е съ точками отр%зка-единицы 0 < х< 1 конти- 
нуума (С,. При этомъ снова, ради удобства, отбрасываемъ всЪ 
т$ пограничныя точки, для которыхъ одна изъ координатъ м» 
равна нулю, и, соотв тственно, точку х = 0, — вс$ же остальныя 
пограничныя точки сохраняемъ. Исходимъ, какъ и раньше, изъ 
изображен1я координатъ точекъ континуума С. при помощи де- 
сятичныхъ дробей: 


Хх == 0, - 
Хх. == 0, 
х. = 0, 


при чемъ всф эти дроби должны быть написаны въ безконеч- 
номъ вид, а символы а, 6, с,... должны обозначать „моле- 
кулы десятичныхъ дробей“ въ установленномъ выше 
смыслЪ, т. е. таюе комплексы цифръ, которые состоять\ИЗЪ 
одной значащей цифры съ предшествующими ей нулями. Теперь 
все это безконечное количество десятичныхъ дробей. МЫ Должны 
соединить въ одну такую новую дробь, которая, въ свою очередь, 
позволяла бы возстановить ея составныя части» Или, сохраняя 
химическое уподоблен1е, скажемъ такъ: мы ‹должны образовать 
такое нестойкое соединене всЪхъ этихъ.Молекулярныхь аггре- 
гатовъ, чтобы его легко можно было ‘Зазложить на составныя 
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части. Этого удается достичь сразу же при помощи „способа 
д1агоналей“, который мы уже прим$няли выше (стр. 415). 
Напишемъ наши „молекулы“ въ томъ порядкЪ, какой указываютъ 
послЪдовательныя косыя лини въ предыдущей схемЪ: 


х= ата йа выс, Фо ба За Ч ыы; 


такимъ образомъ, со всякой точкой въ С. однозначно сопрягается 
нфкоторая точка въ (.. Обратно, такимъ образомъ можно полу- 
чить всякую точку континуума (С,; въ самомъ дфлЪ, зная ея 
изображене въ видЪ безконечной десятичной дроби, можно, поль- 
зуясь указанной схемой, однозначно опредЪлить безконечное число 
безконечныхъ десятичныхъ дробей х/, л5, Х.,..., изъ которыхъ 
данная дробь получается посредствомъ указаннаго према. Такимъ 
образомъ, намъ дзйствительно удалось установить 
взаимно-однозначное отображен1е куба-единицы 
пространства С, на отр%зк$-единиц$ контину- 
ума С.. 

Въ результатВ всего сказаннаго до сихъ поръ мы убЪждаемся 
въ Томъ, что существуютъ, во всякомъ случаф$, двз 
различныя между собой мощности: 1) мощность 
исчислимыхъ совокупностей, 2) мощность всфхЪъ 
континуумовъ (непрерывныхъ протяженй) С., С., С.,..., 
вплоть до С. 

Теперь естественно возникаетъ вопросъ о томъ, существують 
ли еще больш1я мощности; оказывается, что, дфйстви- 
тельно, возможно указать еще большую мощность и притомъ не 
только при помощи абстрактныхъ разсуждеюй, но даже оставаясь 
исключительно въ предфлахъ т$хъ понят, которыя и безъ того 
всегда примфняются въ математик$; а именно, такой еще боль- 
шей мощностью обладаеть 3) совокупность всевозмож- дл. 
ныхЪ вещественныхъ функций {(х) вещественной <” 
перем$ нной х. - у 

Здесь достаточно ограничиться изм ненемъ перемфиной ВЪ 
промежутк5 0х1. Прежде всего приходить въ голову, что 
р$чь идеть о совокупности непрерывныхъ ф ук) й / (^). 
Однако, здЗсь имфетъ мЪето слЗдующая замфчательная теорема: 
совокупность вефхъ непр орывныхъ функц: й обла- 

\и 
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Ддаетъ мощностью континуума и, сл довательно, 
принадлежитъ группЪ 2). Новую бблыпую мощность мы 
получимъ только въ томъ случа, если примемъ во вниман!е 
также совершенно разрывныя функти самаго общаго вида, каюмя 
только можно себ представить; иными словами, если со всякой 
точкой х будемъ сопрягать совершенно произвольное значене 
функщи, не обращая никакого вниманйя на сосЪдная значеня ея. 

Сперва я докажу упомянутую теорему относи- 
тельно совокупности непрерывныхъ функц!й; мн% 
придется для этого повторить т соображеня, которыя служили 
намъ выше (стр. 336) для того, чтобы выяснить возможность 
разложения „произвольныхъ“ функщЙ въ тригонометрическе ряды; 
впрочемъ, я долженъ буду мЪетами придать этимъ разсуждеямъ 
боле тоный характеръ. Тамъ я уже показалъ, что 

а) непрерывная функция /(х) вполнЪ опред$- 
ляется ея значен1ями /(7) во всЪхъ рац1ональ- 
ныхъ точкахтъ и (рис. 107). 

Ъ) Съ другой стороны, намъ извЪстно, что вс рац1ональ- 
ныя значен!я 7 можно расположить въ одинъЪ исчи- 
олиный радь и, Я, Х.,..- 

с) Поэтому функщя Х(х) 
оказывается вполнф опредз- 
ленной, если извфстна исчи- =5(5) 
слимая безконечная совокуп- 
ность ея значешй /(7,), /(и.), 

[(7з),.... Впрочемъ, эти зна- 

чен1я нельзя, конечно, выби- 

рать совершенно произвольно, 0 Ч 1% %% г 

если желаемъ получить не- 

прерывную функщю. Но со- 

вокупность всЪ$хъ возможныхъ системъ значен1 
1(,), /(@.),... содержитъ, во всякомъ случаф, кахкъ 
Часть, такую совокупность, которая иметь ‘од и- 
наковую Мощность съ СОВОКУПНОСТЬЮ воКхь не- 
прерывныхъ функц! Й. > 

&) Величины А = (х,), Х == (.),... ее 
какъ координаты въ пространств С, такъ какъ\онЪ вфдь пред- 
ставляютъ исчислимую безконечную ово На непрерывно изм - 


© 
у 


Рис. 107. 
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няющихся величинЪ. Слфдовательно, согласно доказанной раньше 
теоремЪ, совокупность всевозможныхъ системъ зна- 
чен1Я функц1й имфетъ мощность континуума. 

е) Являясь частью этой совокупности, допускающей взаимно- 
однозначное сопряжене съ континуумомъ, сама совокупность 
всЪфхъ непрерывныхъ функц!1й можетъ быть вза- 
имно-однозначчно сопряжена съ нЪкоторой сово- 
купностью, составляющей часть континуума. 

Г) ДалЪе, мы безъ труда можемъ убдиться 
вВЪ томъ, что и, наоборотъ, весь континуумЪъ можно 
взаимно-однозначно отобразить въ н3Ъкоторой 
части совокупности непрерывныхъ функций. Для 
этого стоитъ только разсмотр$ть функщи /(л) = = с0п8$., опре- 
дЪляемыя условями р = =...==А, гдф № есть вещественный 
параметръ. Когда Ё пробфгаетъ континуумъ С., /(х) = дЪй- 
ствительно пробфгаетъ часть совокупности всЪхъ непрерывныхъ 
функщй, отображенную взаимно-однозначнымъ образомъ въ (1. 

7) Теперь мы должны воспользоваться такъ называемой 
теоремой объ эквивалентности, которую почти одно- 
временно доказали Ф. Бернштейнтъ (Е. Вегл${ет) и Э. Шрё- 
деръ (Е. ьертб4ег): если каждая изъ двухъ совокуп- 
ностей эквивалентна н$Ъкоторой части другой со- 
вокупности, то эти ДВ СОВОКУПНОСТИ ЭкКВиИвВа- 
лентны между собой. Эта теорема представляется въ вы- 
сокой степени очевидной; ея подробное доказательство завело 
бы насъ слишкомъ далеко. 

в) Континуумъ С, и совокупность всфхъ непрерывныхъ 
функщйЙ находятся между собой, согласно пунктамъ е) и 1), какъ 
разъ въ томъ отношеви, какое предполагаетъ теорема объ экви- 
валентности; слфдовательно, они обладаютъ одинаковой 
мощностью, и, такимъ образомъ, наша теорема ‚<, 
доказана. и 

Теперь перейдемъ къ интересному доказательству нашего 
второго утвержденя, что совокупность всевозможных т, 
дъИиствительно „вполнЪ произвольныхъ“ функций 
обладаетъ большей мощностью, чфмъ и 
это доказательство представляетъ точное р о длагональ- 
наго метода ВКантора. 
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а) Допустимъ, что наше утвержден!1е ложно, т. е. 
что совокупность вс$хъ функЦИ можно взаимно-однозначнымъ 
образомъ отобразить въ континуум С'. Предположимъ, что при 
этомъ отображени всякой точк$ х==и въ (С, соотвзт- 
ствуетъ нЪкоторая функц!я /(х,7) отъ х, такъ что, 
когда 7 пробЪгаетъ весь континуумъ, /(х,7) изображаетъ послЪ- 
довательно всевозможныя функщи отъ х. Мы приведемъ это 
допущене къ нелфпости тфмъ, что построимъ функц!ю 
Е(х), отличную отъ весЪхъ функций /(х, 7). 

Ъ) Для этого образуемь „д1агональную функц! ю“ 
схемы функщй /(х, 7), — другими словами, такую функц!ю, кото- 
рая во всякой точкБ х =, принимаетъ такое же значеше, какое 
ВЪ ЭТОЙ же точк$ х==л, прикимаеть функщи /(х, х), соотвЪт- 
ствующая значеню параметра у = м, т. е. значеше Ё(хо, хо). 
Какъ функщя отъ х, это есть попросту функц!я /(х,^). 

с) Теперь построимъ такую функц1ю АР \(^х), которая 
отличается во всякой точк$ х отъ функции ] (л.д): 

Е(х) == Г(х, х) для всякаго отдфльнаго значеня м. 

Достигнуть этого можно самыми разнообразными способами, 
такъ какъ мы вЪдь Допускаемъ совершенно разрывныя функщи, 
значен!е которыхъ въ каждой точк$ можетъ быть опредЪлено 
самымъ произвольнымъ образомъ. Примзромъ можетъ служить 
функшя А`(х) = (хх) 1. 

4) Эта функц!я А(х) дъйствительно отлична 
отъ каждой изъ функцти 1 (^,7). Въ самомъ дфлЪ, если 
бы А `(^) = (х,7г,) для какого-нибудь опредзленнаго значеня па- 
раметра и’==7., то это равенство значешй функщй должно было 
бы имЪть мЪсто, въ частности, и въ точкз х = и,, и, слЪдовательно, 
было бы Ё (7) = Г (о 7). Но это противорфчитъ допущеню с) 


относительно функши А`(х). к 
Этимъ опровергается предположене а), будто функцйми 


)(х, г) можно исчерпать всю совокупность функшй; слБдоваеНьНо, 
наше утвержден1е доказано. 567 


Интересно сравнить это доказательство съ вполив” аналогич- 
нымъ доказательствомъ неисчислимости континуума. Подобно тому, 
какъ тамъ мы допускали возможность располоз ен1я всЪхъ деся- 
тичныхъ дробей въ одну исчислимую схем утакь и здЪеь мы 
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разсматриваемъ схему функшй /(х,7); тамъ мы выдфляли д1аго- 
нальные элементы; здфеь этому соотвфтетвуетъ построене д1аго- 
нальной функщи /(х, х); то и другое находитъ зат$мъ одинаковое 
прим нее въ образовави новой, не содержащейся въ схемф, 
десятичной дроби и, соотвЪтетвенно, новой функщи. 

Вы легко можете себ представить, что при помощи 
подобныхъ разсужден!й можно восходить къ безко- 
кечнымъ совокупностямъ все большей и большей 
мощности, высшей, чёмъ т три мощности, съ которыми мы 
познакомились До сихъ поръ. Но самымъ замЪчательнымъ изъ 
вс$хъ этихъ результатовъ представляется то, что между раз- 
личными безконечными совокупностями суще- 
ствуютъ вообще так!я различ!я и градац!и, кото-` 
рыя сохранялись, несмотря на то, что мы примЪняли къ нимъ 
самыя радикальныя средства, каюмя только можно себЪ предета- 
вить; мы разрушали всф ихъ особенности, какъ, напримЪръ, ихъ 
расположен1е и тому подобное, и сохраняли только ихъ отдЪльные 
элементы, своего рода ихъ атомы, какъ вещи, существующия со- 
вершенно независимо другъ отъ друга и допускаюная произволь- 
ную перетасовку между собой. Важно еще и то, что три изъ 
этихъ градац1й мы смогли установить, оставаясь въ 
рамкахъ обычныхъ въ математик вещей —цфлыхЪ 
чиселъ, континуумовъ (непрерывныхъ протяженй) и функций. 

Этимъ я закончу первую часть моего изложеня теор1и со- 
вокупностей, посвященную понят\ю о мощности. Въ такой же кон- 
кретной формЪ, но только еще болЪе кратко, я хочу сообщить 
вамъ теперь кое-что изъ второй части учен1я о сово- 
купностяхъ. 


2. Расположен1е элементовъ совокупности 
< 
Эдфсь на первый планъ выступаетъ какъ разъ то, что. мы 
до сихъ поръ принцишально оставляли въ сторон, а имен го ^в0- 
просъ о томъ, какъ отличаются между собой оф ль- 
НыЫяЯ совокупности одинаковой мощност = о вза- 
имнымъ отношешямъ расположеня, натурально + принадле- 
жалцаго. ВЪдь тЪ взаимно-однозначныя ел общаго 
вида, которыя мы До сихъ поръ допускали, . ня вс$ эти 
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соотношен1я, — вспомните хотя бы только объ отображении ква- 
драта на отрЪзкЪ! Я бы хотёлъ особенно подчеркнуть значен1е 
именно этого, второго отдзла учен1я о совокуп- 
ностяхъ; вЪдь не можеть же это учеше имЪть своею цфлью 
устранить, посредствомъ введен1я новыхъ, боле общихъ поня- 
ТИ, т различя, которыя съ давнихъ поръ вошли въ обиходъ 
математики; скорЪе, наоборотъ, это учене должно и можеть слу- 
жить тому, чтобы съ помощью общихъ понятий познать эти раз- 
лия въ ихъ самой глубокой сущности. 


Теперь наша цфль заключается въ томъ, чтобы выяснить 
себф на опредъленныхъ, общеизв стныхъ примёрахъ понят!я о 
различныхЪъ возможныхъ расположен!яхъ. Если на- 
чинать съ исчислимыхъ совокупностей, то мы знаемъ три 
совершенно разныя формы расположен1я такихъ 
совокупностей, столь различныя между собой, что равен- 
ство ихъ мощностей составляло, какъ мы видфли, особую и ни 
ВЪ какомъ случаЪ не самоочевидную теорему; это слфдующая со- 
вокупности: 


1) совокупность натуральныхъ чиселъ; 


2) совокупность всЪхъ (отрицательныхъ и по- 
ложительныхЪъ) цфлыхъ чиселъ; 


3) совокупность всфхъ рац!ональныхъ чиселъ 
и совокупность вс$хъ алгебраическихъ чиселъ. 


Расположее элементовъ во всфхъ этихъ трехъ совокупно- 
стяхъ имфетъ одно общее свойство, въ силу котораго оно назы- 
вается простымъ расположен!емъ совокупности. Это свой- 
ство состоитъ въ сл$дующемъ: изъ каждыхъ двухъ эле- 
ментовъ одинт опредфленный элементъ всегда 
предшествуетъ другому, т. е., выражаясь алгебраически, 
всегда извЪстно, который элементь меньше и который больше: 
и Далфе, если изъ трехъ элементовъ а, 6, с элементь а 
предшествуетъ элементу р, а элементъ р 9емен- 
ту с, то всегда а предшествуетъ элементу с (если 
а3Ьифб<с, то ах д. © 

Но, съ другой стороны, имвютъ место. лая характерныя 
различ1я: въ первой совокупности существуеть первый эле- 
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ментъ (нуль), который предшествуетъ всфмъ остальнымъ, но 
нъЪтъ послфдняго элемента, который слфдовалъ бы за всЁми 
другими; во второй совокупности нЪтъ ни перваго ни 
посл$ дняго элемента. Но въ обфихъ этихъ совокупностяхъ 
есть то общее, что за всякимъ элементомъ непосрелд- 
ственно сл дуетъ опред$ленный ближайший эле- 
ментъ, и всякому элементу непосредственно прелд- 
шествуетъ опредфленный другой элементъ. Въ 
противоположность этому, у третьей совокупности между 
каждыми двумя элементами всегда лежитъ, какъ 
мы уже видфли выше (стр. 46 и 47), безконечно много дру- 
гихъ элементовъ; такое свойство совокупности мы обозна- 
чили терминомъ „сгущенная совокупность“, такъ что, въ 
частности, среди вс$ хъ рац!ональныхъ или алгебрани- 
ческихъ чиселъ, лежащихъ между а и 6, если не 
считать самихъ этихъ чиселъ, нфтъ ни наименьшаго ни 
наибольшаго числа. Такимъ образомъ, способы располо- 
женя въ этихъ трехъ примфрахъ, ихъ типы расположен!я 
( Апогапипяз$уреп) (терминъ Кантора „типы порядка“, Ог4_ 
попозфуреп, кажется мнЪ не столь характернымъ) вс между 
собою различны, хотя самыя совокупности имЪфютъ одинаковыя 
мощности. Съ этимъ можно связать — и это дъйствительно 
дфлаютъ теоретики ученмя о  совокупностяхъь —вопросъ о 
вс$хъ вообще возможныхъ типахъ расположен!я 
исчислимыхъ совокупностей. 

Перейдемъ теперь къ разсмотрёню совокупностей съ 
мощностью континуума; здфесь намъ изв$стна одна сово- 
купность простого расположеня, а именно конти- 
нуумъ С, всЪхъ вещественныхъ чиселъ. Но наряду 
съ нею въ двумфрномъ и многомфрныхъ типахъ С., Сз,... мы 
имфемъ прим ры совокупностей, съ расположен1емъ 


и — 
му 


элементовтъ, ОТЛИЧНЫМТЪ ОТЪ ТОГО, который МЫ на 


звали „простымъ“. Такъ, въ случа оси а 
для того, чтобы опредЪлить взаимное расположене Е (очекь, 
необходимы уже не одно, а два соотношеня. < 

ЗдЪеь наиболфе важно проанализировать по и 1е о не- 
прерывности одном $ рнаго рыть то- 
го обстоятельства, что это понят1е дЬИствительно` основано только 
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лишь на простыхъ свойствахъ расположения, свойственнаго сово- 
купности С\, является первой замЪчательной заслугой ученя о 
множествахъ въ ДЪЛЪ выясненя основныхъ математическихъ по- 
нятй. А именно, оказывается, что вс свойства непре- 
рывнобти континуума проистекаютъ изъ того об- 
стоятельства, что посл дн!й представляетт сово- 
купность простого расположентя со сл$дующими 
двумя свойствами: 


1) Если разд$лить совокупность на как! я-ли бо 
двЪ части .1, Б, но такимъ образомъ, чтобы всяк! й 
элементъ принадлежалъ какой-либо одной изъ 
этихъ частей, и чтобы вс элементы, входящуте 
въ группу 2-1, предшествовали всфмЪъ элементамъ 
группы Б, то въ такомъ случа% либо „1 имЪетъ по- 
слдн1й элементъ, либо БВ имфетъ первый эле- 
ментъ. Вспоминая опред$леме иррацюнальныхъ чисель Деде- 
кинда”) (стр. 51 и сл.), мы можемъ выразить это свойство 
еще такъ: всякое „с$чене“ въ нашей совокупности дфйствитель- 
но производится однимъ изъ ея элементовъ. 


2) Между любыми двумя элементами совокуп- 


ности всегда лежитъ еще безконечно много дру- 
гихъ элементовтъ. 


Этимъ вторымъ свойствомъ обладаютъ одинаково континуумъ 
и исчислимая совокупность всЪхъ рацюнальныхъ чиселъ; первое 
же свойство указываетъ на существенное различ1е между этими 
совокупностями. Всякую совокупность простого расположенля, обла- 
дающую обоими этими свойствами, въ учении о совокупностяхъ 
называютъь непрерывной, по той причин, что для нея ДЗВИ- 
ствительно можно доказать всф теоремы, которыя имфютъ мЪето 
для континуума въ силу его непрерывности. 


А 
Я хочу еще указать на то, что эти свойства непрерывности 
можно формулировать также н%феколько иначе, а именно исходя 
ИЗЪ Т. Н. „основных ъ“ рядовъ ВКантора. Оснобнымь ря- 
домМЪ называютъ ИСЧИСЛИМЫЙ рядъ простого роподевени, состо- 
К 
*) См. Р. Дедекиндъ, „Непрерывность ии ратЮнаньныхх числа“, 
Одесса, Маезтз, 1910. Изъ семи „Бибшотека в - точнаго знан1я“. 
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ящий изъ такихъ элементовъ а,, а., аз,... данной совокупности, 
что въ самой совокупности каждый изъ нихъ либо всегда пред- 
шествуетъ элементу, слБдующему за нимъ въ основномъ ряду, либо 
всегда слфдуетъ за нимъ; такъ что 


либо да << а... а о а.... 


НЗкоторый элементъ а совокупности называютъ предзльнымъ 
элементомъ основного ряда, если—въ первомъ 
случа$ -—-въ основномъ ряду всегда найдутся эле- 
менты, больш1е всякаго элемента лежащаго 
въ данной совокупности до а, но вовсе н%тъ эле- 
ментовъ, большихъ хотя бы одного элемента, рас- 
положеннаго посл$ а; аналогично опред$ляютъ предфльный 
элементъ во второмъ случаЪ. Если совокупность обладаетъ тфмъ 
свойствомъ, что всякому входящему въ ея составъ основному 
ряду соотвЪтетвуетъ въ ней свой предзльный элементъ, то сово- 
купность называютъ замкнутой (а оезсВ]оззепт); если же, наобо- 
ротъ, всяк1й элементь совокупности является предфльнымъ 
элементомъ н$котораго основного ряда, выд®леннаго изъ нея, то 
совокупность называютъ сгущенной. Непрерывность совокуп- 
ностей съ мощностью континуума состоитъ, существеннымъ обра- 
зомъ, въ соединении обоихъ этихъ свойствъ. 

Попутно я хочу здфсь напомнить, что при бесфд$ о дифде- 
ренщальномъ и интегральномъ исчисленяхъ мы говорили еще и 
о другомъ континуум —о континуум Веронезе (Уегопезе), ко- 
торый возникаетъ изъ обыкновеннаго континуума посредствомъ 
присоединешя актуально безконечно-малыхъ величинъ. Хотя та- 
кимъ путемъ получается тоже совокупность простого расположеня 
въ томъ смыслЪ, что вопросъ о посл$довательности всякихъ двухъ 
элементовъ разр$шается опред$ленно, но тфмъ не менфе этотъ кон- 
тинуумъ обладаетъ, конечно, совершенно инымъ типомъ и 
женя, чёмъ обычный континуумъ (+; теорема о томъ, что вок” 
юй основной рядъ имфетъь предфльный элементъ, здесь уже) ‘не 
имЪетъ м%ета. 35 


Теперь мы приходимъ къ важному вопросу отомь, при 
какихъ отображен1яхъ сохраняется ра ащаече меж- 
ду континуумами различнаго числа) ‘изм ре Н1И 
С, С.,.... Д№ло въ томъ, что взаимно- однозназ НО ‘бтображеше са- 


Е 


маго общаго вида, какъ намъ уже извЪстно, уничтожаетъ между ни- 
ми всякое разлище. ОтвЪтъ даетъ слЪдующая важная теорема: чис- 
ло изм Зрен!й континуума инвар1антно по отноше- 
н1ю ко всфмъ взаимно-однозначнымъ и непрерыв- 
нымъ отображен!1ямъ; другими словами, невозможно 
отобразить одинъ въ другомъ взаимно-однозначно 
и непрерывно два континуума Си и С», если т = и. 
Быть можетъ, вы склонны принять эту теорему безъ дальнихъ 
разговоровъ, какъ самоочевидную; но вы не должны забывать 
того, что наивное представлене, повидимому, исключало также 
возможность взаимно-однозначнаго сопряженя С, и С, вообще, и 
это побуждаетъь насъ быть осмотрительными по отношеню къ 
тому, что намъ представляется очевиднымъ. 

Я хочу зд$сь подробнфе разобрать только простЪйпий слу- 
чай, въ которомъ рЪчь идетъ о сопряжен1и одном$рнаго контину- 
ума съ двум®рнымъ, и зат$мъ укажу лишь вкратиф, каюя труд- 
ности стоять на пути распространеня этого доказательства на 
наиболЪе общий случай. Итакъ, мы хотимъ доказать, что вза- 
имно-0днозначное и непрерывное сопряжен1е между 
континуумами Су и С, невозможно. эЭдфсь всякое слово 


Рис. 108. 


имфеть существенное значене: мы уже знаемъ, что здЪсь нельзя 
опустить требованя непрерывности; съ другой стороны, прим$ръ 
извфстной, конечно, многимъ изъ васъ „кривой Пеано“ показы- 
ваетъ, что и взаимная однозначность не можетъ быть опущена. 

Прежде всего ‘установимь лемм у: если два ОО 
континуума С: и С’ непрерывнымъ образомъ отображены один ВЪ 
другомъ и притомъ именно такъ, что вся кому элемен, гу ИЗЪ 
С’ всегда соотв$ тствуетъ одинъ и только. ОДИНЪ 
элементь изъ (1, а всякому Аг 4 С: отв$- 
чаетъ, самое большее, одинъ элем кА зЪ С, если, 
далже, аи суть два элемента и которымъ 
дЪъйствительно соотв тСтвуюжьсвЪ, С: два эле- 
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мента а’иб’, то всякому элементу с изъ (,, который 
лежитъ между аи 6, дфИиствительно отв чаетъ 
въ С! н‹-который элементъ с’, лежащ!й между а’и 
6’ (рис. 108). Эта лемма соотвЪтствуетъ извЪстной теорем%, со- 
гласно которой непрерывная функщя /(х), которая принимаетъ 
вЪ точкахъ х = а’, 6’ значемя а и 6, принимаетъь также всякое 
значене с, лежащее между а и 6, въ н%5которой точк$ с’, заклю- 
ченной между а’и 6’. ЛЪйствительно, нашу лемму можно до- 
казать, какъ точное обобщение этой теоремы, исключительно на 
основани опредфленнаго выше понятя о непрерывности, если 
только самую непрерывность отображения непрерывныхъ совокуп- 
ностей опредЗлить вполнз аналогично извзстному опред$- 
леню непрерывности функщи; это удается сдЪлать на основании 
одного только понят!я о расположени. Но здесь не мЪето подроб- 
не развивать эти указаня. 

Теперь перейдемъ къ нашему доказательству. Пред- 
положимъ, что одномЪрный отр$зокъ С: и квадратъ С» сопряжены 


между собой взаимно-однозначно и непрерывно (рис. 109). Пусть. 


при этомъ двумъ элементамъ а, 6 отр$фзка С, отвфчаютъ эле- 
менты „4, 5 квадрата С.. Эти элементы „4, В мы можемъ сое- 
динить внутри совокупности С», двумя различными путями, —на- 
примЪръ, указанными на ри- 
сунк% ломаными (’, С‚. При 
этомъ намъ не нужно пред- 
полагать никакихъ особыхъ 
свойствъ совокупности (5 въ 
родз опредЪлентя координата- 
ми ИТ. П.; МЫ ДОЛЖНЫ ЛИШЬ 
воспользоваться понят1емъ о 
двумфрной совокупности С.. 
Но тогла, конечно, какъ С\’, 
такъ и С, предетавляютъ кон- 
тинуумы простого расположе- 
ня одного измЗреюмя, подоб- ки © 
ные (1; въ силу же предположеннаго взаимно-однозначнаго И 
непрерывнаго сопряженя комплексовъ С и С, всяком элементу 
С’ или С, должна отвфчать ровно одна точка =", а вся- 
кому элементу на С, долженъ отвфчать, самое ‚большее, ОДИНЪ 
СУ | 28 


Рис. 114. ©У 
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элементъ на С; или на С‚’. Такимъ образомъ, какъ разъ выпол- 
нены предположеня нашей леммы: сл$довательно, всякой точкЪ 
с на (., лежащей между а и 6, должна отвё чать 
какъ точка с’на С, такъ и точка с’на С,’ — но это 
противор$читъ предположенной взаимной однозначности отобра- 
жен!я, имфющаго м%сто между С; и С.,. Такимъ образомъ, мы 
видимъ, что такое отображен1е невозможно, такъ что 
Доказательство исчерпано. 

Чтобы распространить это доказательство на 2 любыхъ кон- 
тинуума („, С„, надо предварительно знать, каковы могутъ быть 
различные континуумы 1, 2, 3,..., 2 —1 изм$реюй самаго общаго 
вида, содержащиеся въ С„; если ши и-—=2, то оказывается, что 
одного только поняття „между“, какъ только-что въ простфйшемъ 
случаЪ, недостаточно для того, чтобы провести доказательство. 
Эти случаи приводятъ къ крайне сложнымъ изел$доваюямъ, ко- 
торыя уже съ самаго начала обнимаютъ собой очень трудные 
вопросы, лишь въ послфднее время нЪсколько выясненные и им$- 
юще основное значен1е въ геометруи, а именно во- 
просы о наибол$е общихъ непрерывныхъ одном р- 
ныхъ совокупностяхъ точекъ въ плоскости, — въ 0со- 
бенности, вопросъ о томъ, когда именно такую совокупность 
можно назвать кривой линтей. 

Этимъ я закончу изложене ученя о совокупностяхъ и при- 
бавлю еще лишь нЪсколько зам чан1й общаго харак- 
тера. Прежде всего несколько словъ о тзхъ общихъ идеяхъ, кото- 
рыя выработаль Канторъ по вопросу о положен!и, зани- 
маемомъ учен1емъ о совокупностяхъ по отноше- 
н1ю къ геометр!и и анализу; эти идеи выетавляютъ въ 
особенномъ свЪтЪ значение ученая о совокупностяхъ. Черезъ всю 
истор1ю математики, такъ же, какъ и черезъ вс философеюя 
разсужденя о ея природ, проходитъ, какъ извзетно, ее 
нитью различе между дискретной величиной арибме- 
тики и непрерывной величиной геометрти. ‚СВ но- 
в-йшее время особенно стали выдвигать Сна пер- 
вый планъ дискретную величину, како наиболЪе 
легкую для пониман1я; на ЦЗлыя натуральныя числа 
стали смотр$ть, какъ на данныя простЪйпия повят, ВЫВОДЯ ИЗЪ 
нихъ По извЪстному способу АЕ $ я и иррацюнальныя 

С“ 


А 


я 
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числа; такимъ образомъ, въ концЪ концовъ, былъ полученъ весь 
аппаратъ, необходимый для господства анализа въ геометри, 
т. е. аналитическая геометрля. Эту тенденщю современнаго 
развит1я метематики можно назвать ариометизац1ей гес- 
метр1и: геометрическая идея непрерывности ока- 
зывается сведенной къ идеф$ ц$лыхъ чиселтът. Этого 
же направленя мы придерживались, въ главномъ, и въ насто- 
ящихъ лекцяхъ. 

И вотъ, въ противов$съ этому одностороннему предпочтентю 
цзлыхъ чиселъ, Канторъ желаетъ, — какъ онъ самъ мн гово- 
рилъь на СъЪздз Естествоиспытателей въ ВКасселЪ, — достигнуть 
„истиннаго сл1ян1я ариеметики и геометр!и“ въ 
ученти о совокупностяхъ, —другими словами, онъ желаетъ 
представить учете о цфлыхъ числахъ, съ одной стороны, и тео- 
р1ю различныхъ образовъ, непрерывно составленныхъ изъ то- 
чекъ, съ другой стороны, а также еще многое другое, какъ рав- 
ноправныя и объединенныя главы общаго ученя о совокупностяхъ. 

Я хотфлъ бы еще присоединить сюда же кое-каюмя общая 
замЪчаня объ отношен1и учен1я о совокупностяхъ 
къ геометрти. Въ учени о совокупностяхъ мы разсматривали: 

1) Мощность совокупностей, какъ н$что такое, что 
сохраняется при всЪхъ взаимно-однозначныхъ отображевяхъ. 

2) Типы расположен1я совокупностей, соотвзт- 
ствующ!е различнымъ комбинатщямъ элементовъ въ отчошени 
ихъ порядка. ЗдЪеь мы им$ли возможность охарактеризовать по- 
нят1е о непрерывности, различныя многократныя располо- 
жешя, или континуумы различнаго числа измфренЕй 
и т. п; такимъ образомъ, въ конечномъ счетз сюда принадле- 
жатъ, вообще, инвар1анты непрерывныхъ отображе- 
н!й. При перенесени въ геометр1ю это образуетъ дисциплину, 
обозначенную со времени Римана терминомъ Апа[у51$ 815$ 
(Анализъ положен1я); это — наиболзе абстрактная глава < 
геометр1и; она изслФдуетъ только тЪ свойства геометрических” 
образовъ, которыя сохраняются при самыхъ общихъ непрерывны Ъ 
взаимно-однозначныхъ отображеняхъ. Впрочемъ, И. Р пм: анЪъ 
употреблялъ слово „Мапи юо{Иэке“ (многообр аз ке) “въ весь- 
ма общемъ смыел$. Этимъ же самымъ словомъ пользовался вна- 


чалЪ и Канторъ, и лишь позднзе онъ замфнилъ его боле 
МОУ 
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краткимъ и потому болзе удобнымъ терминомъ „Мепое“ (мно- 
жество, совокупность), который къ тому же имфетъ одина- 
ковый съ первымъ словесный корень. Въ настоящее время упо- 
треблене слова „Мепое“ настолько укоренилось, что считается со- 
вершенно отсталымъ всяюй, кто еще говоритъ „Мапи Та иеке“ *). 

3) Переходя кь конкретной геометрии, мы встр%ча- 
емся съ разлимемъ между метрической и проективной 
геометртей. ЭдЪсь мало знать, что, наприм$ръ, прямая имф- 
етъ одно-измВреше, а плоскость — два изм$реня; здБсь нужно 
строить или сравнивать фигуры, при чемъ желательно имфть въ 
своемъ распоряжении постоянный масштабъ или, по крайней 
мЪрЪ, умЪть прокладывать прямыя въ плоскости и пло- 
скости въ пространствЪ. Конечно, для каждой изъ этихъ 
конкретныхъ областей необходимо къ общимъ свойствамъ 

асположен1я присоединить спецтальную ако1о0ма- 
тику. Это означаетъ, слЗдовательно, дальнфйшее развит!е учен1я 
о непрерывныхъ совокупностяхъ въ простомъ, двойномъ и вообще 
кратномъ расположени. 

Въ мою задачу не можетъ входить бол$е подробное раземо. 
трше этихъ вещей, о которыхъ мн$ къ тому же придется подробно 
говорить въ своихъ лекшяхъ по геометри въ ближайшемт, се- 
местр$. Я бы хот$лъ только указать литературу, въ которой 
вы можете получить н%Ъкоторыя свфдЪюшя. Здесь прежде веего 
приходится назвать соотвзтетвующе рефераты „Матема- 


тической Энциклопед!и“: „Основан!1я геометрии“ 
Энрикеса **) т тона «ЛИН!Я» И «поверхность» 
Мангольдта“ ***) по спещальной аксоматикЗ, а также „Апа- 


]у31$ 31605“ д. ена-Гегарда (Оебп-Неегаага) (Ш. А. В. 3). 
ПослЪдняя статья написана очень абстрактно; она начинается съ 
весьма общихъ, установленныхъ самимъ Деномъ формулировокъ 


понят и основныхъ фактовъ АпаНз1з $15, изъ которыхъ 3а- 
< 
*) Въ русской литературЪ, напротивъ. мы встр$чаемъ вебе би | раз- 
нообразные термины для выражен!я того же поняття: мног 59 раз. 
множество, комплекстъ, ансамбль, совокупносуъ т аи. 
**) Ног! аиев. „Решеглей 4ег Чеотебче“. Епс «бра Чег та- 
(Пета Йзерей \15зепзспа еп, ПГ. А, В. 1. \ 
***) Машсо!а% „О1е ВезтШе «Шше» аа р Епсу ораА@е 


ег таетайзспей \15зепзепаЙеп, П, А, В, 25 
АО 
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Т$мъ все прочее вытекаетъ посредствомъ чисто логической де- 
дукци. Это представляетъ полную противоположность съ т$мъ 
индуктивнымъ методомъ изложеня, который я всегда рекомендую. 
Эта статья предполагаетъ, собственно говоря, для полнаго пони- 
маня весьма подготовленнаго читателя, который уже продумалъ 
всю эту область, пожалуй, столь же основательно, какъ и самъ 
авторъ. 

Что касается литературы, посвященной учентю о со- 
вокупностяхъ, то я прежде всего долженъ указать на до- 
кладъ, представленный Германскому Союзу математиковъ Шён- 
флисомъ (А. 5спбпШез): „Развитте учен!я о точечныхъ 
многообразтяхъ“ *); первая часть этого сообщен1я появилась 
въ УШ том журнала „айтезбетсЩе 4ег Оеиёзспеп МабпетайкКет- 
Уеге1и1иио, а вторая появилась лишь недавно — въ видЪ второго 
дополнительнаго тома къ „лабтезфесще“. Эта книга дфйствитель- 
но представляетъ рефератъ по всей теорли совокупностей, въ ко- 
торомъ вы найдете отв$тъ на весьма многе спешальные вопросы. 
Наряду съ этимъ я долженъ назвать первый и единственный си- 
стематическй учебникъ по теор1и совокупностей, это — „Теортя 
совокупностей точекъ“ Юнга и его супруги **). 

Въ заключен1е этихъ замЪ чай о теор1и совокупностей мы 
должны снова поставить тотъ же самый вопросъ, который сопро- 
вождалъ вс наши лекши: чЧфмъ изъ всего этого можно 
воспользоваться въ школ? ЗдЪеь этотъ вопросъ можно, 
пожалуй, счесть за совершенно излишн!йй, такъ какъ вЪдДь вся- 
вый долженъ согласиться съ т5мъ, что къ ученику нельзя под- 
ходить съ такими абстрактными и трудными вещами. Однако, не 
вс держатся такого мн$н1я; могу подтвердить это однимъ при- 
мЪромъ. ВекорЪ послЪ того, какъ Канторъ выступилъ со своей 
теорлей, его другь Фридрихъ Майеръ (Е. Мауег}, тоже вы- 
дающлйся математикъ, написалъ свои „Начала ариеметики 
и алгебры“ ***); въ этомъ сочинени онъ имфлъ въ виду изло-< 

о г 

*) „Ле Епбу1еКмпо аег Бебге уоп Чеп розкитапод атака < 
2 Тейе, [е1рло 1900 и 1908. 

**) \. Н. опий апа (0. СВ. Лоцпе: „Тве и. 3е3 о! 
ро15“. СатЬт1Асе 1906. \\” 

***) Кг1едг1сВ Меуег: „Еетеже 4ег ры КМоега“, 

У 


2 Аой. На!е 1885. д © У 
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жить въ систематическомъ видф всю ариеметику алгебры, т. е. 
учебный матерлалъ, которымъ пользуется школа. На первый 
планъ онъ поставилъ учене о совокупностяхъ и все осталь- 
но построилъ на немъ: съ первой страницы онъ уже говоритъ 
объ общей иде мощности совокупности, на 6-ой 
страниц® онъ вводить символъ @ для обозначения мощности 
исчислимой безконечной совокупности (1, 2, 3, ...), а на 21-ой стра- 
ниц$ авторъ доходитъ въ своей дедукщи до такъ называемой 
малой таблицы умножен1я! Въ дальнфйшемъ изложеши 
книга даетъ огромное количество матерлала, но его выборъ и 
группировка какъ разъ противоположны тзмъ предложенямъ, 
которыя выдвигаютъ приверженцы реформы. Исчисленйя безко- 
нечно-малыхъ н%тъ, конечно, и слфда; но ни наглядныя про- 
странственныя представленя ни „генетическе“ методы, вообще, 
-не занимаютъ принадлежащаго имъ по праву положешя. Само 
предислов1е содержитъ характерное выражене, что анализъ и 
алгебра не нуждаются болЪе въ „геометрическихъ косты- 
ляхЪъ“ посл того, какъ учене о совокупностяхъ сдфлало. воз- 
можнымъ чисто логическое обоснован1е континуума. 

Мы не можемъ, конечно, съ нашей точки зрЪня на мето- 
дику математики одобрить преподаван1е, которое держится та- 
кихъ отвлеченныхъ и чисто дедуктивныхъ формъ изложеня, ка- 
юмя предлагаетъ эта книга *). Быть можетъ, иной юноша, 0со- 
бенно одаренный математическими и логическими способностями, 
можетъ благодаря этому получить импульсъ къ дальнЪйшимъ за- 
нятямъ; но существенная цзль нашего школьнаго преподаван!я 
состоитъ не только въ томъ, чтобы культивировать таже особен- 
но выдающ!еся таланты, но и въ томъ, чтобы существенно со- 
дфйствовать развит1ю среднихъ учениковъ, и въ этомъ отношеви, 
на мой взглядъ, невозможно найти болфе нецзлесо- 
образное средство, чфмъ такой абстрактный, © 
стематическ1й методъ. „© 

Я хотЪлъ бы точнфе выразить мое отношете къ этому во- 
просу, а именно сослаться на тотъ б1огенетическ йоснов- 
Ной законъ, по которому индивидъ ВЪ своемъ ‚ фаввит про- 
б$гаеть въ сокращенномъ видЪ всЪ стади равнННя вида; эти 


т 2 И о 


о 
*) Ср. „Дополнен!я ко второму изданию“ | К. 
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идеи стали въ настоящее время общимъ достоянемъ образован- 
наго челов$ка. Этому основному закону, я полагаю, должно бы- 
ло бы слЗдовать—по крайней мЪрЪ, въ общихъ чертахъ—и пре- 
подаване математики, какъ и вообще всякое преподаване. Мы 
должны приспособляться къ природнымъ склон- 
ностямъ юношей, медленно вести ихъ къ выс- 
шимъ вопросамъ и лишь въ заключен1е ознако- 
мить ихъ съ абстрактными идеями; преподаван1е 
должно идти по тому же самому пути, по которо- 
/му все челов% чество, начиная со своего наивнаго 
первобытнаго состоян1я, дошло до вершинъ со- 
временнаго знания! Необходимо всегда повторять это тре- 
боване, такъ какъ всегда находятся люди, которые по примзру 
средневзковыхъ схоластиковъ начинаютъ свое преподаване съ 
самыхъ общихъ идей и защищаютъ этотъ методъ, какъ якобы 
единственный научный. А между тфмъ и это основане непра- 
Вильно: научно обучать — значитъ научать челов ка науч- 
но думать, а не оглушать его съ самаго начала хо- 
лодной, научно наряженной систематикой. Суще- 
ственное препятств1е къ распространеню такого естественнаго и 
поистин$ научнаго метода обученя представляетъ, несомнЪнно, 
недостатокъ въ знакомств$ съ истор1ей матема- 
тики. Чтобы съ этимъ бороться, я особенно охотно вплеталъ въ 
мое изложене многочисленные историческ1е моменты. 
Пусть это покажеть вамъ, какъ медленно возникали всЪ мате- 
матическя идеи, какъ онЪ почти всегда всплывали сперва, скорЗе, 
въ видф догадки и лишь послЪ долгаго развит1я пр1обрЪтали не- 
подвижную, выкристаллизованную форму систематическаго изло- 
женя. Пусть это знан1е — этимъ пожеланемъ я хотФлъ бы за- 
кончить мои лекщи — окажетъ продолжительное влляне на ха- 


рактеръ вашего собственнаго преподаван1я въ школЪ! «АУ 
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ДОПОЛНЕНЯ 
КО ВТОРОМУ ИЗДАНПО. 


1. Новыя коммисси для изученя вопросовъ преподавания. 
(Въ стр. 2-0й) 


Интересъ къ различнаго рода вопросамъ преподаваюя про- 
должалъ возрастать въ широкихъ кругахъ и въ послёдн!е годы. 
Это подтверждается особенно т®мъ, что теперь цфлый рядъ боль- 
шихъ союзовъ и спещально назначенныхъ коммиссй изучаютъ 
на самыхъ широкихъ основахъ современную постановку и пробле- 
мы преподаван1я. Желая дать самый бЪглый обзоръ этихъ орга- 
низащй, я прежде всего долженъ назвать „Германскую Ком- 
мисс1ю по вопросамъ преподаван1я математики и 
естественных наукъ“ („Оепфёзспег Апззеви$$ Гаг деп та- 
фпешайзепеп ип пафигутзепзепа степ Опфегу1с $“); вм$сто этого 
длиннаго названя мы образовали изъ его начальныхъ буквъ на- 
зване „ОАММИО“; эту коммиссю избрало „Общество герман- 
скихъ естествоиспытателей и врачей“ совм$стно со многими дру- 
гими союзами, заинтересованными въ различныхъ сторонахъ пре- 
подаванйя указанныхъ предметовъ, съ тЪмъ, чтобы продолжить 
разработку плановъ реформы, намЪченныхъ прежними „комми- 
слями по вопросамъ преподаван1я“ этихъ же обществъ, и содЪй- 
ствовать ихъ проведеню въ жизнь. ") Наряду съ нею работаетъ 
„Германская Коммисс1я по вопросу о техническихъ 
школахъ“ („Петёзелег Амззсвизз Ёат феспи1зеНез ЭспиГмезеп“ или 
„ОАТЗСН“), спещально назначенная для разработки вопросовъ тех 
ническаго образовавя „Обществомъ германскихъ инженеровъ ко 


су 


*) Ср. „эспгШепт 4ез Решзсвеп Апззевиззез Ёат ег тает в 
ипа пабагм1;зепзепаИсвепт Опбеге в $“ ([.е1р745, Тешлег, оф до сихъ 
поръ вышли въ свЪтъ 6 тетрадей. \&У 

**) Ср. „АБПапайтееп ипа Вег1еЩе иЪег есвовоа эепи\езеп“, 
уегап1. и. Вегаизёез. уот „Оелфзсвеп АчззеНаззе 1 Чесвливсвез ЭеВч]- 
\езеп“.—Пока появился Т томъ (Гериже, Тепфпег.. 4919). 
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Особенный интересъ для насъ, какъ математиковъ, пред- 
ставляетъ затБмъ еще одна коммисая, имющая интернац!0- 
нальный характеръ; это — „Международная Коммис- 
с1я по вопросамъ преподаван1я математики“ (,Пег- 
папопа]е та етайзсене Ощегис в Кошииз1юп“, или, сокращенно, 
„ МОК“), избранная на Международномъ Математическомъ Кон- 
гресс$ въ Рим? (1908) по предложен!ю американца Смита (1. Е. 
516). Эта Коммисс1я должна представить ближайшему математи- 
ческому конгрессу (имфющему состояться въ 1912 г. въ Кэмбриджь) 
отчетъ о положении преподаваня математики во всЪхъ культурных» 
странахъ; съ этой цфлью она предприняла во веЪхъ относящихся 
сюда странахъ обработку всЪхъ вопросовъ, принадлежащихъ къ 
области преподаваюя математики. Оффищальныя сообщеня этой 
Воммисси, которая состоитъ изъ делегатовъь всзхъ культурныхъ 
государствъ, помъщаются въ женевскомъ журналЪ „Г Епзеопете 
Ма{пештайаие“; съ другой стороны, подкоммисси, образованныя 
для отдзльныхъ странъ изъ делегатовъ и „Нацюональнаго Совз- 
щан1я“, публикуютъ самостоятельно результаты своихъ работъ *). 

Я хот$ль бы въ особенности обратить ваше внимане на 
работы нашей германской подкоммиссти, которая, съ 
одной стороны, непрерывно публикуетъ въ журнал „/ефзевий 
Таг шабтешайзейе и. пабагм1ззепзераЙЙеве Сщегеев(“ кратюе 
„Отчеты и сообщения“ („Венеще ипа МеПопхеп, уегап]а$81 
Чирсй Че Г. М. 0. К." **), а съ другой стороны — помЪщаетъ также 
болЪе подробные отчеты въ издани „АБвапайтеоеп @Бег еп 
шабпетайзсвеп ОтцегеВ ш ПОетёзсШапа, : уегатаз Чагей @1е 
МОК **=)<. Въ этомъ издани въ многочисленныхъ отдЪльныхъ вы- 
пускахъ, цблый рядъ которыхъ уже вышелъ въ свфтъ, содержится 
монографическое всестороннее изслЪдован!е современнаго положен я 
преподавания математики. Выпуски сгруппированы по ихъ содер- 
жаню въ томы, которые должны обнять слфдуюпия области: «У 

Томъ Г трактуетъ объ организащи, учебномъ матергаа Уи 
методахъ преподаваня въ среднихт школахъ (НбНегб Зов. 

^\СУ 


>) Подробныя свЪдЪн1я о дъятельности Коммиса моар о найти ВЪ 
„ВЪстникЪ Опытной Физики“, №№ 475 — 416, 481. в - 488, 498, 
502, 505, 514, 524, 595, 545. \\У 

**) Также въ отдЪльномъ изданйи ([е1р71х, Тешфиь) выходящемъ, 
начиная съ 1909 года. Е У 


2. 


+**) Издается Ф. Клейномъ (1.е1р715, те бнов), начиная съ 1909 г. 
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1еп) СБверной Германти, а также о постановкЪ государствен- 
ныхЪъ экзаменовъ и практической подготовк$ ихъ преподаватель- 
скаго персонала. 


Томъ П разбираеть т же вопросы для средней и 
южной Германи. 


Томъ Ш содержить отчеты общаго характера 
относительно преподаваня математики въ среднихъ школахъ: 
развите движеюшя въ пользу реформы преподаваня, имфвшее 
мЪсто до настоящаго времени; положене математики въ препо- 
даван!и другихъ областей (физики, черченя и т. д.); изучеше 
математики въ университетахъ и т. д. 


Томъ ГУ содержитъ отчеты о преподаваюи математики 
въ различнаго рода техническихъ среднихъ и выс- 
шихъ школахъ (№М1е]- ипа Ноевзейщеп). 


Томъ \У будетъ посвященъ вопросу о положения матема- 
тики въ народныхъ школахъ. 


Эти работы, основанныя на тщательномъ спешальномъ 
изучени дфла, въ высшей степени пригодны для того, чтобы 
во многихъ отношеняхъ дополнить и углубить т% обиая 
указавная на современное положен!е преподаванйя, которыя содер- 
жатся въ моихь лекщяхъ. Прежде всего я хотфлъ бы указать 
въ этомъ отношени на два первыхъ выпуска Т-го тома; онЪ 
написаны Лицманомъ (\. Шемтати) и касаются, глав- 
нымъ образомъ, положеюмя дЪлъ въ Прусои; воть ихъ заглавйя: 
„Матер1алъ и методъ преподаван1я математики 
въ сфверо-германскихъ среднихъ школахъ; со- 
ставлено на основании существующей учебной ли- 
тературы“ *) и „Организац!я преподаван1я матема- 
тики въ мужскихъ среднихъ учебныхъ заведен! яхъ 
въ Пруссии“ *=). Въ нихъ содержится, съ одной стороны, цфнный 5, 


обзоръ учебной литературы, а съ лругой— отчетъ, составленный 
АЯ 


7 

*) „5оЙ ип4 Мебпо4е пп шаПетайзсвей Ощегге $ дет “богадец- 
(степ ПбПегеп Бебеп ал Отипа ег уогпапдепев Гента ег“ ‚ гер- 
(15 1909. \$ 

**) „Ле Огоашзайоп 4ез шаТетайзсерей сое ап еп ПбВе- 
реп Кпабепзевеп ш Ргеаззеи“. 1.е1ртле 1910. 
Со 


г 
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на основан!и программъ и посфщения многочисленныхъ учебныхъ 
заведенй, о томъ, какую форму въ настоящее время въ дЪйстви- 
тельности принимаетъ преподаване математики. 

Что же касается работъ подкоммисс!й въ другихъ 
странах, то достаточно будетъ указать на тЪ отчеты, кото- 
рые недавно были доложены на первомъ международ- 
номъ совзщан1и въ БрюсселЪ (9 и 10 авг. 1911 г.), 
созванномъ Международной Коммиссей; они сведены воедино 
въ третьемъ циркулярЪ Главной Коммисеи ея Главнымъ Секре- 
таремь Феромъ (Н. Еешг, „Епзеюпетепт та етайаче“, 12 
(1910), стр. 353 и сл.). 


2. Новфйшая литература по преподаваню математики. 
(Еъ стр. 7-0й) 


Къ упомянутымъ въ текстЪ книгамъ со времени перваго изда- 
мя настоящихъ лекщй присоединилось, подъ вллянемъ всеобщаго 
интереса къ реформЪ преподаван1я математики, большое число 
новыхъЪ сочиненй; изъ нихъ я упомяну лишь для прим$ра о н%- 
которыхъ. На первомъ мЪет$ здфсь стоитъ новая „Лидактика 
преподаван1я математики“ *) Гёфлера (профессора въ 
ВЪн%), главнаго представителя реформы преподаваня въ Австри; 
ВЪ этой книгф даны подробныя указатя относительно постановки 
преподаваня въ согласи съ нашей Меранской программой. 

Наряду съ этимъ слфдуеть назвать нЪсколько руководствъ, 
которыя имфютъ своею цфлью представить учителю въ научной 
обработкз учебный матерлалъ школы. Сюда относится въ первую 
очередь „Руководство по элементарной математик 
для учителей“ Шверинга*“), стоящее въ тЪеномъ отноше- 
ши къ школьному преподаваню, затзмъ „Руководство по 
преподаван1ю математики“ Киллинга и Говстэ- 
да ***); пока вышелъ въ свфть только первый томъ этого’ т 
чинен1я, посвященный геометр!и; наконецъ, — болзе оби пррный 


*) А. НОПег, „П1аакЯк 4ез тапетаЯзеВен Спфегт1е В ‚би 1910. 
**) К. Эсп\мег!п 8. „Напараев аег Еететщагиха ета к Ёаг 
Генгег“, Гери 1907. к. 
+ \. К1111п = ипа Н. Ноуезфа & $. „Напааев 4ез та ета- 
ИзсВеп Ощегг1ер $“, Ва. 1, Бере 1910. 0% 
де\ 


к 


Ко 
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трудъ Нетто, Фербера, Мейера и Тиме подъ заглав!емъ 
„Основныя учен!1я математики для студентовъ и 
учителей“ *). Это сочинен1е будетъ состоять изъ 4 томовъ, 
изъ которыхъ пока появились Два: „Элементы геометр!и“ 
Тиме **) и „Ариеметика“ Фербера ***); въ немъ будетъ 
изложенъ на широкихъ основахъ весь матералъ школьнаго пре- 
подавания въ строго-научной и пригодной для школьнаго препо- 
даван1я формЪ. Я охотно назову еще переводы двухъ француз- 
скихъ сочиненй, — тьмъ болфе, что французы опередили насъ 
на н$фсколько лфтъ въ ДЁлЪ проведеюмя современныхъ идей въ 
преподавани математики. Я имЪю въ виду, во-первыхъ, элемен- 
тарные учебники Бореля (Воге!), которые по-нфмецки перера- 
ботаны Штеккелемъ (Р. 5&еКе!) подъ назвамемъ „Ыетешще 
ег Ма Тешайк“ въ двухъ томахъ”*"**); во-вторыхъ, — „Элементы 
математики“ Жюля Таннери *****). Въ то время, какъ первые 
учебники излагаютъ въ очень интересной и современной форм% 
учебный матералъ для низшихъ классовъ, „олементы“ Таннери 
имфютъ цЪлью сдфлать основные методы и идеи „высшей ма- 
тематики“ доступными для всякаго, кто знакомъ съ обычной „эле- 
ментарной математикой“ - 


3. Къ великой теорем$ Ферма. 
(Къ стр. 75-0й) 


Попытки доказать великую теорему Ферма или, вЪрн$е, по- 
лучить премю Вольфскеля (\УозКке]), о которой опубликовало 
Гбттингенское Научное Общество въ 1юн$ 1908 года ******), продол: 


*) Е. Меббо, С. ЕАг,еь, М. Е. Меуег ппа Н. Т1еше, „Огипа- 

1ергеп ег Мабвешайк Шаг ЭбмФегепае ива ПЦебгег“. 

**) Н. Т1еше, „Еетете ег Сеотебче“, Ва. Г 4ез хмеЦцеп ТейЙез, 
1.е1р71е 1909. 

**+) С. ЕАгЬег, „Агёвшейк“, Ва. П. 4ез егэфеп 'Тейез, 101рий5 1911.5» 

+++) 1. . АТИртлеНк ип4 А1аеьга“ (е1рийе; 1908); П. „беотеые“ (1909) 
ИмъЪется руссый переводъ подъ редакщей прив.-доцента В. Ф. Ка гана : 
Борель-Штеккель, „Элементарная Математика“. Часть [-—„Арибме- 


“У 
тика и Алгебра“. Часть П— „Геометр!я“. Одесса „Мафез1з“. 35 
*****) Л ц]ез Таппегу, „Еетеже аег Мабпетай к“, Фещзсв Уоп 
Р. К1аезз, [ера 1909. \\У 


******) [о дробныя услов!1я относительно получен!я преми опублико- 


ваны въ „Масйгсеп ег безе спа @ег \1взепзсваНею хи бОшееп“, 
УС 
$ 
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жаются со стороны математиковъ - неучей столь же неустанно, 
сколь и безуспЪъшно; ко всёмъ этимъ работамъ, которыя кучами 
появляются также на книжномъ рынк$, приложимо сказанное въ 
текстЪ, такъ что онф поистинз не имЪютъ рфшительно никакого 
значеня для рЪшеюя проблемы. О т$хъ абсурдахъ, которые вы- 
званы этимъ на свфть Божй, можно судить по критическимъ 
обзорамъ такихъ „доказательствъ“, которые регулярно и въ боль- 
шомъ числф печатаетъ теперь журналъ „Атсшу г МабметайЕ 
ип@ Р®вузк“. Любопытно наблюдать это массовое заклане, какъ 
ни печальна, собственно говоря, его необходимость. 

Но и серьезная математическая работа получила, благодаря 
всему этому, новый толчекъ къ тому, чтобы заняться теоремой 
Ферма; дЪйствительно, здЪсь можно уже отмфтить нЪкоторые 
усп$хи, хотя самое ршене проблемы все еще остается очень 
далекимъ. Такъ, Виферихъ*”) нашелъ очень простой признакъ 
(критер!й), состоящий въ томъ, что уравнене Ферма л?-- у? = 32 
при нечетномъ простомъ показател$ р только въ томъ случаЪ 
можеть быть разр шимо въ простыхъ относительно р цЪлыхъ 
числахъ, если 2”— 1 дфлится на р?. БолЪе кратюя доказательства 
и обобщеня этой теоремы дали Фробен!усъ **) и ЛД. Мири- 
мановъ ***). Съ другой стороны, сл$дуетъь еще назвать зам$т- 
ки Ф. Бернштейна *"**), Гекке ****"*) и Фуртвенгле- 
ра ******), которые исходятъ изъ теорли алгебраическихъ чи- 
словыхЪ корпусовъ. 


СезспАННеве МШеПапсеп“, 1908, р. 103 и сл., а также перепечатаны во 
многихт математическихъь журналахъ (напримфръ, въ „МайбпетаЯзеве 
Аппаеп“, 66, 5. 143 и въ „огра Ёаг Маббетайк“, 134, 5. 313; на рус- 
скомъ языкЪ — въ „ВЪетникЪ Опытной Физики“, № 415 — 416, 

*) А. \Мте{егтей, „уопгпа @е Мабпешайк“, 136 (1909), 5. 293. 

**) С. Егореп1и$, „ЭЦиапозегеШМе ег КалзегИеВен Ргейз515сВеп 
Акааепте“, Вег!п, 2 Ое7. 1909 ипа 24 Еерг. 1910, а также ее Эх 
Ма{петайК“, 137 (1910), 5. 314. 

*#) )., М1гушапо ЕЁ „[./’ Епзе1опетете Мабпетай К“, 15 му 2909. 
„Сотрёез Вепдиз 4е ГАсайепие 4ез Заепсез“, Рагз, 24 ап. 191077 опгпа]. 
аг Мабештай к“, 139 (1911), 8. 809. > 

***) Е. Вегизбе!т, „Масюгещеп 4ег Каднонвоел ббопвовай ег 
М1 взепзсПайеп“, бо шееп, шафт.-рвуз. К|., 1910, 5. чем в. 0. 

Е Ческо, там же 1910“. 240. 59: 


++ж#) Ру]. В пе тамъ же, 191055 7054. 
АХ 
ей 
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4. Къ доказательству невозможности построевшя правильнаго 
семиугольнина. 
(Въ стр. 79). 

Боле простое изложене этого доказательства дали, въ со- 
отвфтетви ст первымъ изданемъ, П. Монтель (Р. Мопе]) и 
Ф. Мароттъ (Е. Магойе) въ журналЗ „Веуче 4е ГЕпзеопетепф 
{е$ Баепсез“, 3. Аппее (1909), стр. 49. Въ текетЪ сохранено ста- 
рое изложеше, чтобы имфть примЪръ приложеня леммы Гаусса. 
Я укажу лишь, какъ можно безъ ея помощи показать, что урав- 
нене лЗ-- х? — 2х —1=0 должно было бы имть корень -+ 1, если 
бы оно было приводимымъ. ДЪйствительно, оно имфло бы тогда 


й 


рацюональный корень х = то тд ри д суть взаимно простых 


числа; но это значило бы, что рз | р?9 — 2ро* — 4 =0, такъ 
что р, а, слЪдовательно, и само р, дЪлилось бы на 9. Но точно 
такъь же можно видфть, что 09° и, елЪдовательно, 0 должно было 
бы дфлиться на р; изъ этого вытекало бы, что р = Еои ко- 
рень х дЪйствительно равнялся бы - 1. 


я. Вращен1я съ растяженями четырехм$рнаго пространства 
и трансформащи Лоренца въ современной электродинамик$. 
(Бь сто. СЕ) 

Какъ уже указано было въ текст$, ноняте о вращении съ растя- 
жешемъ въ четырехмЪрномъ пространетвЪ А, находится въ самомъ 
т$еномъ отношен1и къ основамямъ „принцина относительности“ 
въ электродинамикЪ, который вотъ ужъ нЪфеколько лЬтЪ самымъ 
живымъ образомъ занимаетъ физиковъ. А именно,-— какъ я вкрат- 
цз покажу, —-тЪ „преобразовашя Торенца“, на изучени которыхъ 
основаны изелфдованя, относящяея къ „принципу относитель- 
ности“, предетавляютъ не что иное, какъ вращеня н$котораго 
пространства А^,, и могутъ быть даже представлены самымъ 
удобнымъ образомъ съ помощью формулъ исчисленя кватернновъх У 

Какъ извфетно, подъ преобразовантемъ Лоренца пони” 
мають такую линейную однородную подстановку трехъ „коорди- 
натъ въ пространетв$ х, у, з и времени 2 съ вещеетеониыми 
коэффищентами : ие 

[х =а,х ау аз ащЁ, № 


} 
у Ух 
Е — а Хх ашу- авг + а\, 


29 
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которая преобразовываетъ квадратичную форму х?-- у? =*— с? В 
(гдЪ с есть скорость свЪта) въ самое себя, такъ что 


нА у 22, (2) 
и у которой послБдн!й коэффищенть 


дР 
а = (3) 


При этомъ, ради краткости, не принято во вниман1е могущее 
имЪть мъето смщен1е начальной точки х = у=а === 0. 
Оказывается, что въ исчислени кватерноновъ легко можно 
указать такую подстановку, которая удовлетворяетъ условию (2), 
если только на первое время оставить безъ вниманйя требованзе 
вещественности коэффищентовь и неравенство (3). А именно, 
стоитъ только разематривать таке кватерн1оны, компонентами 
которыхъ являются не вещественныя, а обыкновенныя кКом- 
плексныя числа, образованныя съ помощью обыкновенной мнимой 
единицы И — 1 (которую слЪдуетъ, конечно, отличать отъ спе- 
щальныхъ единицъ исчислен!я кватерн1оновъ #, 1, 2). ЗамЪтимт, 
прежде всего, что полученные такимъ образомъ кватернюны 


а = Еее У - Р=, 


в х (1*) 
т=У-Т. с. Р-р 


имфютъ своими тензорами какъ разъ квадратные корни изъ ква- 
дратичныхъ формъ (2). Поэтому можно точно такъ же, какъ вт, 
текстЪ (стр. 107—110), доказать, что формула 


Ч — р щи (Г?) 


изображаетъ линейную подстановку, удовлетворяющую условвю (2). 
если р и л представляютъ любые кватернюны, тоже съ к омичекс- 
ными слагающими, а // означаетъ корень квадратный ИЗЪ 
произведеня ихъ тензоровъ. <> 

Чтобы получить вещественные коэффищенты и удовле- 
творить услов!ю (8), надо только взять для р\. ‚и я нфкоторымъ 
образомъ сопряженные кватернюны, а именно, вводя подхо- 
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дяше параметры, мы получимъ слЗдующ!я крайне простыя ра- 
цональныя формулы ®). 
й Й 
Пусть 4.1, 4,..., 0), 2 означаютъ восемь вещественныхъ 
величинъ, связанныхъ такимъ уравненемъ: 


АРВ СС+РЬр’=о0 (12) 
и такимъ неравенствомъ: 
А? - В? - С 2? > АЗ- В С 0”. (1?) 
Тогда мы получимъ: 
ПИ 1 БЭ-ИЯУ-ТО АВЕРС 16 
ВУ 11) и Су Ш 
Е 


Формулы (Г) совместно съ услов1ями (1) даютъ изобра- 
жен1е всфхъ преобразовантй Лоренца. 

Самъ МинковскЕй (Мшко\зк!), впрочемъ, пользуется въ 
своихъ работахъ вм$сто исчисленя кватернюновъ символикой 
матрицъ Кэли (Сау[еу), которая позволяетъ наряду съ преобразо- 
вапями Ло ренца изобразить инваранты, принадлежание къ 
ихъ групиЪ *). 


6. Къ дискриминантной поверхности биквадратнаго уравненвйя. 
(Еъ стр. 157). 

Нитяная модель Гартенштейна (Набепз{ет) выпущена 
въ свфть тЪмъь временемъ фирмой Шиллинга (М. ей! то) 
въ Лейпциг (Семя ХХХПЬ №№ 2, 8); одна модель показываетъ 
дискриминантную поверхность, другая изображаетъ, кромЪ того, 
еще 2 ея касательная плоскости; это даетъ подраздзлене про- 
странства, соотв тствующее чертежамъ на стр. 152, 153. Сравните 
относящуюся къ модели статью: В. Нагфезфети, „Пе ПзкРши- 
пап(епЙаспе ег СЛесВип® у1ег{еп ата4ез“ (Тле1ри1о, Зе Вто ‚1909.7 


ху 


> 


*) См. мой рефератъ „О геометрическихъ основаняхъ наб 
ренца“ въ журналЪ „Уабтезрегевё аег аембзеВепй Маре \Уег- 
е111от5“ 19 (1910), стр. 299. __ 

**) „01е Огапаесвипхен г 41е @екиготахпейз$ А Уогойпое 
ш бемезеп Кбгреги“. „Хасвг. 4ег К. безеПзевай ег № 1ззепзопайен“, 
ОббИпзепт, шаб\.-рвуз. К1. 1908, $8. 53; „Мабротаииасие оао" 68, 5. 472. 
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7. Къ уравненямъ шестой степени. 
(Къ стр. 229). 

Р$шене уравнений 6-ой степени, соотвЪтственно приведен- 
нымъ въ текст$ принципамъ сведеня уравненя 5-0й степени 
къ теорли икосаэдра, было, въ связи съ упомянутой моей работой 
1905 года, успфшно изсл$довано Горданомъ (Р. ботап) въ 
двухъ работахъ въ 61-омъ (1905, стр. 50) и 68-омъ (1910, стр. 1) 
томахъ журнала „Ма ештайзеве Аппаеп“. Упрощенную и про- 
долженную дальше разработку этой проблемы содержитъ работа 
А. В. Со Ъ]е, имфющая появиться въ ближайшемъ времени въ 
„МаНетайзепе Аппаеп“. 


8. Къ истори логариемов®. 
(Въ стр. 241). 

Въ сущности, натуральные логариемы появились еще до Не- 
пера по поводу одного весьма важнаго успЪзха въ картографти: 
открыт!е „меркаторской проекши“ Гергардомъ Меркато- 
ромъ (около 1550 года) можно считать первымъ графическимъ 
открытемъ логариемовъ ®). Достаточно будетъ сослаться на Ш гла- 
ву второй части второго тома этихъ лекщй, гдф выяснена связь 
меркаторской проекщи съ логариемической функщей. Если хо- 
тятъ, не зная послфдней, вывести меркаторскую проекщю при 
помощи подходящаго предЪльнаго перехода, то неявно появляется 
(натуральный) логариемъ съ совершенно такой же точки зрЪ- 
ня, какъ у Непера изъ логариемовъ Бюрги 

Что же касается работь Непера и Бюрги, то въ текетЪ 
указаны Только ихъ руководяшия основныя идеи; для полнаго 
вычисленя своихъ таблицъ они пользовались, конечно, наряду 
съ опредфлешемъ послЪдовательныхъ степеней числа (1 + 1/10*) и, 
соотв®тственно, числа (1 — 1/107) на основани разностныхъ уравне- 
нй, также интерполяцюнными методами. Кром того, Неп оръ 

владълъ уже идеей пред$льнаго перехода къ натуральнымте лога- 
риемамъ въ собсетвенномъ смысл$, т. е. — выражаясь орормАамЕ 


кей , р 
языкомъ — перехода къ дифференщальному д о = РЕ 


именно онНъ разсматриваетъ движене, скорость ›котораго ра- 
стетъ пропорщюнально разетоян1ю ОТЪ а й ТОЧКИ, ЭТИМЪ 


представленемъ ОНЪ Даже пользовался превычислени СВОИХЪ, 
я Зи г с РВЫМИИИИ СУ 
*) По письменному сообщено Коппе (М. УКорре, Вет). 
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таблицъ. Подробное изложене вы найдете у Коппе: „Пе Ве 
Вап@ 0 4ег Гооагтеп ип 4ег Эта пп СОщегыев“ (Ргосг. 
4. Апагеах - Веяоутптазций, ВегИт 1893), а также въ одной ра- 
бот того же автора въ „5Илипозренеще 4. ВегИпег та петайзсНе- 
(Сезе] спа“, Ва. 3 (1904), 5 
9. Къ школьному изпоженю ученя о логариемахъ. 
(Въ стр. 255). 

Подобныя же варацщи обычнаго способа изложеня пре- 
длагаютъ и друге авторы. Такъ, Ююль Таннери въ своихъ 
„Злементахъ математики“ *) опредфляетъ съ самаго на- 
чала логариемъ посредствомъ площади гиперболы (стр. 265); 
точно такъ же поступалъ еще въ 1903 году Вга4зйам, какъ 
тамъ же цитируеть Таннери. ДЪйствительно, такой способъ 
изложеная представляетъ точное и нослЗдовательное проведение 
точки зря „высшей“ математики. 

Включене въ преподаване опредёлешя Непера-Бюрги, 
при постоянной иллюстращи на конкретныхъ примфрахъ, реко- 
мендуетъ, напримфръ, Коппе въ своей только -что упомянутой 
программ 1893 года. 


10. Къ ученю о колебашяхъ маятника. 
(Цъ стр. 808). 

Вритическое разсмотрЪве „элементарныхтъ“ способовъь изло- 
жешя учешя о маятникЪ содержится въ очень интересномъ этю- 
д Тимердинга, озаглавленномь „Математика въ учеб- 
никахъ физики“ **) (стр. 49 и сл.). Въ немъ содержатся 
вообще подробныя изелфдованя математических, методовъ, по 
традиции сохраняющихся въ преподаван!и физики: при этомл, все 
снова и снова обнаруживается, до чего всякое разсуждеще здЪфеь 
затрудняетъ; даже удовлетворительное изложене становится часто,^), 
совершенно невозможнымъ благодаря такому искусственному нехдю-” 
чешю исчисленя безконечно-малыхъ изъ элементарнаго 2 о 
даван!я. \ 

*) Ср. стр. 447. Ра 

**) Н. Е. Тттмера1ю <, „01е МафетайЕк ш Чел рнузШаНзенеп 


ГебгЬисВеги“. Ва. ПГ. Ней 2 цитированныхъь выше ‚ЗАБапатшощет ег 
ТМК“ (Герои. ВегЦи, 1910). < 
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И. Къ развит!ю исчисленя безконечно-малыхъ. 
(Къ стр. 339). 

Въ только - что названномъ изелЗдоваши „Математика въ 
учебникахъ физики“ Тимердингъ сл$дующимъ образомъ груп- 
пируетъ ть наиболЪе существенные методы и воззрЪюя, которые 
выступаютъ въ истори возникновеня анализа безконечно малыхъ 
и которые входятъ также въ наше изложене: 

1) Методъ истощентя въ томъ вид$, какъ его выра- 
ботали ЕвкЕлидъ и Архимедъ. Въ дополненме къ сказанно- 
му въ текстЪ, я замчу здесь еще, что этотъ методъ позволяетъ, 
наприм$ръ, опредЪлить площадь круга (и подобнымъ же образомъ 
разрЪигить аналогичныя проблемы исчислен1я безконечно-малыхЪ) 
находя послфдовательныя приближеня кь площади круга при 
помощи площадей вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ 
съ возрастающимъ чиесломъ сторонъ. 

Существенное различе по сравнен1ю съ современными взгля- 
дами состоитъ въ томъ, что существованте плошади круга, 
какъ н$ёкотораго числа, — или, на языкЪ древнихъ, „отноменя“ 
(10705, ср. стр. 49 и сл.) между площадью круга и квадратомъ 
радтуса, — принимается молча, какъ нЪфчто самоочевидное; между 
тфмьъ современное исчислене безконечво - малыхъ совершенно 
пренебрегаетъь именно этой наглядной очевидностью и, напротивъ, 
опред$ляетъ величину площади на основан абстрактнаго поня- 
пя о предЪлЪ, и именно о пред$лЪ чиселъ, измвряющихъ площади 
вписанныхъ многоугольниковъ. Но разъ существоване площади 
принято, то методъ исчерпываюя представляетъь удовлетворя- 
юный даже современнымъ требовамямъ вполнф точный пр1емъ 
для приближеннато опредЪленля величины площади при помощи 
ращональныхъ чиселъ, хотя для каждаго отд$льнаго случая этотъ 
премъ долженъ быть 060бо приноровленъ и потому является нЪ- 
сколько громоздкимъ. Ау 

2) Учен!е о недЪлимыхЪ, въ Томъ видъ, наприм ру, 
какой оно получило у Кавальери (СауаЦелт) (см. стр?’350). 
Согласно этому ученмю подъ площадью, ограничениов кривою 
у==у(х) надъ осью абсциссъ, называется просто. бумма всЪхЪ 
отдфльныхЪ ординатъ у; сл$детвнемъ такого вагляда явля- 
ется то, что Лейбницуъ въ своемъ первом» км нускрипт® объ 
интегральномъ исчисленти (1675) пишетъ 2 Д» тя а ие Г. у ах: 
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3) Методъ приближения, который Тимердингъ 
обозначаеть именемь Гюйгенса (Ниухепз). Это т же самыя 
разсужденя, которыя мы нашли у Кеплера (стр. 841 и сл.) и 
у Делопиталя (стр. 352). 

4) Исчислен1е флюкс1й Ньютона, основанное на 
непосредственной наглядности понят!я о скорости (см. стр. 346). 

5) Въ заключене сл$дуетъ, наконецъ, методъ дифферен- 
ц1альнаго и интегральнаго исчислен1й въ с00- 
ственномтъ смысл, который на первый планъ выдвигаетъ 
понят1е о предфлф и прим$няетъ окончательныя обозначеня 
Шейбница. 


12. Къ разсуждешямъ объ основашяхъ исчислевшя безконечно- 
малыхъ. 
(Въ стр. 357) 

ЗдЪеь будетъ ум$стно, быть можетъ, сказать еще н%®сколько 
словЪ о томъ различии мнЪвЙ относительно основаюй исчисленя 
безконечно-малыхъ, какое мы еще и теперь часто встр$чаемъ, лишь 
только выйдемъ за предЪлы узкаго круга спещалистовъ-матема- 
тиковъ. { полагаю, что основавя для взаимнаго пониман1я здесь 
можно найти въ разсужденяхъ, совершенно аналогичныхь тъмъ, 
каюмя мы указали въ текетЪ по поводу обосновашя ариеметики 
(стр. 20 и сл5д.). 

Во всякой математической дисциплинз сл$дуетъ строго 
отличать внутреннюю логическую послёдовательноеть ея строеня 
отъ вопроса о правильности тзхъ или иныхъ примфненй этихъ 
„аксоматически“ и, такъ сказать, „произвольно“ установленныхъ 
понятй и относящихся къ нимъ теоремъ къ предметамъ нашего 
внёшняго или внутренняго воспряля. Георгъ Канторт раз- 
личаеть *) въ цфлыхъ числахъь имманентную реальность, 
принадлежащую имъ на основани ихъ логической опредёлимости» У 
оть транз1энтной реальности (фгап\еще ВезИ м“), „вото- 
рой они обладаютъ въ силу ихъ примфнимости къ ДЪйст зитоль- 
нымъ вещамъ, СУ 

Въ примфневи къ иечислен!ю безконечно- -малыхь бервая про- 
олема разрЬшается вполнЪ съ помощью теор, основанныхъ на поня- 


*) Чеогх Сапфог, „Ма фетайзеве Аппаех“ ©. Ва. 21. (883), 
стр. 562. : кс 
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ти о предЪлЬ, которыя теперь разработаны математической на- 
укой въ логически законченномъ видЪ. Второй вопросъ принадле- 
жить вполнЪ теорли познаня, и математикъ можетъ лишь содй- 
ствовать точной его формулировкЪ тЪмъ, что отдфляетъ и исчер- 
пываетъ первую часть; для разр$шеня же самаго вопроса чисто 
математичесвя работы по самой своей природ не могутъ имть 
никакого прямого значеня (ср. совершенно аналогичныя разсу- 
ждетя по поводу ариеметики, стр. 20 и ел$д.). ВеЪ споры по во- 
просу объ обосновани исчисленля безконечно-малыхъ страдаютт, 
тЬмъ, что эти двф совершенно отдфльныя части проблемы недо- 
статочно р$зко разграничены; въ дЪйствительности первая, чисто 
математическая часть здЪсь такъ же хорошо обоснована, какъ и 
во вс$хъ другихъ дисциплинахъ математики, и вся трудность 
заключается здЪсь, какь и тамъ, во второй, философекой части. 
Эти соображения показываютъ, какое большое значене имЪютъ 
серьезныя изелЪдовашя, направленныя на эту вторую сторону 
дфла; но только представляется необходимымъ основывать ихъ на 
точномъ знании разультатовъ чисто математическихъ работъ. 
относящихся къ первой проблемф. 


13. Къ ученю о совокупностяхъ. 
(Къ стр. 408), 

Какъ показалъ БКореельту въ только-что спубликованной 
работ (А. Когзе]1+*, „Мафетайзене Аппаеп“ 70 (1911), стр. 
294), въ доказательств теоремы объ эквивалентности 
принадлежащемь Шрёдеру (Зевто4ег), содержится ошибка, такъ 
что въ дЪйствительности первое доказательство этой теоремы, 
принадлежащей, въ сущности, Пантору, дано Бернштей- 
номъ (Веги$ет). 


14. Къ вопросу о числ изм5ренш совокупности. — ‚3, 
(Въ стр. 408). „©. 

Прямое доказательство инвар1антности числ рт Им Ъ- 

рен!й, т. е. невозможности установить непрерывнов\взаимно- 

однозначное сопряжене между Сии С» (при т=м), ‚дв, недавно 

Бруверъ (Г. Е. Е. Вгои\меь, „Ма етазеве АЙ у 10 (1911), 

стр. 161); въ той же тетради „Ма‘Петайзойе „Апла еп“ (стр. 166) 

помфщено еще одно доказательетво, прива Лебегу (Н. 
Геезоце). 
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15. 0 Фр. Майер$. 
(Въ стр. 487). 


Вопреки одному замфчаню въ первомъ издан!и этихъ лек- 
ий по поводу „олементовъ ариеметики и алгебры“ 
Ф. Майера (Меуег) мн% съ разныхъ сторонъ было указано *), что 
Фридрихъ Майеръ самъ былъ выдающимся учителемъ и 
имлъ на вс$хъ своихъ учениковъ большое вляюе, умфя вызвать 
въ нихъ интересъ къ работЪ. ДЪйствительно, въ своей очень 
интересно написанной программной работЪ: „Сообщения изъ учеб- 
наго плана но математикЪ городской гимназ!и въ Галле“ **) онъ 
является энтуз1астомъ-педагогомъ, относясь съ большимъ пони- 
манемъ и интересомъ къ нсихологическимъ моментам преподава- 
ня. Конечно, какъ восторженный гуманистъ стараго направленя, 
онъ хочетъ сохранить р»шительно весь старый учебный матерлалъ 
и стоитъ далеко оть всфхъ позднфйшихъ реформаторскихъ тен- 
денци. Во всякомъ случаЪ его преподаване нисколько не имЪло 
того абстрактнаго, догматическаго отнечатка, какимъ отлича- 
ется его учебникъ; по крайней мЪрЪ, изъ его программы нель- 
зя усмотр$ть, насколько онъ придерживался этой книги при 
преподавани. 


©) 
У 
о 
*) Ср. рецензио \. Согеу въ „Оеибзеве Глбег иаелениуз “а 1909 г.. 
ху 


стр. 3129. \ 
**) „МШеПиптоеп апз Чет тафВетайзевей Гейг ааа $ а феут- 
пазштз йа НаПе а. $.“, 1891. Ргост. № 230. 5%. 


ДОПОЛНЕМЯ РЕДАКТОРА. 
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1. Планъ П части (,„Алгебры“). 


Нланъ, по которому выбранъ авторомъ матер!алъ, вошед- 
ий въ составъ второй части этого тома („Алгебры“), можетъ, какъ 
намъ кажется, представиться читателямъ неяснымъ, и мы счита- 
емъ полезнымъ его нфеколько выяснить. 

При рьшени алгебраическихъ уравненш общихъ типовъ, 
существенную роль играютъ, конечно, буквенные коэффищенты, 
въ нихъ входяще. Иными словами, въ общихл» уравненяхъ ко- 
эффиценты являются перем$нными параметрами, отъ значения 
которыхъ зависятъ значен1я корней. Число параметровъ, отъ ко- 
торыхъ зависить уравненше, часто можетъ быть уменьшено. 'Гакъ. 
въ общемъ уравнен!и 3-ей степени число параметровъ равно 3, 
но можетъ быть сведено къ двумъ. Точно такъ же Чирнгаузенов- 
скимъ преобразованемъ, надлежащимъ образомъ выбраннымъ, 
число параметровъ уравненя 5-Й степени также можеть быть 
сведено къ двумъ *). Вотъ почему Кленнъ и классифицируетъ 
уравнен1я по числу входящихъ въ него параметровъ. Эта точка 
зрёюя отличается значигельно большей общностью, чЪмъ обыкно- 
венное выражене уравнения въ буквенныхъ коэффищентахъ, такъ 
какъ самые коэффищенты могутъ чрезвычайно разнообразно 
выражаться въ тЪхъ или иныхъ параметрахъ; число параме- 
тровъ можетъ иногда даже превышать число коэффищентовь и 
съ такого рода случаями постоянно приходится встр%чаться. 
Клейнъ разсматриваетъ только уравнеюя, содержания одинъ 
или два параметра. 

Итакъ, положимъ, что намъ дано уравненте, содержащее 
одинъ Параметръь или несколько. Въ чемъ заключается задача 
рЪшеня уравнения? Очевидно, въ томъ, чтобы выразить корни 
уравнения въ функши этихъ параметровъ. Этому порядку ‚сидей 
алгебра слфдуетъ и въ классическомъ ея изложени. Въсфравне- 
няхъ первой степени корень непосредственно выражавтся ра - 
онально въ ТЬхъ параметрахь, оть которыхъ равен зави- 


*) Правда, при этомь уравнене 5-ой В на НЪ- 


Сколько ТИПоОВЪ уравнен1й о двухь параметрауъ. < У 
5 
к. 
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ситъ. СлБлуюний шагъь заключается въ рЪшеюши двучленныхЪ 
уравнен!й вида л”= а, содержащихъ одинъ параметръ а. Съ дав- 
нихъ временъ были указаны методы вычиеленя корней этихъ 
уравненй въ зависимости отъь параметра, и въ этомъ смыслЪ 
Функшональная зависимость, выражаемая этимъ уравнешемъ, бы- 
ла изучена. Это формулировали такъ, что извлечене корня 
должно быть отнесено къ числу операшй, хорошо извЪет- 
ныхъ. Классическая постановка задачи объ алгебраическомъ р%- 
шени уравнений въ томъ именно и заключалась, что старались 
свести р)фшеню всякаго уравнен1я къ ршен!ю двучленныхъ урав- 
ненй. Какъ извЪстно, это удалось для уравнешй 2-ой, 3-ей и 
+-0й степени. Относительно же уравневй болфе высокихъ степе- 
ней было обнаружено, что ихъ р%шеше, вообще говоря, не мо- 
жетъ быть сведено къ извлечен!ю корней, т. е. кь рЪшен!ю дву- 
членныхъ уравненй. Когда это вполн% выяснилось, то дальнЪй- 
шее развите теори алгебраическаго рёшевя уравненй, есте- 
ственно, пошло двумя путями. Во-первыхъ, старались выдфлить 
тЪ алгебранческя уравненя высшихъ степеней, которыя все же 
могутъ быть разр5шены въ радикалахуь. Это течен1е идеть отъ 
Абеля и Галуа и въ работахь Кронекера до извфстной 
степени получило свое завершете. Другое течене ставить себЪ 
задачу болБе широкую. Если прежня средства отказались слу- 
жить, то нужно найти новыя. Подобно тому, какъ были изучены 
двучленныя уравненя, нужно подыскать новую категорю урав- 
невшй, найти непосредственные пути къ вычисленю ихъ корней, 
изучить такимъ образомъ опредфляемую этими уравнешями функ- 
зиональную зависимость и попытаться свести обширныя группы 
уравнешй къ этимъ новымъ основнымъ тнпамъ. Въ этому на- 
правленню относится извфстная работа Клейна объ икосаэдрЪ. 
эдЪеь разобранъ рядъ такихъ основныхъ уравнейй; обиие резуль- 
таты этого изсл$довашя приведены во П главЪ „Алгебры“. А 
Но для того, чтобы искать новые основные типы уравнений, «5» 


ем 
а 


нужна руководящая нить. Этой руководящей нитью служило д89- 
бражеше функцюнальной зависимости, опред ляемой этим урав- 
ненями, на Римановыхъ поверхностяхъ. эта в слу- 
чаЪ двучленныхъ уравнеюшй приводить къ разлф. теню <«феры на 
двусторонники (сферическме выр%зки). Если мы оУаыы ЭТИ 


двусторонники по экватору и станемъ искать Они, которыя 
ох 


приводятъ къ этому подразд5лентю, то придемъ къ уравнен!ю д!эдра. 
Лальнзйшее развит этой идеи, которое читатель найдетъ въ 
текст, приводитъ къ уравненмямъ многогранниковъ. Клейнъ 
указываетъ категорлю уравнений, которыя приводятся къ этимъ 
типамъ, но, къ сожалън1ю, эти категор!и гораздо менфе обширны, 
нежели тЪ, которыя сводятся кь двучленнымъ уравненямъ. Воть 
почему эти зам$чательныя изелЪдованя, глубоюмя по замыслу и 
необычайно талантливыя по своему выполненю, все же носятъ 
‚спещальный характеръ. 


П. 0 Римановыхъ поверхностяхъ. 


1. Положимъ, что 0 есть независимая перемЗнная въ 0б- 
ласти комплексныхъ чиселъ, а =<— однозначная функщя отъ : 


ЭВ. (1) 


Возьмемъ двЪ плоскости и, выбравъ на каждой начало, 
полуось положительныхъ чиселъ и единицу длины, будемъ обыч- 
нымъ способомъ наносить на одной плоскости значения незави- 
симой перемнной 1, а на второй — соотв тетвуюния значеня 
функщи 2. 

Допустимъ для простоты, что значенмя независимой пере- 
мённой покрываютъ всю числовую плоскость. Тогда зависимость (1) 
относить каждой точкЪ плоскости 5 одну опред$ленную точку на 
плоскости 2. Двумъ различнымъ точкамъ на плоскости 2 мо- 
жетъЪ иногда отв чать одна и та же точка на плоскости 5. на- 
прим$ръ, если соотношеве (1) имЗетъ видъ 3==”, то точкамъ 
0 и — 10 всегда отвфчаетъ одна и та же точка =. Но одной и 
той же точкЁ на плоскости независимой пере- 
минной всегда отв чаетъ только одна точка на 
ПЛОСКОСТИ 25. 

Въ этомъ заключается геометрическй смыслъ однозначности 
функщи 3; на это опираются и всЪ методы геометрическаго изслЪ- 
дованшя однозначныхъ функций комплексной перем нной. < 


2. Положимъ, что = есть непрерывная функщя отъ %.. Ков” 
10 описываетъ непрерывную лин!ю на плоскости &, то и. бош 
сываетъ непрерывную же линю на своей плоскости; оби” при 
этомъ движеши возвращается къ исходной точ Св» тои 
функтия з возвращается къ исходной точкВ 25; я 


оТСЯ ОДНозНначностью функия И непрерывностью преобразования. 
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замкнутому контуру но плоскости в отв$чаетъь замкнутый же 
контуръ на плоскости 5, 

‚го свойство непрерывной однозначной функШи н%которые 
авторы называютъ ея монодромностью *). Что это свойство 
однозначной функщи играетъ основную роль въ теори функшй, 
селфдуеть уже изъ того, что на ней существенно основывается до- 
казательство теоремы Коши объ интеграл% по замкнутому контуру. 
Монодромность функци!и з отъ независимой пе- 
ремф$нной  закл ючается въ томъ, что при пол- 
номъ обход непрерывнаго замкнутаго контура 
на плоскости 2 мы всегда возвращаемся къ исход- 
НОЙ ТОЧК$ и на ИЛОСКОСТИ 5. 

3. Положимъ теперь, что соотношеше (1) замЪняется урав- 


ненемъ 
57 = а. (2) 


Теперь з также является функщей независимой серем$н- 
НОЙ 40, НО Не однозначной, а двузначной: каждому значеню 
отв$чаютъ два значен1я 3, которыя сливаются въ одно при 2 = 0. 
Теперь каждой точкЪ на плоскости независимой перемЪнной уже 
отв$чаотъ не одна, а двЪ точки на плоскости з. Двузначная функ- 
ця, естественно, Даетъ и двузначное отображенще плоскости & на 
плоскости 2. Это обстоятельство лишаетъ насъ возможности непо- 
средственно примЪнять къ изученю двузначныхъ и вообще много- 
значныхъ функшй комплексной перемзнной т$ геомегрическяе мето- 
ды, которые примЗняются къ изученю однозначной функщи. Если, 
наприм$ръ, мы возьмемъ нЪъкоторый контуръ на плоскоети 2 и 
станемъ разсматривать интегралъ уе Фо, взятый по этому контуру, 
то онъ не будеть имфть никакого значеня, ибо мы не знаемъ, 
какое значеше = нужно взять въ каждой точЕЪ контура 2. Казалось. 
бы, что возникаюнля въ этомъ отношении затрудненмя можно устра- 
нить безъ труда, разбивъ двузначную функцго на двъ однозначный. 
Иногла это дЪйствительно бываетъ возможно въ томъ омыслф, что 


РА 
ит — ей 
%) г а см ". . Ах | 
) Терминъ „монодромность“ принадлежитъ Ко ш и. Мужно, одна- 
® = А 
ко, сказать, что въ значеняхъ близкихъ другъ другу рык. „моно- 
дромность“, „моногенность“, „синектичность“ и т. д. \‘вастоящее время 
царитъ большая путаница. Но, насколько мы можемь судить. терминъ 
в.” 4 
„монодромность“ всегда употреблялея именно въ значен!и, которое 
© \ а 


ему придано въ текстфЪ. СУ 
у 
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двузначную функщю можно разбить на дв$ монодромныя одно- 
значныя функщи. Наприм$ръ, функция 


а—=Уе® (3) 


разбивается на дв$ монодромныя функщи 


20 20 


и =е?, &=— е?, (4) 


гдф 62, какъ ие", выражается извЪстнымъ экспоненцтальнымъ ря- 
домъ. Монодромность сохраняется здЗеь благодаря тому, что двъЪ 
функщи 4) ни при какомъ конечномъ значеши 2 не имЪютъ об- 
итаго значен1я. Въ самомъ дфлЪ, равенство 


20 


не можеть имВть м%ета, ибо е? не обращается въ нуль ни при 
какомъ конечномъ значении 2. Наша двузначная функщая пред- 
ставляетъ собой какъ бы искусственное соединене двухъ несвя- 
занныхъ между собой монодромныхъ однозначныхъ функций; съ 
такого рода случаями намъ еще придется встр$чаться ниже. 

Однако, обыкновенно такое расчленене не удается въ томъ 
смыслф, что составляющия функщи оказываются не монодромными. 
Мы выяснимъ это на примЗрахъ. 

4. Остановимся для этого нзеколько иодробнфе на функцю- 


нальной зависимости (2). 
Пусть о и © будуть модуль и аргументъ независимой пере- 


4 


МЪнНной 10, ТакъЪъ что 


20 —0 (соо + 2зш 0). (5) 
Тогда два значешя = будутъ: , 
< 
у 
= [@) С) 1 ©° 
=Ио 03; 29 и =. = Уо сок ат | - мН (6) 
2 2 2 9 
ху” 
гл Ус о есть ариеметическое значение корня. 59 
«© 


Положимъ теперь 2) = 1; тогда 2, °) =: 1. Предоставим себЪ, 


что точка 2 будетъ двигаться, какъ указано н оФисункв 1, ПО 
30. 
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окружности радуса 1 въ направлеви, обратномъ часовой стрЪлЕкЪ*), 
начиная со значеня °); положимъ, что одновременно на вто- 
рой плоскости перемфщается соотв$тствующая точка 2, исходя 
отъ значення 5.°) и мъняя это значен1е непрерывно. 
Въ такомъ случаЪ, когда точка 2 пройдетъ небольшую дугу 9 
и ш пробрЪтетъ значене с05--25щт9, то з пр!обрЪтетъ 


значене 0$ 5 -- 2 >› ибо только это значеве будетъ слу- 


= 


жить непрерывнымъ продолженемъ начальнаго значення 2,© =1; 
второе значен!е отличается весьма мало отъь —1 и не можетъ 
служить непрерывнымъ продолженемъ значешя 5,°). При даль- 

р д. нфишемъ движении, 


когда точка 10 прой- 

№ детъ дугу @, соотвЪт- 

| ствующая точка =прой- 

т. а 

са детъ дугу т Когда 
АВ 13°. точка 10 пройдетъ по- 
луокружность, т. е. 

/ приметъ значен!е 
0 —— 1, ТО х ДОЙ- 

детъ до точки 5,(1) == 7. 
Когда точка  обой- 
деть цфлую окруж- 
ность, т. е. приметъ 
значене 20 = ©) —=1, 


ж 
Н 
1 
„= 
| 
| 
© 
Ш 
-э 
те 
— 


„Я 


| 
\ 


д. 
> | 
\ 
\ 


ТО 5 дойдетъ до точки 
/ 219 =-— 1. 
| \ а Итакъ, когда не- 
= 0 №” зависимая перемЪнная 


обойдеть полную ок- 
ружность и возвратит- 
СЯ ВЪ ТОЧКУ исхода, то 
$. точка = сдЪлаеть толь- 
очка 2 сдздаВТЬ то 
ко полъ-бборота и въ 


——— 


СУ 
Рис. 1. точку, иСХОда, сл$дова- 
«\\“ 
тельно, не возвратится. Монодромность нарушена. 


| „Ау 
*) Мы принимаемъ, что въ этомъ направлен} Гаргументь @ возрастаетъ; 


мы будемъ называть его направлен1емъ положительнаго вра- 
жентя. 
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Когда точка 2 станетъ продолжать свой путь по той же 
окружности, то точка =, непрерывно перем щаясь отъ значетя 
=” ——1, опишетъ вторую полуокружность и возвратится въ 
исходную точку лишь посл того, какъ точка 2 дважды 0бой- 
детъ свою окружность. 


5. Въ раземотрнномъ выше примЪрЪ точка 2 обошла 
окружность радиуса 1. Результатъ будетъ, однако, такой же, если 
точка 2 обойдеть какую угодно замкнутую кривую, внутри 
которой расположено начало  =0. Это значитъ: когда точка 0 
обойдетъ всю кривую и возвратится въ точку исхода, то точка 2 
опишетъ разомкнутую дугу. Оно и понятно: при непрерывномъ пе- 
редвижени 2 по кривой ©) 101) 0) 8) и (рис. 2) точка = бу- 


«> 


\ 


Рис. 2. 


детъ перем щаться такъ, что ея разстоянме отъ начала будетъ 
равно И о, а пройденное относительно положительной полуоси угло- 
вое разстояме =) 0з будетъ равно 0/2, т. е. половинЪ углового 
разстояня 50 (9) 0 10, пройденнаго точкой . Такимъ образомъ, когда 
точка 2 возвратится въ Точку 2?) = 2) положительной позуоеиу; ” 
то точка < прилетъ въ точку 24 на отрицательной полуос СИ, 
слфдовательно, опишетъ разомкнутую дугу; эта дуга замкнотся, 
когда точка еще разъ опишетъ ту же или другую заминутую 
кривую вокругъ начала. < 

Но дЪло обстоитъ иначе, если точка 20 описывает замкну- 
тую кривую, не огибающую начала (рис. 3). Кот» точка 2 вы- 


\ 


< 


-468_ 
ходить изъ 1), имющей полярный уголъ 0, то точка 3 нахо- 
дится въ 2,0) при полярномъ углЪ 0/2. Когда точка 2 доходить 
до 1., ГДЪ начинается поворотъ, то точка = находится въ 5) при 
полярномъ углЪ ©./2. Теперь вмЪстЪ съ рад!усомъ - векторомъ 
точки  поворачиваетъ въ обратную сторону и радщусъ - векторъ 
ТОЧКИ 2,; И когда @ приходитъ въ начальную точку 2), то и 3; 
возвращается въ 21“), 

6. Почему же начало играетъ здЪсь такую исключительную 
роль? Какъ обнаруживаетъ изслФдован!е, причина заключается 
здесь въ томъ, что это есть точка развЪ твлен1я, т. е. 


Рис. 3. 


такая точка, въ которой два значення функщи сливаются въ одно. 
ЕКромЪ точекъ разв$твлен1я, функщая можетъ имфть еще другя 
особенныя точки, въ которыхъ функщя не им$етъ вовсе опредз- 
ленныхъ значен!й или обращается въ безконечность. Во всякомъ 
случаЪ, если независимая перем$нная описываетъ 
замкнутую кривую, внутри которой вовсе н$тъ осо- 
бенныхъ точекъ, то и непрерывно изм$ няющаяся 
функц!я описываетъ замкнутую кривую; но ели 
независимая перем$ нная Обходитъ особейныя 
точки, то функц1я можетъ не возвратиться (и ‘обы- 
кновенно не возвращается) къ поход му зна- 
чен1ю. Доказательство этого предложенн, а тадже же\точное уста- 
новлен!е критеревъ, когда функщя возвращается при обход 


особенной точки къ первоначальному значек: и когда не воз- 


АСУ 
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вращается, составляетъ одну изъ серьезныхъ задачъ теор1я 
фувкий, разр$шенную, впрочемъ, до конца. Мы, конечно, не им$емъ 
возможности останавливаться здЪеь подробно на этомъ вопрос$; 
мы ограничимся только примзромъ точки развЪфтвлевшя, при 
обходЪ которой функшя возвращается къ исходному значен!ю. 
Возьмемъ функцию 


в=(1— 4) Ух, (7) 


гл» радикалъь имЪфеть двойное значене; она имфетъ двЪ точки 
развЪфтвленя: & =0 и #==1. При 1 =1 оба значемя функщи 
равны нулю. Эта функщя предетавляетъ собой произведение двухъ 
функщй: 2, =1—% из, =У . Первая функщя однозначная и, 
слфдовательно, возвращается къ исходному значеню всяшй разъ, 
какъ независимая перемфнная дЪлаетъ полный оборотъь по какой 
бы то ни было замкнутой кривой; но и функщя же =., какь мы уже 
знаемъ, возвращается въ точку исхода, если независимая пере- 
м%нная д%лаетъ полный оборотъ по кривой, не огибающей нуле- 
ВОЙ ТОЧКИ. 

Положимъ теперь, что независимая перем$нная  обойдетъ 
кривую, огибающую точку & ==1, но не огибающую точки @ =о 
(рис. 4). Такъ какъ при этомъ и <, и 3», возвратятся къ началь- 
нымъ своимъ значенямъ, то и про- 
изведен1е 2,5, = возвратитея къ 
начальному значеню. ЗамЪтимъ, 
что н%Ъкоторые авторы такихъ то- 
чекъ вовсе не называютъ точками 
разв твленя. Мы будемъ называть 
такую точку точкой схождения: 
два значен1я функци зд$еь какъ бы 
сходятся безъ разв$твлетя. 


7. Раземотримъ еще двузначную «У 
функцию, имЪющую н$сколько точекъ Рис. 4. ее 
разв$твлен1!я, напримфръ функшю оу 

Ре. (22 — 1) (№ + 1). в (7) 
Точки развфтвлен!я здфсь будутъ, очевидно, 2 = -\ 5 —= — 1. 


При обхолЪ каждой изъ нихъ порознь функщя переходить ОТЪ 
одного значешя къ другому, т. е. мёняетъ знак: ”Что будетъ, 
|. 
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если функщя обогнетъ обЪ точки развЪтвленя? Легко понять, 
что функщя возвратится къ первоначальному значеню. Въ 
самомъ дфлЪ, положимъ, что независимая перемЪЗнная 19 (рис. 5) 
обходить замкнутую кривую ©) 0) 0С) 8) 9, огибая 00% 
точки развЪфтвлемя —1 и --1. Соединимъ точки © и 0% 
лин!ей раздЪляющей точки —1 и 1. Точка © движется отъ © 
къ 0), отъ 0) черезь &@® къ 2® и, наконецъ, обратно къ ©). 
Ясное дфло, что ничто не изм$нится, если точка прежде, ч$мъ прой- 
ти дугу 20'?) 08), пробЪжитъ дугу 20) 00) и затЪмъ обратно (9) х@: 
она придетъ въ 2) во второй разъ съ тфмъ же значенемъ 
функщи, что и въ первый разъ. Теперь ясно, что замкнутый 
путь 2) 0 0 108) ©) эквивалентенъ двумъ замкнутымъ же 
путямъ: 20) 200 20) 10°) и 0) 0 8) ©); первая кривая оги- 
‚а баетъ только точку развЪтвлен1я-- 1, 
- вторая — только точку развфтвле- 
ня-- 1. При каждомъ обходЪ функщя 
м$няетъ знакъ, а потому въ ко- 
нечномъ результат она возвраща- 
ется къ первоначальному своему 
значеню. 

8. Мы разематривали до сихъ 
поръ только двузначныя функщи: 
РЪ точкахъ развЪтвленя сходились 
два значеня этой функции; тажя 
точки развЪтвлен1я называются т оч- 
ками развЪтвлен!я первой кратности. Обратимся те- 
перь къ трехзначнымъ функщямъ. 

Возьмемъ сначала проствйшую функщю: 


=“. (8) 
Если выразить снова независимую перемЪнную  черезъ моду 
и аргументъ по формулВ (5), положивъ „© 


Рис. 5. 


3 
е о... Зе 
10 [но --2 чб, 28а. (9) 


гдф мы 


2л о — 
8 = 608 —— 29 —— 55 10 
81 3 ке о 
— 


есть одинъ изъ комплексныхъ корней 3-ей степени изъ 1, то это 
и будутъ 3 значемя нашей функции. Эта функцая имЪетъ точку 
разв$твленая = = 0; въ ней сходятся вс$ 3 значеня функщи; она 
называется точкой развЪ$ твлен1я второй кратности. 
сли здЪсь радлусъ - векторъ точки 2 поворачивается на не- 
большой уголь &, то при непрерывномъ изм$невши аргументъ 


и ь 
функци нарастаетъ на При полномъ обходЪ вокругъ точки 


2л; 

3 
поэтому значене з, переходитъ въ 23., значен1е 25 въ 3., значе- 
Не 23 ВЪ 3,. Это выражаютъ схематически такъ: 


развзтвленя аргументъ начальнаго значенля увеличивается на 


= 


(11) 


В 


Если мы обойдемъ точку развЗтвлешя въ положительномъ 
направлении 2 раза, то посл перваго обхода з., перейдетъ въ 25; 
послЪ второго—=. перейдетъ въ 2.; такимъ образомъ, посл двухъ 
обходовъ 2, перейдетъ въ 2.. Вообще результатъ двойного обхода 
можно схематически выразить такъ: 


С (12) 


9. Теперь разсмотримъ функцю 


3 
—=УИУт тю Ут — в: (13) 
3 
первый радикалъ и =У1-- ® иметь три значеншя М,, № =8и, и 


из = &?и,; второй радикаль о == У1—ю имЪеть два значеня 9 


и 7, = —9:. Функщя = =и-Н имфеть шесть значевй: © 
В 1, = -- 5, 5 о 9 
(2 
> о я ры И Г — Не р . ^ “ХА 
а =и 9, в =и- 9.5 = о, 5 
<. 
Функщя имфетъ дв$ точки развзтвленя & = 1 Ми = — 1. 
Въ точкВ 2 = — 1 сливаются значеня и, и, #3 ›: 81 точка, раз- 
вЪтвлен!я второй кратности; при ея обходъ ‹зиачеше второго 
^СУ 
У 


ы и & 4 РИ 
о Ем -, , & Урны 


слагаемаго не мЪняется, а и, переходить ВЪ и, И» ВЪ и, Из ВЪ 
и. Поэтому схема изм$неюя функци 5 будетъ такая: 


(14) 


Шесть  значемй фувкши распадаются на дв% тройныя 
группы, внутри которыхъ происходятъ замфщен1я. Въ точкЪ 2 =1 
сливаются значенщя ©, и 2.; при ея обход о, переходитъ въ 9., 
а первое слагаемое возвращается къ первоначальному значен!ю. 
Поэтому схема замфщен1я значенй функщи = будетъ такая 


(15) 
о | м и 

ЭДЪсь 6 значений функщи распадаются на 3 группы, по 
два значетя въ каждой, при чемъ значеня одной и той же группы 
замфщаютъ другъ друга. 

Въ раземотр$нномъ примЪрЪ 6-значной функщи ни въ 
одной изъ тОоЧчекъ развЪтвленя не сливаются всЪ 6 значеюй 
функции; но въ каждой точк$ они разбиваются на группы, при 
чемъ замфщене происходитъ внутри группы; общее же число 
значенй, сливающихся въ каждой точкЪ развфтвлешя группами, 
равно шести. Это суть точки развЪтвления 5-го порядка. 

Вообще, точкЪ развфтвлен1я присваивается 
порядокъ м, если общее число значен!й, которыя 
сливаются въ одно значен1е или группами въ н$- 
Сколько кратныхъ значен1й, равно и- 1. 

10. Въ рубрикахъ 4, 5, Т мы раземотр$ли двузначныя 
функщи, и ихъ точки развЪтвлен!я были 1-го порядка; въ рубрикВ 
8 мы разсмотр$ли 3-значную функщю, и ея точка развфтвленя 
была 2-го порядка. Наконецъ, развЪзтвлен!я 6-значной функщи, раз- 
смотрЪнной въ рубрикЪ 9, были 5-го порядка. Отсюда можетЪ), 
составиться представлене, будто вообще функщя, им ющая шБу 
значенй, можетъ имфть только точки развЪтвлея и-го порядка. 
Однако, это не такъ; мы въ этомъ убфдимся на ки. 
прим рф. 

Положимъ, что = опредфляется въ ата в 0 ИЗЪ 


уравнен1я 
28-82 0 = 0., 3 (16) 


ь 
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Если мы обратимся къ общему уравненшю 8-ей степени 
а. = (17) 


то корни его, какъ извЪстно, выражаются по формул ВКардана 
слфдующимъ образомъ. 
Полагаемъ: 


в-/-1+У +. «ИУ: < 


значене внутренняго и внфшняго радикала въ выражени К мо- 
гутъ быть выбраны произвольно, а въ выражени А’ внутренний 
радикалъ долженъ имфть то же значене, что и въ тервомъ, 
внъшей же долженъ быть выбранъ такъ, чтобы 


а . | (19) 


Тогда корни уравнемя (17) - выразятся  слЪдующимъ 
образомъ: 


= АА’, =ёА а А', «= Ю-ёА’, (20) 
ГлЪ 


ъ 


ия У. 
© == (28 == р 
р 3 


Прим$няя эти формулы къ уравненю (16), мы получимъ: 


ог: = ВаВЫЕ ВЫ 3 ЕЕ 
В =И* (— АБ И в Ю' = И (— ВИ =); (98) 
ВЛ = (22) 


Герт А, Б-вА т а Е ЕЛ. (23755 


‚‚©° 
Теперь изъ состава радикаловь А А’ мы видимъ, что наша 


трехзначная функшя имЪфетъ двЪ точки развЪтвленя: &е=о И 
2 —=1. При #==0 вс три значемя функши обращиются ВУ 
нуль; это — точка развфтвлевя 2-го порядка. При с 1 имфемъ: 


` 


0)° 
'=Р=Уиши=-1т вн: 2 — 2 Ще + =) =1. 


й 
5$ ре. 
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Такимъ образомъ, 190 =1 есть точка развфтвлентя первой 
кратности; въ ней сливаются только два значення функщи: 55 И 5.. 
Посмотримъ, что происходитъ, когда мы обходимъ каждую 
изъ точекъ развЪтвленя. Легко видЪть, что при обходз одной 
точки 2 ==0 радикалъь А переходитъ въ аА; въ самомъ дЪлЪ, 
его можно представить въ видЪ 


З 3 ое. ЗОВАЫЮ 
ю=Уш. ИИ и; 


при обходЪ точки & = 0 первый радикалъ, какъ мы видЪли въ руб- 
рик$ 8, прлобрфтаетъ множителя &; второй радикалъ возвра- 
щается къ первоначальному значению, такъ какъ для него 19 = 0 
точкой развътвленя не служитъ. Поэтому радикалъ А’ переходить 
въ & А; но въ такомъ случа А’ переходитъ въ =2А’, такъ какъ 
должно остаться въ силЪ соотношене (22). СлЪдовательно, при 
обход точки & == 0 происходять сльдующя замЪщеня: 


(25) 


При обходЪ точки развЪтвлен!я 2 = 1 происходить замЪ- 
щене значенй = и =. другъ другомъ, а з, возвращается къ 
первоначальному значен!ю. Наконецъ. при обходЪ обЪихъ точекъ 
разв твлентя происходитъ замфщене точекъь 3 и 2. другъ дру- 
гомъ, а 3, остается безъ изм$нешя. 


11. Теперь мы можемъ обратиться собственно къ идеямъ 
Римана. Задача, которую онъ себЪф поставилъ, заключается въ 
томъ, чтобы создать для многозначных функщй геометрическое 
изображене, аналогичное обычному изображению однозначной 
функщи, но только съ сохранешемъ непрерывности и монодроми. 

Основная мысль. положенная въ основу рёшеня этой задр- 
чи, необычайно проста; она сводится къ слвдующему. Поло СИАЬЬ, 
что намъ нужно отобразить двузначную функапо, —положимь, унк- 
цю == а, раземотрЬнную въ рубрикахъ 3-ей и 4-ой. Для 
этой цфли представимъ себЪ, что плоскость 2 зал Бисяется двумя 
плоскими листами, наложенными одинъ на другой; Каждому зна- 
чен!ю независимой перем нной отвфчаеть пр точк$ на каж- 


домъ листф, одна точка на верхнемъ, другая” ‘на нижнемъ; эти 
„о 


двЪ точки расположены непосредственно одна надъ другой. Если 
значению 10 на однолистной плоскости отвЪчаетъ точка М, то на 
двулистной этому значеню соотвфтетвуютъ двЪ точки: М, на 
верхнемъ лист и М. на нижнемъ листЪ. Этимъ двумъ точкамъ 
мы и отнесемъ два значеня (6) =, и <. нашей функши порознь. 
Иными словами, мы будемъ считать, что значене <, отвзчаетъ 
точкЪ$ М,, а значене =,— точкЪ М.. Теперь ясно, что двузнач- 
ная функщя геометрически претворена въ однозначную, уни- 
формирована; это значитъ, что каждой отдЗльной точкЪ на дву- 
листной поверхности (1, или М5) отвЗчаетъ одна опредзлен- 
ная точка на плоскости 2. 


Совершенно ясно, что такимъ же образомъ для униформи- 
ровантя трехзначной функции придется плоскость © расщепить на 
3 листа и т. д. Эти многолистныя плоскости и называются Ри- 
мановыми поверхностями. 


12. Однако, эта простая идея далеко еще не рЪшаетъ за- 
дачи во всемъ ея объем%; этимъ достигается униформироване, 
но обыкновенно не достигается монодромля. 


Раземотримъ функшю (3), распадающуюся на два значо- 
ня (4). Будемъ относить значене з, точкф М, и значеше 5, 
точкЪ /М.. Этимъ цфль будетъ достигнута вполнЪ. Когда мы бу- 
демъ двигаться по непрерывной кривой на верхнемъ листЪ, то 
соотв тствующее значенле функши (3) будетъ непрерывно изм?- 

20 


НЯТЬСя, И КОоГДа мы возвратимся въ точку исхода, то и 3, —= е? воЗ- 


вратится къ исходному значению, ибо это есть однозначная, непре- 
рывная (и потому монодромная) функция отъ ©. И то же самое дбу- 
деть имЪть мъето, когда мы будемъ перемфщаться на второмъ 
листф. эдЪесь Риманова поверхность, состоящая изъ двухъ раз- 
личныхъ листовъ, сполна разрЪшаетъ задачу униформированя _ 
съ сохранемемъ непрерывности. Функщя распадается на двЪ не<\ м 
прерывныя, не связанныя между собою, отдфльныя функции. 2 
кое распадеше особенно уясняется, когда мы подойдемъ , т во- 
проеу съ другой стороны. Положимъ, что мы имфемъ 8 Однознач- 


< 


ныя функщи, непрерывныя каждая во всей ай 


21 =/, (№), 3. = о (0), =3 —2 & 
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Теперь построимъ трехзначную функщю 2 =/(10) такимъ обра- 
зомъ, чтобы для каждаго значеншя 0 первое значене функщи 
было || (2), второе — № (&), третье —{. (22). Мы механически соеди- 
нили 3 однозначныя функщи въ одну трехзначную; естественно, 
что посл$дняя можетъ быть, обратно, расчленена на 3 отд$льныя 
непрерывныя функши. 

13. Однако, такое расчленене далеко не всегда удается. Об- 
ратимея вновь къ Двузначной функши, которую мы разематрива- 
ли въ рубрикЪ 4. Предположимъ, что значеная двузначной функщи 
‘удалось такъ распредфлить между двумя листами плоскости 1, 
что непрерывному передвижен1ю по каждому листу соотвфтетву- 
етъ непрерывное измфнеше функши =. Начнемъ тогда обходить 
нъкоторую замкнутую кривую, расположенную въ первомъ ли- 
ст и огибающую точку & ==0. Если мы выйдемъ изъ точки М, 
съ начальнымъ значешемъ 2,, то, какъ мы видфли въ рубрикЪ 
4-ой, изъ непрерывности измЪненя функши з слфдуетъ, что, 
по совершени полнаго обхода точки разв твленя 2=—0, мы воз- 
вратимся въ Л, не съ исходнымъ значешемъ 2,, а со втозымъ 
значенемъ 2.. Но значене 2, не принадлежитъ точкь М,,—оно 
принадлежитъ точкф //,, лежащей на второмъ лист%. Отсюда 
слЪдуетъ, что распредфлить между разд$льными листами зна- 
чен1я двузначной функции такъ, чтобы сохранить непрерывность 
и связанную съ нею монодромю, невозможно. Коренное отличе 
этого случая отъ того, который былъ разсмотр$нъ въ предыду- 
щей рубрик, состоить въ томъ, что функщя ИУ е* точекъ раз- 
вфтвленя не имфетъ, между тЪмъ какъ функщя У и таковую 
имфетъ (& = 0). Чтобы униформировать эту функдИю съ сохране- 
немъ непрерывноети, нужно принять еще друмя м$ёры— нужно 
установить связь между двумя листами плоско- 
СТИ 40. 

14. Это мы осуществимъ слфдующимъ образомъ. Мы през- 
ставимъ себЪ два листа плоскости & лежащими непосредственно 
одинъ на другомъ такимъ образомъ, что точки 1, и М» соот- 
вфтетвуюния на обоихъ листахъ одному и тому же значению не- 
зависимой перем$нной 0, всегда расположены непосредственно 
одна надъ другой, Въ точкЪ развЪтвленя го = И СМЫ оба листа 
скрфпимъ. Мы сольемъ здфеь двЪ точки обоих ‹ иСтовЪ ВЪ ОДНУ, 
и это можно сдфлаль потому, что этой точ за. одномъ и на дру- 
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гомъ листЪ отвфчаетъь одно и то же значене функщи. Теперь 
распредзлимъ значен1я двузначной функщи между двумя ли- 
стами слфдующимъ образомъ: изъ двухъ значений (6) (стр. 465), от- 
вфчающихъ данному значен1ю &, мы отнесемъ значене 5, точ- 
къ М, на верхнемъ листф, значене =, — точкЪ М, на нижнемъ 
листЪ. Само собой разумФется, что мы этимъ еще ничего не сдф- 
лали для спасеюмя монодромти; для этого понадобилась еще одна 
своеобразная идея, указанная Риманомъ и, несомнфнно, соста- 
вляю щая въ этомъ дЪзлЪ главную его заслугу. 

РазрЪжемъ оба листа по одной лини, —напримЪръ, но оси ве- 
щественныхъ чиселъ, начиная съ точки 1 =0. На каждомъ ли- 
стЪ по разрЪзу образуются два свободныхъ края,—скажемъ, виж- 
ый и верхяй. Теперь скрёпимъ ниже край верхняго листа съ 
верхнимъ краемъ нижняго, какъ показано на рисункЪ 6-мъ. Оба 
листа теперь связаны, и точка, огибающая начало въ положи- 
тельномъ направлевши, достигнувъ разр%за, перейдетъ изъ перваго 
листа во второй. 

Премъ, который мы произвели до сихъ поръ, можетъ быть 
осуществленъ даже реально, если наши два листа сдфланы, ска- 
жемъ, изъ бумаги. ДальнЪйшее развите этого према носитъ 
уже, однако, идеально-геометрическй характеръ и реальнаго 
осуществления не до- 
пускаетъ. Мы представимъ 
себЪ и верхний край перваго 
листа скр$иленнымъ по раз- 
рЪфзу съ нижнимъ краемъ 
второго листа; получаются 
два геометрическихъ листа, 
проникающихъ одинЪ сквозь 
другой. Изъ какой бы точ- 
ки М, верхняго листа мы 
ни исходили и ВЪ какомъ 


бы направлени мы ни 060- дэ 
гнули начала, сдфлавъ пол- Рис. 6. с? 


ный оборотъ, мы возвратим- Е 

_® 
ся не въ исходную точку М, а въ точку М. ни; унЯто листа 
(рис. 6). Наоборотъ, если мы обойцемъ замкнуУю кривую, 
№РОМ,, не огибающую начала, то мы необходимо’. возвратимея 


^^ 


я 
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въ точку исхода Л’; въ самомъ дЪлЪ, такая кривая либо вовсе 
не пересЪкаетъ разрЪза, либо пересЪкаетъ его четное число 
разъ и потому послЪф полнаго оборота всегда возвращаетъ насъ 
въ тотъ листъ, изъ котораго мы исходили. Теперь нетрудно ви- 
дЪть, что эта связь между листами возстанавливаетъ монодро- 
м1ю. Въ самомъ дфлЪ, если мы, исходя изъ точки ЛМ, со значе- 
нтемъ =., обойдемъ замкнутую кривую, не огибаюшую начала, то, 
какъ мы знаемъ, мы вернемся къ тому же значен1ю 3., но въ то 
же время придемъ и въ ту же точку //,. Если мы сд%лаемъ полный 
оборотъ и обогнемъ начало, то мы придемъ къ значен1ю 55, нс 
зато мы не возвратимся въ точку М., а вернемся въ точку М... 
которой и соотвЪтетвуетъ это значене з.. Монодромля возстано- 
влена благодаря тому, что кривая, которая была бы замкнутой на 
обыкновенной плоскости, можеть оказаться разомкнутой на дву- 
листной Римановой поверхности указанной связности. На этой по- 
верхности кривая будетъ замкнутой, если она отъ точки М, при- 
водитъ опять къ /М,, или отъ точки /Л/, приводитъ опять къ /Л/.; 
но въ такомъ случа она приводитъ къ тому же значению функ- 
ци, отъ котораго исходили. Если мы обогнемъ начало 2 раза, то 
на двулистной плоскости всегда вернемся въ тотъ же листъ и въ 
ту же точку М,; кривая становится замкнутой и приводитъ къ тому 
же значеню функци— въ полномъ соглас1и съ предыдущей теор1ей. 

Лин1ю, по которой мы провели разр$зъ, называютъь лин1ей 
разв$ твлен1я. 

15. Обратимся теперь къ трехзначной функщи, разсмотр%н- 
ной въ рубрикЪ 8-ой, имфющей одну точку развЪтвленя 0==0. 
Чтобы ее униформировать, мы расщепимъ плоскость 2 на 3 
листа, которые скрфпимЪ въ точкЬ ю=0. Теперь каждому зна- 
ченю 2 отвфчаетъ точка //, на первомъ лист®, точка М.— на 
второмъ, точка //., — на третьемъ лист%. Мы отнесемъ точкЪ М, 
значене функщи 2,, точкЪ М, —значеше з,, точкь М Е 
<:, установленныя равенствами (9). Теперь черезъ точку разв 
влешя произведемъ разрЪзъ и установимъ связность поверхно- 
сти слБдующимъ образомъ (рис. 7): ниж край перках@” листа 
скрзпимъ съ верхнимъ краемъ второго листа, нижшй кряй второ- 
го— съ верхнимъ краемъ третьяго, нижний край третьято --- съ верх- 
нимъ краемъ перваго. Ёсли мы теперь выйдемъ. ь. Иа точки /4, на 
первомъ листЪ и въ положительному направлеи, обойдемъ точку 
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развЪтвлен1я одинъ разъ, то мы придемъ въ точку М5 на второмъ 
листф, при слБдующемъ оборот% придемъ въ точку М. на третьемъ 
лист% и послЪ третьяго оборота возвратимся въ исходную точку /М.. 
Такъ какъ это вполнЪ совпадаетъ съ замфщенемъ значений (11) и 
(12), то монодромля возстановлена такъ же, какъ и въ предыду- 
щемъ случаз. 

Въ разсмотрзнныхъ двухъ примфрахъ мы проводили раз- 
рЪзъ по оси вещественныхъ чиселъ; но въ дЪйствительности его 
можно провести въ какомъ угодно направлении, лишь бы онъ вы- 


> 


Рис. 7. 


ходилъ изъ точки развзтвлевя и уходилъ въ безконечность. Для 
насъ важно только, чтобы полный обходъ Вокругъ точки развЪт- 
вленя привелъ насъ въ другой листъ. РазрЪзъ не долженъ да- 
же необходимо имфть прямолинейную форму — его можно прове- 
сти какъ угодно, лишь бы сохранить ту же связность листовъ. 5), 
На слздующихъ прим$рахъ эти разсужден1я выясняются еще лучше. у 
16. Возьмемъ функцию „© 


==Уш— п ® 1, 5 
разсмотр$нную въ рубрик 7-ой, имфющую дв ре 


ня. Сообразно этому мы расщепимъ плоскость два листа, 
которые скрзпимъ въ обфихъ точкахъ разифтвлеййл, (рис. 8); точ- 
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ки —1 и 1 отм$чены черезъ а и 6. Изъ каждой точки про- 
ведемъ разрЪзъ, но только такъ, чтобы эти разрфзы не перес%- 
кались; затЪмъ по каждому разр$зу установимъ связь такъ, какъ 


это было выполнено въ рубрик® 14-ой для функщи съ одной точ- 
кой разв$твлен!я; но при каждомъ разрЪз$ нижныйй край перваго 


а у 
Рис. 9. © 


листа соединимъ съ верхнимъ краемь второго. ‘и’ обратно. Если 
мы обогнемъ одинъ разъ одну изъ точекъ ‚развтвления, то пе- 


а 
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хх 
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рейдемъ изъ перваго листа во второй, какъ показываютъ отм$- 
ченные пути. Если прослЗдимъ за дальнЪйшимъ движешемъ 
этихь лин, то увидимъ, что послЪ второго оборота мы возвра- 
щаемся въ исходную точку. Если кривая, -- напримЪръ, Л Л’ №, №, 
огибаеть 06$ точки развЗтвленя, то она возвращается въ исход- 
ную точку въ полномъ согласи съ указаннымъ въ рубрик хо- 
домъ измвнешя функщи. Монодром1я, такимъ образомъ, сохранена. 
Однако, того же результата можно достигнуть и инымъ пу- 
темь. Соединимъ просто точки —Т и --1 (рис. 9), проведемъ по 
лини (—1, -- 1) разрфзъ и края этого разрЪза соединимъ такъ, 
какъ мы ихтъ соединяли выше: верхюай край перваго листа съ 
нижнимъ краемъ второго и обратно. Если теперь обогнемъ одну изъ 
точекъ развЪтвленля, то нерейдемъ изъ одного листа въ другой; 
кривая же, огибающая 0бЪ точки развЪтвленмя, на всемъ своемъ 
протяженли останется въ предЪлахъ одного и того же листа. 


Для функщи 


сфчешя могутъ быть проведены такъ, какъ это показано н& 
рис. 10, гдз 1, ВБ и С суть изображеюмя чиселъь а, 6, с. Но 
‹«Ъченшя, или лини развЪт- 
влен1я, можно было бы про- 
вести и многими другими 
способами. Можно было бы 
провести лини развЪтвле- 
ия изъ вефхъ трехъ то- 
чекъ въ безконечность: мож- 
но’ соединить любыя дДвВЪ 
точки развЪтвлен1я, а изъ 
третьей провести сфчеше 
въ безконечноеть. = 
16. Обратимся теперь Раге, 10 «У 
къ болье сложной функщи 2 : 
(18), разсмотр$нной въ рубрикЪ 9-ой. ЗдЪсь мы имфемъ 2 2 точки 
разв твлешя: | и —1. Функщя 6-значная и потому мц веще- 
пимъ плоскость 2 на 6 листовъ. Въ точк$ развётвлещяс = — ь. 
значеня 2; 2., 23 сливаются въ одно, значеня 2, А» также 
сливаются въ одно. Сообразно этому мы зджеь скбЫмь ЛИСТЫ 
“СУ 31 
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1-ый, 2-ой и 3-и между собой, а листы 4-ый, 5-ый и 6-ой между 
собой. Черезь первые три листа мы проведемь разрЪзь и соеди- 
нимъ нижн!Я край 1-го листа съ верхнимъ краемъ 2-го, нижей 3-го 
с ‹ СЪ верхнимъ 3-го, нижний 3-го—съ верхнимъ 
| нерваго. Такимъ же образомъ мы проведемъ разрЪ- 
зы черезъ 4-ый, 5-ый и 6-ой листы и скрфиимъ 
нижни край +4 го съ верхнимъ краемъ 5-го, нижний 
край 5-го—съ верхнимъ 6-го, нижний 6-го—сь 
верхнимъ 4-го. Эта связь схематически изобра- 
жается рисункомъ 11. Въ точкЪ 2 = 1 совпадаютъ 
значеня 1-0е съ 4-ымЪъ, 2-0е съ 5-ымъ, 3-е съ 
6-ымъ. Сообразно этому мы и скрфнимт 1-ый листъ 
съ 4-ымъ краями накрестъ, 2-ой—съ 5-ымъ, 3-й 
—еъ 6-ымъ. Схема эта двумя смособами изобра- 
т >= х ‹ с жена на рисункЪ 12. Второе изображене на- 
Рис. 11. гляднфе показываетъ, что листы соединены только 
по 2. Насъ не должно смущать, что мы скр$пляемъ 2-ый листъ 
съ 4-мъ, такъ сказать, сквозь 1-ой и 3-й; мы съ этимъ уже 
встр$чались: это соединеше идеально-геометрическое, оно не осу- 
ществляется реально. Если мы те- 
перь обогнемъ точку разв$твлевя, 1 
(— 1), выходя изъ 1-аго листа, то мы 


м Ч 
| 
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придемъ во 2-ой листъ; если обогнемъ 
ее еще разъ, то придемъ въ 3-1 листу, 
а послЪ третьяго оборота возвратимся 
ВЪ 1-ый листъ. Еели мы выйдемъ изъ 
точки на 1-омтъ, листЪ и обогнемъ 06% 
точки развЪтвления, то первый разрЪзъ 
приведетъ насъ во 2-ой листъ, отсюда 
при переход$ черезъ 2-ой разр$зъ мы 


23456 1495 
|| 
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перейдемъ въ 5-ый листъ. Это вполнЪ Е А ЭЧо6 | 
з У Н , ы 259 А 
совпадаетъ съ ходомъ замфщений (14) Ро 1 2. 
о ) 
И (15). су 


17. Въ предылущихъ рубрикахъ мы разобрали. Фолько Ко- 
нечныя значешя независимой перемЪнной, слу жащая точками 
развЪтвленя функщи; но и безконечное значен в независимой 
перемЪнной можетъ служить точкой развЪтв лены\ и” ВОТЪ ВЪ КАакомъЪ 
емыслЪ. ._. 5. 


а 
а У 


+38 
Преобразуемъ въ нашей функщши независимую перемЪнную, 


НОЛлОЖиИвВЪ 


] 
0 = и | (26) 


тогда функщя = = /(&) превратится въ функцию 


11-90. 


Когда 2 стремится къ нулю, & стремится къ безконечности; если 
!=0 есть точка развтвленя функщи Фф (А, то говорятъ, что и = оо 
ость точка развфтвлешя функщи (4); если, напротивъ, значен1е 
—=0 не служитъ точкой развётвленя для функгли Фф (0, то и 
г0 = со не есть точка развзтвлеюя фунЕщи / (1) 
Разсмотримт, напримфръ, функцию (2), изученную подробно 
нь рубрикЪ 4. Преобразоване (26) здЪеь даетъ: 


5% =—. (27) 


Сели здесь снова положим 


= 0 (08 @ Е 251 0), 
то получимъ: 


1 
ЕЕ > (60$ 0) — #51 0); 


отсюда два значешя 3 будуть: 


1 0 @) 
р (5 Ш - ‚|. 


.- РВВ 
О = У 
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Если мы теперь, исходя изъ опредфленной точки /, со значемемъ 


№ 00 о 0 
= о [05 хх — Ш 5 ) 
О ы 
р ху 
обойдемь полную окружность вокругъ точки #=0, то мы не возвра- 
| (0 Е ее 
тимсея къ значетю 51 й а придемь къ значеню вх 
(2 
| © 
519) 1 | о У 
- 6 Аа © 
| 00 ы ы У 
№ 
Въ этомъ мы убЪдимся при помощи ВХ оке с браженай, 


> > 


которыми мы пользовались въ рубрикЪ 4. су 
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Итакъ, 2=0 есть точка развзтвленая двузначной функщи (2%), 
а потому @=се есть точка развЪтвленя для функщи (2), опре- 
двляемой уравнешемь 5 =. 

Это становится особенно ясно, если мы пользуемся вмЪсто 
комплексной плоскости Римановой сферой. Какъ это дЪлается, 
вкратцф изложено въ текстЪ автора (стр. 173). Быть можетъ, бу- 
деть полезно прибавить нЪсколько словъ для выяснения этой про- 
стой идеи. Чрезъ начальную точку 5 числовой илоскости (рис. 19) 
проводимъ сферу, касающуюся плоскости въ этой точк$. Пусть 
Л будетъ точка, дламетрально противоположная 5 на этой сфер5; 
пусть О будетъ точка на числовой плоскости, служащая изобра- 
жешемъ комплекснаго числа &. Соединимъ точку ЛМ съ О: пря- 
мая МО встрфтитъ сферу въ н6которой точкЪ Р, которую мы 
примемъ за изображене того же числа 10 на нашей сферЪ. Та- 
ким, образомъ ясно, что каждому комплексному числу © будетъ 
отвфчать нфкоторая точка на Римановой сфер; и обратно, каж- 
дая точка Римановой сферы будеть изображеюмемъ н%котораго 
числа ш. Когда точка О на плоскости удаляется въ какомъ бы 
то ни было направлени въ безконечность, то точка Р неизмЪино 
приближается къ Л’: эта точка /Л является, такимъ образомъ, 
изображенемъ безконечнаго значеня и (= оо). | 

На Римановой сфер особенно ясно, въ какомъ случаз зна- 
чен!е ©=ою будетъ точкой развБтвлемя функци. Если при 
обход точки А’ на Римановой сфер$ по замкнутой 
кривой, внутри которой не содержится иныхъ то0- 
чекъ развЪтвлен!я, мы всегда возвращаемся къ 
исходному значен1ю функц!и, то ж=со есть обык- 
новенная точка; если же при такомъ обход$ мы 
иногда возвращаемся не къ исходномтх, а къ иному 
значен!ю фунЕец!и, то 2=< есть точка разв$ твле- 
н1я функцти. д 

Порядокъ безконечну-удаленной точки развЪтвленя опреяф- 
ляется совершенно такъ же, какъ и для другихъ точек сразвьт- 
вленя. Можно разсуждать и такъ: если для функщи 1) значе- 
Не 0—0 есть точка развЪтвлен!я, а при ам (26) 
эта функщя переходитъ въ функцию ф (0, для к оторой {=0; веть 
точка развЪтвления /(-аго порядка, то для исх ДноВ функщи / (26) 
значете хх =со есть также точка роатодёни и-Й кратности. 
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18. Итакь, для функщи, разсмотр$нной нами въ пункт$ 4, 
значене & = со есть точка развЪтвлен1я второй кратности, и въ 
ней соединяются 2 листа Римановой поверхности. Лин!ю раз- 
вътвления мы проводили изъ точки & = 0 въ безконечность. Съ 
установленной нами теперь новой точки зрюя эта лишя раз- 
взтвления соединяетъ дв$ точки развфтвленя: © = 0 и & = со. 
Для другихъ функщй, имфющихъ большее число точекъ развЪт- 
влен1я, какъ мы показали, лийи развЪтвленйя часто можно про- 
водить различными способами; но если мы теперь прослёдимъ всЪ 
разобранные выше случаи, принимая во вниман!е и безконечно 
удаленныя точки развЪтвленя, то мы убздимся, что лин!я раз- 
взтвлен1я всегда соединяетъь 2 точки развёт- 
влентя. 

19. Теперь мы можемъ формулировать окончательно, въ 
чемъ заключается идея униформизащи многозначной функци. 


Числовая плоскость или числовая сфера расчленяется на 
столько листовъ, сколько значенй иметь функция; эти значевя, 
такъ сказать, распредЪляются между этими листами; въ точках 
развфтвленя листы скрЪпляются; именно, скр$иляются т листы, 
которымъ отнесены значешя, переходящая одно въ другое при. 
обходЪ этой точки развЪфтвленя. Точки развфтвленя соединяются 
линями развф$твлевшя, по которымъ производятся разр$зы; за- 
т$мъ края этихъ разр$зовъ скрЪпляются въ той посл$дователь- 
ности, которая соотвЪзтствуетъ замфщеню значенй при обход» 
точки развЪтвления. 

эдфсь, естественно, возникаетъ вопросъ, всегда ли возможно 
такъь распредЪлить лиши разв$твлен!я, чтобы достигнуть унифор- 
мизаци функц. Это одинъ изъ труднфийиихъ вопросовъ, рЪше- 
н1е котораго привело къ развитио особой дисциплины, носящей 


въ настоящее время назване „Апа уз Низ“. Г\ 
6 


к_ 


20. Въ рубрикЪ 15-й мы уже выяснили, что форма линии 
разв$твлен1я никакого значеня не имфетъ; важно только, между 
какими точками развЪтвлешя она проходитъ. Нужно Заметь, 
что между однфми и тЪми же точками иногда проходятть нЪ- 
сколько лишй развЬтвлешя; если, напримфръ, чер зЪ, вЪ точки 
разв$твления проходятъ четыре Римановыхъ листа, «1 ›и чемъ въ 
обфихъ точкахъ первый и второй листы скрбилены между собой, 

© 
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‚а трей и четвертый— между собой, то между этими точками 
‚проходятъ двЪ лини развЪтвленя: по одной скрфЗплены первые 
два листа, по второй вторые. два. Эти двЪ ливи развЪтвленя 
могутъ проходить одна надъ другой; но онЪф могутъ быть прове- 
дены и независимо одна отъ другой. 

Положимъ теперь, что для нЪкоторой функщи установлена, 
соотвЪтствующая Риманова поверхность. Черезъ всЪ точки раз- 
вЪтвлевя проведемъ непрерывную замкнутую лин! /.. ВеЪ линш 
развЪтвленя ‘сдвинемъ такъ, чтобы онЪ располагались вдоль этой 
лини /. Теперь разрьжемъ многосвязную поверхность по линш 
[.. Она распадется на куски, въ каждомъ изъ которыхъ никакихЪ 
точекъ развфтвленя уже не будетъ. Для значенй независимой ие- 
ремфнной 6, лежащихъ въ каждой такой области, функиля одно- 
значно опредФлена, и соотвЪтствующия значешя функщи обра- 
зуютъ н5которую область на плоскости 5. Установить то раздЪле- 
н1е плоскости =, которое соотвЪтствуетъ частямъ нашей много- 
листной поверхности, получивииимся послЪ разрЪза,—въ этомъ за- 
ключается главная задача при изучен ункци на Римановыхь 
поверхностяхъ. Этой задачей авторъ и занимается въ текстЪ по 
отношентю къ нфкоторымъ замфчательнымь алгебраическимт, функ- 
ЩЯМЪ. 
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Боле подробныя св дня о нфкоторыхъ изданяхъ см. стр. 10—16. 


ое сти физико-математическихъ наукъ. 


к 
Одесса, {юобосельская, 66. 


Книгоиздательство научныхъ и попу- 
= лярно-научныхъ сочиненй изъ обла- 
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БОЛЬЦАНО, Б. ПАРАДОКСЫ БЕЗКОНЕЧНАГО. (Библ. класс.). 
Перев. съ нм. подъ ред. проф. И. В. Слешинскаго. УШ-20 стр. 80. Съ 
12 черт. 1911. Ц. 80 к. 


БОРЕЛЬ, Э. ::роф. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЕМАТИКА. Въ обработк® 
проф. В. ИЛтёккеля. Пер. съ нфм. подъ ред. и съ дополненями прив. доц. 
В. Ф. Кагана. 


Ч. 1. Ариеметика и Алгебра. ЕХГУ--434 стр. 8. 1911. Ц. 3 р. 
Ч. П. Геометр!я. ХХП--334 стр. 89. Съ 403 черт. 1912. Ц. 2 р. 
ВЕБЕРФЪ, Г. проф. и ВЕЛЬШТЕЙНУЪ,, 1. проф. ЭНЦИКЛОПЕД!Я 
ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ. Руководство для преподающихъ и 


изучающихъ элементарную математику. Пер. съ нфм. подъ ред. и съ прим. 


прив.-доц. В. Кагана. «У 
Томъ 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ АЛГЕБРА и АНАЛИЗЪ. * обраб. проф, › ? 
Вебером. ХХ\У-- 666 стр. 80. Съ 38 черт. 2-е изд. 1911. Ц. Гр: 
Вы вое время зидите поредъ собой мастера своего дфла, котор съ 
любовью показываетъь велик1я творения челов$ ческой мысли, изаВетныя 
ему до тончайшихъ подробностей. Педагогический а 


е х Изданы, отмьченныя звъздочкой, признаны УК ом Мин. 
Нар. Просв. подлежащими внесено в5 списокь книгь, заслуживающихь 
внимашя при пополнен!и учен. библотекб средн. У заведен. 
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Томъ П. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ГЕОМЕТР!Я, составленная Вебером, 
Вельштейном5 и Якобсталелмь. 


Книга [. ОСНОВАМШЯ ГЕОМЕТРИИ. * Составилъ /Г. Вельштейнь. 
ХИ--362 стр., больш. 80. Съ 142 черт. и о рис. 1909. Ц. эф 


Особый интерестъ предетавляетъ въ книг г. Вельштейна своеобраз- 
ное изложене не-евклидовой геометр1и, а также изложеше проехтивной гео- 
метр1и. чКур. Мин. Н. Пр. 


Книга П и Ш. ТРИГОНОМЕТРИЯ, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР!Я 
и СТЕРЕОМЕТРИЯ. Составили Г. Вебер и В. Якобсталь. УШ-З21 стр. 
больш. 80. Съ 107 черт. 1910. Ц. 2 р. 50 к. 


ГЕЙБЕРГЪ, 1. проф. НОВОЕ СОЧИНЕШЕ АРХИМЕДА *. Послане 
Архимеда къ Эратосеену о нЪкоторыхъ вопросахъ мехзники. (Библ. класс.). 
Переводъ съ нЪм. подъ ред. и съ предисловемъ прив.-доц. И. Ю. Тимченко. 


ХУ--27 стр. 80. Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 
Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой 
драгоцЁнной научной каходкой... Образованзе. 


ДЕДЕКИНЛДЪ, Р. проф. НЕПРЕРЫВНОСТЬ и ИРРАЩОНАЛЬНЫЯ 
ЧИСЛА *. (Библ. класс.). Пер. съ нЬм. прив.-доц. С. О. Шатуновскаго, 
<ъ присоед. его статьи: „Доказательство существован!я трансцендентныхъ 


чиселъ“. 2-е изо. 40 стр. 89. 1909. Ц. 40 к. 
Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодатезьный по содер- 
жан1ю трулъ... Русская Школа. 


ДЗЮБЕКЪ, О. проф. КУРСЪ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 
Пер. съ н6м. подъ ред. и съ примЪч. проф. СПБ. высшихъ женск. курсовъ 
Вюры Шиффе. 

Часть [. Аналитическая геометр!я на плоскости. УШ--390 стр. 
89. Съ 87 черт. 1912. Ц. 2 р. 50 к. 


Часть |. Аналитическая геометр!я въ пространствЪ. Печатается. 


КАГАНЪ, В. прив.-доц. ЗАДАЧА ОБОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТР!И ВЪ 
СОВРЕМЕННОЙ ПОСТАНОВКЪ. Р%чь, произнесенная при защитЪ диссер- 
тащи на степень магистра чистой математики. 35 стр. 89. Съ 11 черт. 1908. 

М. З5 

КАГАНЪ, В. пр.-доц. ЧТО ТАКОЕ АЛГЕБРА? * 72 стр. 165. 1910. 

Ц. 40 к. 


Книжка написана яснымъ простымъ языкомъ и, несомнЪнчо, вызо- 
ветъ къ себЪ интересъ. Русская Мысль. 


КЛЕЙНЪ, Ф. проф. ВОПРОСЫ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ и ВЫСШЕЙ 
МАТЕМАТИКИ. Лекщи, читанныя для учителей. Пер. со нЪм. подъ ред. и 
съ дополн. прив.-доц. В. Ф. Вагана. ХУП--486 стр. 85. 1912. Ц. Зр. 


КОВАЛЕВСЮЙ, Г. проф. ВВЕДЕНМЕ ВЪ ИСЧИСЛЕШЕ БЕЗКО- 
НЕЧНО-МАЛЫХЪ. * Пер. съ нм. подъ ред. и съ прим. прив.-доц. С. О. 


Шатуновскаго. УШ--140 стр. 89. Съ 18 черт. 1909. Ц. 1 р. 
Книга проф. Ковалевсзкаго, несомнЪфино, прекрасное ввелене_ въ 
выспий анализъ. Русская Шо) 


КОВАЛЕВСКИЙ, Г. проф. ОСНОВЫ ДИФФЕРЕНЩШАЛЬНАГО и 
ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЙ. Пер. съ нЪм. подъ ред. прив. @ои. С. 0. 
Шатуновскаго. УШ-+-503 стр. 89. 1911. Де 73 р. 50 к. 


Куреъ профессора боннекаго университета, обоя является од- 
нимъ изъ лучшихъ по ясности и чрезвычайной строгости [о Фоорем, 1 одного 
изъ могущественныхъ методовъ современнаго анализа. оврем. Мзрд. 


КУТЮРА, Л. АЛГЕБРА ЛОГИКИ. Пер. съ фрай У Сь прибавленями 


проф. И. Слешинскаго. 1М--107--ХШ стр. 85. 1909. 0° Ц. 90 к. 
2 у =. У 
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КЭДЖОРИ, Ф. проф. ИСТОРЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ 
{съ указайями на методы преподавания) *. Пер. съ англ. подъ ред. и съ прим. 
прив.-доц. И. Ю. Тимченко. УШ--368 стр. 89. Съ рис. 1910. Ц. 2 р. 50 к. 


Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы на- 
отоятельно рекомендуемъ „Истор1ю элем. мат.“ Кэджори. Вюстн. Воспит. 


МАРКОВЪ, А. акад. ИСЧИСЛЕНЕ КОНЕЧНЫХЪ РАЗНОСТЕЙ. 
Въ 2 частяхъ. Издаше 2-е, исправленное и дополненное. УШ-|-274 стран. 80. 
1911. Г. 2", 25 к. 


НЕТТО, Е. проф. НАЧАЛА ТЕОРШИ ОПРЕДЪЛИТЕЛЕЙ. Пер. съ 
нЪм. подъ ред. и съ прим. прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. УШ-156 стр. 
80. 1912. Ц. 1 р. 20 к. 

ПУАНКАРЕ, Г. проф. НАУКА и МЕТОДЪ. Пер. съ франи. И. Бру- 
силовскаго подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. УШН-384 стр. 16°. 1910. 


|. 1 р. 30 к 
.. книгу Пуанкаре можно рекомендовать особому вниманшю препода- 

вателей математики и естествознан1я. Вюстник5 Воспитаная. 
РОУ, С. ГЕОМЕТРИЧЕСКЯ УПРАЖНЕНИЯ СЪ КУСКОМЪ БУМАГИ. 
Пер. съ англ. ХУН-173 стр. 169. Съ 87 рис. 1910. Ц, 90 в. 
Проиаводитъ впечатлЪн1е гармоничнаго ц%лаго и читается съ боль- 

шимъ интересомъ. Русская Школа. 


РУССКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ БИБЛОГРАФЯ. Вып. 1. Списокъ со- 
чине по чистой и прикл. математикЪ, напечатанныхъ въ Росси въ 1908 г. 


Подъ ред. проф. Д. М. Синцова. Т6 стр. 80. 1911. Ц. 60 к. 
'Гакой указатель чрезвычайно цЪненъ. Природа и Люди. 
ЦИММЕРМАНЪ, В. проф. ОБЪЕМЪ ШАРА, ШАРОВОГО СЕГ- 
МЕНТА и ШАРОВОГО СЛОЯ. 34 стр. 165. Съ 6 чер. 1908. Ц. 25 к. 
Распространен!е подобнаго рода элементарныхть мопограф1й среди 
учащихся весьма желательно. Русская Школа. 


ШУБЕРТЪ, Г. проф. МАТЕМАТИЧЕСКЯ РАЗВЛЕЧЕНИЯ и ИГРЫ. 
Пер. съ нЪм. /. Левинтова, подъ ред., съ прим. и доб. „В. О. Ф. и Элем. 
Мат.“ ХМ-3З58 стр. 169. Со мног. табл. 1911. Ц. 1 р. 40 к. 


ФИЗИКА. 


АБРАГАМЪ, Г. проф. СБОРНИКЪ ЭЛЕМЕНТАРНЫХЪ ОПЫ- 
ТОВЪ ПО ФИЗИКЪ. + Пер. съ франц. подъ ред. проф. Б. Г. Вейнберга. 


Часть |: ХУГ-272 стр. 80. Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. 
Н.Т резомы 


Систематически составленный сводъ наиболЪе удачныхъ, тимиичныхь 
и поучительных онпытовъ. Въстнин5 и Библотека Самообразовандя. 


Часть П: 434-НХХУ стр. 80. Свыше 400 рис. 2-е изд. 1910 г. 
Ц. 2 р. 75 к. 


Мы надфемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой 
каждой физической лаборатор1и въ Росаи. Русская Мысль. 


АУЭРБАХЪ, Ф. проф. ЦАРИЦА МГРА и ЕЯ ТЪНЬ. * Общедоступ- 
ное изложеше основанй ученя объ энер\и и энтроши. Пер. съ н$м. 
УП--50 стр. 89. 5-е издавше 1911. И А. 


В о А \ 
СлЪдуеть признать броппору Ауэрбаха чрезвычайно интересной. У 
к ь ВЕЛНЕС д _ 


БРАУНЪ, Ф. проф. МОИ РАБОТЫ ПО БЕЗПРОВОЛОЧНОЙ ТЕ? 
ЛЕГРАФИ и ПО ЭЛЕКТРООПТИКЪ. Р%чь, произн. по случаю полученя 
Нобелевской премш, съ дополнен. автора. Пер. съ рукописи Л. Миндель- 
штама и Н. Папалекси, со вступительной статьей переводчиковъ. ХХГУ--92 


стр. 169. Съ 25 рис. и портр. авт. 1911. м «Ц 70 к. 


БРУНИ, К. проф. ТВЕРДЫЕ РАСТВОРЫ *. Пер. съ, итал. подъ ред- 
„Въстн. Оп. Физ. и Элел. Мат.“ 37 стр. 169. 1909. <’ Ц. 25 к- 


ой ы. 
_ ® 
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ВЕТГЭМЪ, В. проф. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИТ! ФИЗИКИ +. Пер. 
съ англ. подъ ред. проф. Б. П. Вейнберга и прив.-доц. А. Р. Орбинскаго. Съ 
прилож. р5чи 4. Бальфура. НЪСКОЛЬКО МЫСЛЕЙ О НОВОИ ТЕОРШИ 
ВЕЩЕСТВА. \1!-|-277 стр. 85. Съ 5 порт. и 39 рис. 2-е изд. 1912. Ц. 2 р. 


... рисуеть читателю дЪйствительно захватывающую картину гран- 
дозныхъ завоеваний чеговЪческаго геня. Современный ре. 


ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СНЪГЪ, ИНЕЙ, ГРАДЪ, ЛЕДЪ и 
ЛЕДНИКИ +. 1\У +-127 стр. 80° СЪ 137 рис. и 2 фототин. табл. 1909. Ц. 1 р. 


„Ма Ъе$1$“ можетъ гордиться этимль издатемъ. К. М. Н. Гр. 


ВИНЕРЪ, О. проф. О ЦВЪТНОЙ ФОТОГРАФИИ и РОДСТВЕН- 
НЫХЪ ЕИ ЕСТЕСТВЕННО-НАУЧНЫХЪ ВОПРОСАХЪ +. Пер. съ нм. 
подъ ред. проф. Н. 1. Кастерина. У1--69 стр. 89. Съ 3 цвЪт. табл. 1911. 


Ц. 60 к. 
Авторъ этой книги — одинъ изъ наиболЪе выдающихся германскихъ. 
физиковъ /&. М. Н. Пр. 
ГЕРНЕТЪ, В. А. ОБЪ ЕДИНСТВЪ ВЕЩЕСТВА. 46 стр, 165. 
Е. 25. 


ЗЕЕМАНЪ, П. проф. ПРОИСХОЖДЕМЕ ЦВЪТОВЪ СПЕКТРА. 
Съ прилож. статьи В. Ритца „Линейные спектры и строене атомовъ“.- 


Пер. съ нЪм. 50 стр. 16. 1910. Ц. 30 к. 
Небольшая книжка, принадлежащая перу одного изъ извзетныхь 
ученыхъ нашей эпохи. Русская Мысль. 


КАЙЗЕРЪ, Г. проф. РАЗВИПЙЕ СОВРЕМЕННОЙ СПЕКТРОСКО- 
ШИ +. Пер. съ нфм. подъ ред. „Вюст. Оп. Физ. и Эл. Мат.м. 45 стр. 169. 
1910. Ц. 25 к. 


Одинъ изъ лучшихъ обзоровъ... Онъ содержитъ, въ сжзатомъ видЪ, 
истор1ю открытя спектральнаго анализа и дальн\,йшаго ея развитя до на- 
шихъ дней. 4. М. Н. Пъ. 


КЛОССОВСЮЙ, А. проф. ОСНОВЫ МЕТЕОРОЛОПИ +. ХУ1--527 
стр. больш. 89. Съ 199 рис., 2 цвфлтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. 4 р- 


Честь и слава „Ма ез15“ за издан1е этой прекрасной книги, которо 
можетъ гордиться русская наука. Е. М. ВН. Пр. 


КЛОССОВСКИ, А. проф. ФИЗИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ НАШЕЙ ПЛА- 
НЕТЫ НА ОСНОВАМШИ СОВРЕМЕННЫХЪ ВОЗЗРЪНШШИ. * 46 стр. 85. 2-е 
издаше, испр. и дополн. 1908. Ц. 40 к. 


Р%дко можно встрЪтить изложен!е, въ которомъ въ такой степени 
соединялась бы высокая научная эрудищя съ кзотинностью и увлекатель- 
ностью рЪчи. Педагогический Сборниид. 


КОНЪ, Э. проф. и ПУАНКАРЕ, Г. акад. ПРОСТРАНСТВО и 
ВРЕМЯ СЪ ТОЧКИ ЗРЪМШЯ ФИЗИКИ. Пер. подъ ред. „Въст. Оп. Физ. 
и Эл. Мат.“. 81 стр. 169. Съ 11 рис. 1912. Ц. 40 к- 


ЛАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. ИСТОРИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. * Пер. 
съ нм. подъ ред. „Въст. Оп. Физ. и Эл. Мат.“. Въ 2-хъ томахъ болый. 
формата 892 стр. Съ 799 рисунк. и 6 отд. ивфтн. табл. 1908. Ц. 7 р=. 950 к. 

Нельзя не привЪтствовать этого интереснаго издашя... Кнйга чита- 
ется легко; содержитъ весьма удачно подобранный матерлаль иообильно 


снабжена хорошо выполненными рисунками. Переводъ никаких замЪча- 
ый не вызываетъ. К.Е. Н. Пр. 
®_ 


О 
ЛЕМАНЪ, О. проф. ЖИДКЕ КРИСТАЛЛЫ и. ТЕОРИ ЖИЗНИ. 
Пер. съ нЪм. /7. В. Казанецкаго. УШ--43 стр. 85. Съ 30; рис? 1908. Ц. 40 к. 
.. весьма кстати является краткая сводка главных фактовъ, ед%- 
ланная проф. Леманомъ. Педагргичестй Сборнииз. 
4 > 
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ААА 


ЛИНДЕМАНЪ, Ф. проф. СПЕКТРЪ и ФОРМА АТОМОВЪ. Р%чь 
ректора Мюнхенскаго университета. 23 стр. 169. 2-е изд. 1909. Ц. 15 к. 


ЛОДЖЪ, О. проф. МРОВОЙ Э@ИРЪ. Пер. съ англ. подъ ред. 
прив.-доц. Д. Д. Хмывова. У1--216 стр. 165. Съ 19 рис. 1911. Ц. 80 к. 


Въ лиц% Лолжа мы имЪемъ выдающагося и ревностнаго сторонника 
илеи всеобъемлющаго значен1я эеира для вееленной. 
Русское Богатство. 


ЛОРЕНЦЪ, Г. проф. КУРСЪ ФИЗИКИ +. Пер. съ нм. подъ ред. 
проф. М. П. Кастерина. Съ добавлешями автора къ русскому изданю. 


Т. 1. УШ-Е 356 стр. больш. 80. Съ 236 рис. 2-е изд. 1912. Ц. 2 р. 75 к. 

Т. 1. УШ-Е 466 стр. больш. 89. Съ 257 рис. 1910. Ц. Зр. 75 к. 
Съ появленемъ этого перевода русская литература обогатилаеь пре- 

восходнымъ курсомъ физики. 4й. М. Н. Пр. 


МАИКЕЛЬСОНЪ, А. проф. СВЪТОВЫЯ ВОЛНЫ и ИХЪ ПРИ- 
МЪНЕНИЯ. Перевела съ англ. В. О. Хвольсонь подъ ред. заслуж. проф. 
О. Д. Хвольсона съ дополн. статьями и примфч. редактора. УШ-189 стр. 
Съ 109 рис. и 3 цвЪфтн. табл. 1912. Ц. Гр. 50 к. 


МОРЕНЪ, Ш. ФИЗИЧЕСЮЯ СОСТОЯШЯ ВЕЩЕСТВА. Пер. съ 
франц. подъ ред. проф. Л. В. Писаржевскаго. ХШ--224 стр. 89. Съ 21 рис. 
1942. Ц. 1 р. 40 к. 


ПЕРРИ, ДЖ. проф. ВРАЩАЮНЦИЙСЯ ВОЛЧОКЪ +. Публ. лекшя. 

Съ добавл. статьи проф. Б. Доната. „Волчокъ и его будущее въ техникБ“, 
Пер. съ англ. и н5ёмецк. УШ-Е116 стр. 89. Съ 73 рис. 3-е издашще. 1912. 

Ц. 60 к. 

Книжка, вооч1ю показывающая, какъ люди истиннаго знаня, не це- 


ховой только науки, умВютъ распоряжаться научнымъ матер!аломъ при еге 
нопуляризали. Русская Мысль. 


ПЛАНКЪ, М. проф. ОТНОШЕНЕ НОВЪЙШЕЙ ФИЗИКИ КЪ МЕ: 
ХАНИСТИЧЕСКОМУ МРОВОЗЗРЪНИЮО. Пер. съ н$м. Г. Левинтова, под 
ред. „Въст. Оп. Физ. и Эл. Мат.“ 42 стр. 169. 19. ` М 25 ж 


РАМЗАЙ, В проф. БЛАГОРОДНЫЕ и РАДОАКТИВЫЕ ГАЗЫ 
Пер. подъ ред. „Въст. Оп. Физ. и Эл. Мат.“. 37 стр. 16°. Съь 16 рис 
1909. Е, 25 в 


РИГИ, А. проф. СОВРЕМЕННАЯ ТЕОРШЯ ФИЗИЧЕСКИХЪ ЯВЛЕ- 
НЙ. * (Радюактивность, 1оны. электроны). Переводъ съ 3 итальянскаго из- 
даня. УШ-Е1А6 стр. 89. Съ 21 рис. 2-е изо. 1910. Ц. 90 к. 


Книгу Риги можно см$ло рекомендовать образованному читателю, 
какъ лучшее имъющееся у наеъ изложен новЪйшихъ взглядовъ на обшир- 
ную область физическихъ явлений. Педагогический Сборнинб. 


д 
АУ 
РИГИ, А. пр2сф. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРИРОДА МАТЕРГИ. * Всту- 
пительная лекшя. Пер. съ итальян. подъ ред. „Вюст. Оп. Физ. и Эл. Маць». 
27 ‘стр. 80: 2еизя. ПЕ. 230 к. 
и. = 


Эта прекрасная рЪчь обладаетъ всВми преимуществами многочиелеы- 
пыхъ популярныхъ сочинен!й знаменитаго профессора БолоньёКаго уни- 
верситета. СУ: . Пр- 

ь ‹\ 
СЛАБИ, А. проф. БЕЗПРОВОЛОЧНЫЙ ТЕЛЕФОНЪ, Пер. съ нЪм. 
подъ ред. „Вюст. Оп. Физ. и Эл. Мат.*. 28 стр. 8°. Съ, рис. 1909. Ц. ЗО к. 
> 
^оУ ь 


У 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


СЛАБИ, А. проф. РЕЗОНАНСЪ и ЗАТУХАШЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ Ъ 
ВОЛНЪ. Пер. съ нфм. подъ ред. „Вюст. Оп. Физ. и Эл. Мат.*. 41 стр- 
80. Съ 36 рис. Ц. 40 к. 


ОбЪ брошюры принадлежатъ перу большого знатока предмета и вы- 
дающагоея самостоятельнаго работника въ области практическаго примЪ- 
нен!я электрическихъ волнъ. Педазогически Сборник. 


СОДДИ, Ф. проф. РАДИ и ЕГО РАЗГАДКА. * Пер. съ англ. подъ 
ред. прив.-доц. Д. Хмырова. ХУ|--185 стр.,80. Съ 31 рис. 1910. Ц. 1 р. 25 к. 


... авторъ въ увлекательномъ изложен вводитъ читателя въ не- 
обыкновенно заманчивую область... Педагогический Сборниид. 


ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. КОРПУСКУЛЯРНАЯ ТЕОР!Я ВЕЩЕ- 
СТВА. Пер. съ англ. /. Левинтова, подъ ред. „Въст. Оп. Физ. и Эл. Мат... 
УМ -- 162 стр. 85. Съ 29 рис. 1910. р 20 


ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. ДОБЫВАШЕ СВЪТА. * Об- 
щедоступная лекшя для рабочихъ, прочитанная на собравши Британской Ас- 
сошащи 1906. Пер. съ англ. УШ--88 стр. 169. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к. 


Въ этой весьма интересно составленной рЪчи собранъ богатый ма- 
тер1алъ по вопросу добываня св?Ъта. Кур. Мин. Н. Пр. 
УСПЪХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Въстника Опыт- 

ной Физики и Элементарной Математики“. 


Выпускъ [. * УШ--148 стр. 80. Съ 41 рис.и 2 таб. 3-е изо. 1909. Ц. 75 к. 
Изящно изданный и недорогой сборникъ прочтетеся каждымъ инте- 
ресующимся съ большимъ интересомъ. Вюстникб Знандя. 


Выпускъ П. 1\--204 стр. 85. Съ 50 рис. 1911. И, Тре 


ХИ МТЯ. 


МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. СТЕРЕОХИМИЯ. (Учеше о пространственномъ 
расположени атомовъ въ молекулЪ). Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. /1. Г. 
Меликова. УШ-164 стр. 89. Съ 58 рис. 1911. Ц. 1 р. 20 в 

Стереохим1я Л. Мамлока написана очень общедоступно. 
Природа и Люды. 


РАМЗАЙ, В. проф. ВВЕДЕНЕ ВЪ ИЗУЧЕНЕ ФИЗИЧЕСКОЙ 
ХИМИИ. Пер. съ англ. подъ ред. проф. /Т. Г. Меликова. УШ-То стр. 169. 


МО. Ц. 40 к. 


Главный интересъ обзора конечно въ томъ, что онъ сдфланъ круп- 
нымъЪ самостоятельпнымъ изелВдователемъ въ этой области. Пед. Сборн. 


СМИТЪ, А. проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ НЕОРГАНИЧЕСКУЮ ХИМ!О. 
Пер. съ англ. подъ ред. проф. П. Г. Меликова. ХУП--840 стр. 80. Съ 107 
рис. 1911. 3.8 5. 50 
Таюе первоклассные ученые, какъ Лёбъ, Оствальдъ и др. признали, 


что „Введене въ неорганическую хим1ю“ Смита обогалцаетъь учебную лите- 
ратуру и въ рялу многочиеленныхъ руководетвъ по хим1и должно занять 
РющьхУ 


особое, значительное мЪсто. 


ШЕЙДЪ,, К. ХИМИЧЕСКЕ ОПЫТЫ ДЛЯ ЮНОШЕСТВА». Кр. съ 
нфм. подъ ред. прив.-доц. Е. С. Ельчанинова. [М-191 стр. 89. ©5779 рис. 
1907. Сл м ЗО к. 


ШТОКЪ, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЪ, прив-лон. ПРАКТИЧЕСКОЕ 
РУКОВОДСТВО ПО КОЛИЧЕСТВЕННОМУ АНАЛИЗУ Пер. съ нём. ла- 


бор. Новор. Унив. А. Коншина подъ ред. проф. /1 “5 УМеликоеа. Пер- 


съ нм. УШ-73 стр. 80. Съ 37 рис. 1911. в Ц. Гр. 20 к. 


= 


мо 
... Книга заключаетъ въ себЪ рядъ улоо Водо Влаык и Орево- 
сходио опгисавныхъ работъ по объемному их уханализу. Рючь. 
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АСТРЭФЭНО МТЯ 


АРРЕШУСЬЪ, СВ. прсф. ОБРАЗОВАНИЕ МРОВЪ*. Перев. съ нфм. 
подъ ред. проф. К. Д. Покровскаго. УШ--200 стр. 80. Съ 60 рис. 2-е изд. 
1912. Ц. Гр. 75 к. 

Книга чрезвычайно интересна и богата содержашемъ. Пед. Соорн. 
АРРЕМУСЪ, СВ. проф. ФИЗИКА НЕБА +. Пер. съ нфм. подъ ред. 
прив.-доц. А. Р. Орбинскаго. УШ--750 стр. 85. Съ 68 рис., 1 черн. и 1 спектр. 


табл. 1905. Издавше распродано. 
Научность содержав1я, ясность и простота изложен1я и превосхол- 
ный переводъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русская Мысль. 


БОЛЛЬЪ, Р. проф. ВЪКА и ПРИЛИВЫ. Пер. съ англ. подъ ред. 
прив.-доц. 4. Р. Орбинскаго. 1У-+-104 стр. 80. Съ 4 рис. и 1 тб. 1909. Ц. 75 к. 


... настоящее издаше „Ма ез13“ слБдуетъ привЪтетвовать наравнЪЬ сть 
прочими, какъ почтенный, заслуживаюц!й распространеня и серьезнаго вни- 


маня, вкладъ въ русскую науку. Русская Школа. 
ВИХЕРТЬ, Э. проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ ГЕОДЕЗЮ *. Перев. съ нЪм. 
ГУ-+95 стр. 169. Съ 41 рис. 2-е изд. 1912. Ц. 35 к. 


Излагаетъ основы низшей геодез1и, имЪя въ виду пользоваше ею въ 
школЪ вт, качествЪ практическаго цособля... Изложен1е очень сжато, но 


полно и посл$довательно. Вопросы Физики. ` 
ГРАФФЪ, К. КОМЕТА ГАЛЛЕЯ *. Пер. съ нём. Х-+71 стр. 160. 
Съ 13 рис. и 2 отд. табл. Изд. второе испр. и дополн. 1910. Ц. 30 к. 


Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначеше. Пед. Сборн. 

ГАЛЕЕВА КОМЕТА ВЪ 1910 ГОДУ. Общедоступное издание. Содер- 
жан!е: О вселенной — О кометахь — О кометЪ Галлея. 32 стр. 89. Съ 12 
иллюстращями. 1910. МЫ. 12. к, 
ЛОВЕЛЛЪ, П. проф. МАРСЪ и ЖИЗНЬ НА НЕМЪ. Пер. съ англ. 

подъ ред. и съ пред. прив.-доц. А. Р. Орбинскаго. ХХ|--272 стр. 89. Со мно- 
гими рис. и 1 ивЪтн. табл. 1912. Ы. Ир. 
НЬЮКОМЪ, С. проф. АСТРОНОМЯ ДЛЯ ВСЪХЪ =. Пер. съ англ. 

подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. А. Р. Орбинскаго. ХХ-+ 288 стр. 89. Съ 


порт. автора, 64 рис. и 1 табл. 2-е изд. 1911. Ц, Гр. 59 к. 
Вполн$ научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... 
переведена и издана очень хорошо. Вюстник5 Воспитандя. 


НЬЮКОМЪ, С. проф. ТЕОРЯ ДВИЖЕМШЯ ЛУНЫ. (Исторя и со- 
временное состояе этого вопроса). 26 стр. 16°. Изд. распродано. Ц. 20 к. 


ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. ДВА НОВЫХЪ МГРА. 1. Инфра-мръ. 2. Супра- 
мръ. Пер. съ англ. УШНЕ19 стр. 89. Съ 1 рис. и 1 табл. 1911. Ц. 80 к. 


Нельзя отказать французскому ученому въ смЪлоети и своеобразной 
красот выводовъ изъ еухихъ цифровыхъ данныхъ положительнаго знанйя. 
Электричество и „Кизнь. 


в РОО ГЕЯ. 


ВЕРИГО, Б. проф. ЕДИНСТВО ЖИЗНЕННЫХЪ ЯВЛЕШЙ. (Осно- 5 
И 


вы общей бтолози 1.). МУШ--27Т6 стр. 89. Съ 81 рис. 1912. 


полъ ред. проф. В. В. Завьялова. УШ- 353 стр. 89. Съ 64 рис. 1910, ©” 

Ц. 22550 к. 

Классическая книга Лёба, отъ чтеня которой трудно оторвалься, 

устанавливаетъ вЪхи достигнутаго въ познании динамики живого. Нещества. 
Русское богатство. 


О 


ЛЕБЪ, Ж. проф. ЖИЗНЬ. Пер. съ ньм. 30 стр. 80. 1912.” Ц. 30 к. 


.. © 

УШИНСКЙ, Н. проф. ЛЕКШИ ПО БАКТЕРЮЛОЮИ, УШН-135 стр. 

89. Съ 34 черн. и цвЪтн. рис. на 15 отдфльн. табл. 19082 Ш, 1 ф. в 
— 


д 


ь м. 
ЛЕБЪ, Ж. проф. ДИНАМИКА ЖИВОГО ВЕЩЕСТВА. Пер. съ нём 


[®) 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


ии 


м АЕ ГА. 
ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. ПАРАДОКСЫ ПРИРОДЫ +. Книга для 


юношества, объясняющая явленйя, которыя находятся въ противорф4и съ 
повседневнымъ опытомъ. Пер. съ нЪм. УШ--193 стр. 89. Съ 64 рис. и 3 табл. 
1910. Ш. № р. 2085. 


Матер1алъ подобранъ интересный. В. М. Н. Пр. 


ГАССЕРТЪ, К. проф. ИЗСЛЬДОВАНЕ ПОЛЯРНЫХЪ СТРАНЪ. * 
Истор!я путешествий къ сфверному и южному полюсамъ съ древнЪйшихъ 
временъ до настоящаго времени. Пер. съ нЪм. подъ ред. и съ дополн. проф. 
Г. И. Танфильева. ХП--215 стр. 80. Съ двумя цвфтн. картами. 1912. 

Вр. ЗЕ. 


Книга заслуживаетъ самаго широкаго распространеня. 
Естествознае и Географая. 


ГРОТЪ, П. проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ ХИМИЧЕСКУЮ КРИСТАЛЛО- 
ГРАФ Перев. съ нЪм. 1. Левинтова подъ ред. проф. М. Д. Сидоренко. 
МШ--104 стр. 89 Съ 6 черт. 1912. Ц. 80 к. 


НИМФЮРЪ, Р. ВОЗДУХОПЛАВАНЕЕ +. Научныя основы и техни- 
ческое развите. Пер. съ нём. УШ--161 стр. 89. Съ 52 рис. 1910. Ц. 90 к. 


Въ книгЪ собранъ весьма общирный описательный матерлалъ. 
4. М. Н. Пр. 


СНАЙДЕРЪ, К. проф. КАРТИНА МШРА ВЪ СВЪТЬ СОВРЕМЕН- 
НАГО ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. 
УШ--193 стр. 8%. Съ 16 отд. порт. 1909. И, Ч рю 


Книга касается интересен йшихъ вопросовтъ о природз. Пед. Сборн. 


ТРОМГОЛЬТЪ, С. ИГРЫ СО СПИЧКАМИ. Задачи и развлечения. 
Пер. съ нЬм. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 2-е изд. 1912. Ц. 50 к. 


ШМИДЪ, Б. проф. ФИЛОСОФСКАЯ ХРЕСТОМАТЯ.* Пер. съ нфм. 
Ю. Говсъева, подъ ред. и съ пред. проф. Н. Н. Ланге. МУШ- 172 стр. 85. 
1907. Ц. м. 


... Для челов ка, занятаго самообразованемъ и немного знакомаго 
съ философлей и наукой, она (книга) даетъ пазнообразный и интересный 
матерталъ. Вопросы философфи и пеихологи. 


Имются на складЪ: 


БИЛЬТЦЪ, Г. и В. УПРАЖНЕН!Я ПО НЕОРГАНИЧЕСКОЙ ХИ- 
МПИ. Пер. съ нЪм. А. Комаровскаго, съ пред. проф. Л. В. Писаржевскаг.. 
ХУ|--272 стр. 80 Съ 24 рис. Ц. 1 р. 60 к. 
Книга В127’а способна вызвать самое горячее увлечен1е химей. 
7. Озёво а. Иейзейт Е гаг Ранзкайзсйе Сйпепте. 
МУЛЬТОНЪ, Ф. проф. ЭВОЛЮШЯ СОЛНЕЧНОЙ СИСТЕМЫ. 
Пер. съ англйск. УГ-83 отр. 169. Съ 12 рис. 1906. Ц..50>к. 


Изложен1е гипотезы образованля солнечной системы изъ спиральной 
туманности съ попутной критикой космогонической теор Лапласа’ 
Ф 
Выписыбающие изъ глабнаго склада изданй ‘„Матезись“ 
(Одесса, Жобвосельская, 66) ка сумму 5 ру и^долде за пе- 


ресылКу не платятъь. о 


Подробный каталогь высылается по требованию безплатно. 
8 а 
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Печатаются и готовятся къ печати: 


АНДУАЙЕ, проф. КУРСЪ АСТРОНОМИИ. Пер. съ франц. 


БАХМАНУЪ, проф. ОСНОВЫ НОВЪЙШЕЙ ТЕОРИИ ЧИСЕЛЪ. Пер. 
съ нЬм. подъ ред. прив.-доц. С. О Шатуновскаго. 


ВЕРИГО, Б. Ф. проф. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ БОЛОПИ. П. „Бюлонмя 
клБтки и ея значене для общей б1олопи“. 

ДАННЕМАННЪ, Ф. проф. КРАТКАЯ ИСТОРЯ ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ. 
Пер. съ нфмецкаго подъ ред. проф. С.-П.-Б. унив. И. И. Боргмана. 


ДЗЮОБЕКЪ, О. проф. КУРСЪ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 
Часть 2-я. Аналитическая геометрия въ пространствЪ. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
проф. С.-П-Б. высш. жен. курсовъ В. /. ИЛиффбв. 

КЛАРКЪ, А. ИСТОРЯ АСТРОНОМШИ ХХ СТОЛЪГЯ. Пер. съ 
англ. подъ ред. прив.-доц. С.-П.-Б. универ. В. Серафимова. 

КОЛЬРАУШЪ, Ф. проф. КРАТКОЕ РУКОВОДСТВО КЪ ПРАК- 
ТИЧЕСКИМЪ ЗАНЯПМЯМЪ ПО ФИЗИКЪ. Пер. съ н5м. подъ ред. проф. 
Н. П. Кастерина. 


КОРБИНЪ, Т. СОВРЕМЕННЫЯ УСПЪХИ ТЕХНИКИ. Пер. съ англ. 
ЛАДЕНБУРГЪ, А. проф. ЛЕКЩШИ ПО ИСТОРШИ ХИМШИ ОТЪ 


ЛАВУАЗЬЕ ДО НАШИХЪ ДНЕЙ. Пер. съ нЪм. подъ ред. прив.-доц. Е. С. 
Гльчанинова. 


ЛЕВИ. МАТЕМАТИКА СТРАХОВАЕИЙ. Пер. съ н$фмецкаго. 
ЦЕНТНЕРШВЕРЪ, М. ОЧЕРКИ ИСТОРШ ХИМПИ. 


МИ, Г. проф. КУРСЪ ЭЛЕКТРИЧЕСТВА и МАГНЕТИЗМА Пер. съ 
ЕЪм. подъ ред. проф. О. Д. Хвольсона. Е 


ПЕШЛЬ. ВВЕДЕНМЕ ВЪ ХИМШЮ КОЛЛОИДОВЪ. Пер. съ нЪм. 
Л. С. Комаровскаго и Я. П. Мосешвили. 


ПОЙНТИНГЪ, Дж. проф. СВЪТОВОЕ ДАВЛЕНИЕ. Пер. съ англ. 

САКСЛЬ и РУДИНГЕРЪ. ЫОЛОГЯ ЧЕЛОВЪКА. Пер. съ нфм. 
полъ ред. прив.-доц. /Л. А. Тарасевича. 

РУССКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ БИБЛЮГРАФЯ. Вып. П. За 1909 г. 
Подъ ред. проф. Д. М. Синцова- 

ЧЕЗАРО, Э. проф. ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ УЧЕБНИКЪ АЛГЕБРАИЧЕ- 
СКАГО АНАЛИЗА и ИСЧИСЛЕНШЯ БЕЗКОНЕЧНОМАЛЫХЪ. Пер. съ нЪм. 
подъ ред. прс®. С.-П.-Б. унив. А. А. Поссе. 

ШТОЛЬЦЪ и ГМЕИНЕРЪ. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ АРИФМЕТИКА. 
Пер. съ нЪмецкаго. а 

ШУЛЬЦЕ, л-рь ВЕЛИЮЕ ФИЗИКИ и ИХЪ ТВОРЕН!Ч. Пер. съ ©. 
нфмецкаго. дя 

ФИЛИППОВУЪ, А. ЧЕТЫРЕ АРИОМЕТИЧЕСКЯ ДЪИСТВЯ. ©? 


ЩУКАРЕВЪ, А. проф. ПРОБЛЕМЫ ТЕОМИ ПОЗНАНЯ ВЪ 


—_ 


ОБЛАСТИ ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ. < 
ЮНГЪ, проф. ОСНОВНЫЯ ПОНЯПЯ АЛГЕБРЫ И ИВОМЕТРИИ, 
Пер. съ англйскаго. 5 \\ 
ко 
5$ 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


Прив.-доц. А. АДЛЕРЪ 


ТЕОРИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ПОСТРОЕНИИ 


Переводъ съ нЬмецкаго подъ редакщей и съ примЪфчан! ми прив.- 
доц. (С. О. Шатуновскаго. ХХУГ- 325 стр. 89. Съ 179 рис. 
1910 г. Цна 2 руб. 25 коп. 


Содержан!{е: Предислове автора.. Прелислове рецактора. Вве- 
нене редактора. Историческя замЪчан!я. 1 Методы р5шен!я геометри- 
ческихъ задачъ на построенте. П. Построенйя, выполняемыя съ помощью 
проведеня лишь прямыхъ лин при пользованНйи данными фигурами 
([Штейнеровы построен!я). Ш. Построен!я, выполняемыя помощью опи- 
сываня окружностей (Маскероневы построен!я) ТУ. Построеня съ 
помощью линейки о двухъ параллельныхъ краяхь (лв параллельныя 
прямыя на постоянномъ разстоян!и); построеня съ помощью подвиж- 
ного прямого угла; построен!я съ помощью произвольнаго подвижного 
угла; построеня съ помощью линейки и эталона лплины; построен1я 
съ помошью биссектора. \. Залачи на построене первой и второй 
степени. \1. Доказательства невозможности. УП. Дфлене окружности 
(Построен!е правильныхъ многоугольниковъ). УШ. Геометрическя по- 
строеня третьей и четвертой степени. [Х. Историческя замЪчан!я отно- 
сительно квадратуры круга; приближенное выпрямлене окружности; 
правила для возможно болЪе точнаго построен. Х. Геометрографяя. 


ИЗЪ ОТЗЫВОВЪ. „Нредлагаемая вниман!ю читателей книга А. Адлер» представляегь 
крупн йшй интересъ во многихьъ отношен1яхъ... Она иметь пЪлью не столько изложене 
различныхъ частныхь пр1емовъ ршевя конструктивныхъ задачь, сколько систематическое 
изложен!е общихъ методовъ р$5шен1я задачъ на построене при помощи тЪхъ или иныхъ 
‘чертежныхъ приборовъ и, въ особенности, установлен!е критер1евъ разр шимости или не- 
разр шимости данной задачи при помощи этихъ прибозовъ. Этотъь послздй вопросъ, пред- 
ставляюпИй величайпий теозетичесяй и практичесяй интересъ, въ настоящее время является 
вполнё рёшеннымъ для наиболзе употребительныхъ приборовъ, какъ циркуль, линейка, 
и т. д... Совмветнымъ усимемъ алгебры и геоматри удалось постепенно создать теорпо 
геометрическихъ построений. которая по существу завершена въ настоящее время, являясь. 
еднимъ изъ наиболВе блестящихъ зявоеван!й математическаго гения... Если прибавить обилле 
интересныхъ задачъ для самостоятельчаго упражненя, то нельзя не признать, что сочине- 
н1е Адлера является въ высокой степени цВннымЪ вкладомъ въ элементарную геометричес- 
кую литературу. Отд$льныя глаёы этой книги могутъ быть использованы преподавателями 
средней школы во время общаго изученя геомезр!=, что, несомн®нно, будеть содЪъйствовать 
оживлен!ю интереса къ этой наук%... Въ заключен1е отмВчу весьма интересное введене и 
нрим$чан!я редактора перевода прив. доц. С. Шатуновскаго зые боле увеличивающ:я цзн- 
ность этой прекрасной во всЪхъ отношен1яхъ книги“. ПЙрив.-доцентьС. Бериштеяйянъ 
(Педазочическай Сборнике). 

„Надо признать, что ни въ одномъ изъ трудовъ, посвящевныхъ тому же предмету, воп- 
росъ о геометрическихъ построеняхъ не разсматривается при полной доступности издоже- 
ня съ такой широтой, какъ въ данной книг®... Для большинства лицъ, интересующихся ге- 
ометрическимъ построенемъ, наиболЁе удобнымъ пособемъ для обозрзшя и изученя всего 
того. что едЪлано въ этой области съ самыхъ отдаленныхъ временъ до нашихъ дней, бу- 
детъ разсматриваемое сочинен!е... Надо пожелать, чтобы переводъ сочиненя Адлера позу- 
чилъ у насъ такое же распространене, какъ его оригиналъь заграницей“. А. К. (Ре м 
марта 1911 года). == о Со 

„Геометрическе вопросы, связанные съ геометрическими построешями, изложены въ 
этой книг съ достаточной полнотой. Это качество въ связи съ разнообраз1емъ иримъровъ 
и задачъ дБлаетъ книгу единственной на русскомъ языкЪ въ данной отрасли-Реометр!и“ 
Л. Б. (Современный Марь, мартъ 1911 г.). ее. . 

„Цо сихъ поръ у насъ почти не было руководствъ, приводящихъ въ и ему разнооб 
разные методы рЪшен1я геометрическихъ задачъ на построете. Новое Вне „Маез1“ 
удачно восполняетъ этотъ пробфлъ... Книга Адлера не предполагает 8 ЪуЧитатель никакихЪ 
познан!й изъ высшей математики и вполя доступна для всякаго, прошедшаго куреъ эле- 
ментарной математики. Многочисленныя задачи для упражненяо еще боле повышаютъ 
цфнность этого прекраснаго руководства“. Г. (Природа и Тюди,, о ТЕ Г.). Я 

м. 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЬ“. 


Проф. 2. Борепть. 


ОЛЕМЕНТАРНАН МАТЕМАТИВА 


Въ обработкЪ проф. В. ШТЕККЕЛЯ. 


Часть 1. АРИОМЕТИКА и АЛГЕБРА. 
Переводъ съ н-мецкаго подъ редакшей прив.-доц. В. Ф. Кагана 
и съ приложешемъ его статьи. [ЖЩУ-- 434 стр. 85°. 1911г. Ц.Зр 


Содержан!е: В. КАГАНЪ. „О реформЪ преподаван!я математики 
въ среднихъ учебныхъ заведеняхъ Германи и Франши“. 


Ариеметика. Десятичное счислене. Сложене и вычитан!е. 
Умножен!е ифлыхъ чиселъ. Дфлене. Дфлимость. Обший наибольший 
дфлитель и общее наименьшее кратное. Простыя числа. Обыкновенныя 
проби. Десятичныя дроби, приближенныя частныя. Квадраты. Квадпрат- 
кый корень. Алгебра. Употреблене буквъ; алгебраическня выражен!я. 
Положительныя и отрицательныя числа. Примфнене положительныхъ и 
отрицательныхъ чиселъ; равномЪ5рное движене. Начальныя основан я 
алгебраическаго счисленя. Уравнен!я и неравенства первой степени. 
Задачи первой степени. Изсл$дован!е двучлена первой степени; графи- 
ческое изображен!е. Уравнен!я второй степени. Задачи второй степени. 
Изслфдован!е и графическое изображене хола измфнен! гомографи- 
ческой функши. Ряды и логариемы. Сложные проценты. Таблицы. Ло- 
гариемы съ четырьмя длесятичными знаками. Антилогариемы с че- 
тырьмя десятичными знаками. 

ИЗЪ ОТЗЫВОВЪ: „Вопросъ о реформ преподавав1я математики въ русской средней 
школ для своего разр шен1и въ благопрлятномъ смыслЪ требуетъ, конечно, не однихъ 
лишь измфнен)й въ учебныхъ планахъ, какъ ни полезны были бы эти изм%нен!я, пока еще 
не осуществленныя. Чрезвычайно важно показать, какъ реформу можно провести практи- 
чески, какъ слфдуетъ въ соотвфтетв!и съ новыми взглядами вести преподаван!е въ томъ 
или другомъ опредзленномъ отдВлЪ курса, Насколько трудно написать учебникъ, соотв%т- 
ствующ современному уровню педагогическихъ требован, видно изъ того, что въ Гер- 
мани, такъ много сдзлавшей для выясвеня звачен1я реформы и во многихъ учебныхъ за- 
веденяхъ ее уже осуществившей, до сихъ поръ нЪть руководства, которое въ такой мЁрЪ 
отвЪ%чало бы запросамъ школы, какъ разбираемый нами теперь [въ переработк& Штеккеля] 
курсъ французскаго профессора Бореля. Учителя математики и всЪ интересующиеся препо- 
длаван!емъ этого предмета найдутъ въ книгЪ въ вступительныхъ статьяхъ всв необходимыя 
для преподавателя указан!я ея особенностей и нъкоторыхъ недочетовъ. Появлене перевода 


можно только привЪтствовать: изъ него познакомятся съ многимъ не только друзья, но и 
противники реформы“. А. К. (Рэчь, 28 марта 1911 г.). 


Часть П. ГЕОМЕТРТЯ. 
Переводъ съ нфмецкаго подъ редакщей прив.-доц. В. Кагана, 
ХХШ--334 стр. 89. Съ 403 черт. 1912 г. Ц. 2 р. 


учен!я о коническихъ сБченяхъ. 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


Проф. Ф. КЭДЖОРИ. 


ИСТОМЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ 


съ указанмемъ на методы преподаван!я 
ПЕРЕВОДЪ СЪ АНГЛИЙСКАГО 
ПОДЪ 'РЕД., СЪ ПРИМЪЧ. И ПРИБАВЛ. ПРИВ.-ДОЦ. С. Ю. Тимченко. 
\МШ-- 568 стр. 89. <ъ рис. 1910 г. Ц. 2 р. 50 к. 
СОДЕРЖАНЕ: 


Древнй перюдъ. Системы счислешя и числовые знаки.—Ариеме- 
тика и алгебра: Египетъ, Грешя, Римъ. — Геометля и тригонометрия: 
Египетъ и Вавилоня, Грешя, Римъ. Средне вЪка. Ариеметика и алгебра: 
Индусы, Арабы, Европа въ средне вфка. — Геометрия и тригонометрия: 
Индусы, Арабы, Европа въ средые вЪка. Новое время. Ариеметика: Ея 
развиме, какъ науки и искусства. АнгИйсюе вЪса и мфры. Развите школы 
коммерческой ариеметики въ Англи. Причины задержки развитя теорети- 
ческой ариеметики въ Англи. Реформы въ преподаван!и ариеметики. Арие- 
метика въ Соединенныхъ Штатахъ. „Вопросы для забавы и развлечен!я“. — 
Алгебра: Возрожден1е. ПослЪдне три вЪка.—Геометрия и тригономепция: 
Изданя Евклида. Ранн!я изслфдован1я. Начала современной синтетической 
геометрии. Современная элементарная геометр1я. Прибавлешя редактора. 


Проф. Г. ШУБЕРТЪ. 


МАТЕМАТИЧЕСИИЯ РАЗВЛЕЧЕНИЯ и ИГРЫ 


ПЕРЕВОДЪ СЪ НЪМЕЦКАГО |. ЛЕВИНТОВА 
подъ редакц., съ. прим$ч. игдобавл.' „ВЪст. Оп. Физ. и Элемент. Матем... 


ыы ХУ-|- 557: стр. 16°. оф ннийи табпицами. 1911 г. Ц. Тр. 40 к. 
СОДЕРЖАНТЕ: 


[ Отдьль: Задачи, относяцияся къ числамъ. $$ 1 — 17: Отгадываше 
залуманныхъ чиселъ. — Предугадыване полученныхъ результатовъ. — ЗамЪ- 
чательные ряды цифръ.— Весьма больция числа. — Отгадываше числа очковъ 
прикрытыхъ картъ.— Задачи на переливане.— Повфрка при помощи девятки 
и фокусы съ девяткой.—Фокусы съ костями.—ЦФпи домино.—Представлен!е 
всхь чиселъ въ видЪ суммы степеней числа 2. Задачи Баше о гиряхъ.— 
Отгадыван!е владЪфльцевъ различныхъ вещей. — Игра двухъ лицъ, которыя 
поочередно прибавляютъ. — Совершенныя числа. — Пиеагоровы и Героновы 
числа. — Затрудненное дЪлене.— Софизмы. // Отдьлб: Задачи, относянияся 
къ расположеню. $$ 18—25: О 15 хрисйанахъ и 15 туркахъ. — Магичесве 
квадраты. — Ходъ коня. — Такенъ или игра въ пятнадцать. — ВЪчный Ще 
дарь для дней недфли и Пасхи. ВЪчный календарь для новолунйй и но- 
лун. Эйлеровы странствованя. — Гамильтоновы круговыя поЪздь о" 

Примъчаюя и добавленя: Къ задачЪ о перелива яхъ. -с Цвли до- 
мино. — О гиряхъ. — О непрерывномъ вычерчивани фигуръ. ^<С% 

Изё предисловя: Предлагаемый сборникъ требуетъь от `Читателя зна- 
комства лишь съ первоначальными элементами ариеметики. ‚Какъ въ сбор- 
никахъ Люка и Болла, здфсь представлены въ историко\ритическомъ изло- 
жен!и важнфиция запутанныя игры и задачи математической природы, кото- 


рыя МоОгГутъ служить ДЛЯ развлеч еня. ^^ 
Е ее ИИ РЕВ х $ 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЬ“. 


ОТКРЫТА ПОДПИСКА НА ИЗДАНЕ: 
Густавъ Ми 


Профессоръ и директоръ Физическаго Института Грейфсвальдскаго 
Университета 


КУРСЪ ЭЛЕКТРИЧЕСТВА и МАГНИТИЗМА 


Экспериментальная физика мирового эвира для физи- 
ковт, химиковъ и электротехниковъ. 


Разрушенный авторомъ переводъ съ ифмецкаго 9. 8, СОКОЛОВА 
Подъ редакщей заслуженнаго профессора О. Д. ХВОЛЬСОНА. 
Въ двухъ частяхъ. Съ 361 рисункомъ. 


Около 50 печатныхъ листовъ. 


СОДЕРЖАШЕ: 
Часть [. ЭПЕКТРОСТАТИКА. 


Главы | — ХГ: Обиая свойства электрическаго поля. — Электрическое напря- 
жене. — Электричесюй зарядъ. — Электрическя свойства изоляторовъ. — 
Электрическое поле внутри проводниковъ. — Прохождеше электричества че- 
резъ электроны. — Электрическая проводимость въ газахъ. — ТлЪюциЙ раз- 
рядъ. — Разрядъ въ формЪ вольтовой дуги и электрической искры. — Радю- 
агтивность. — Металличесяе проводники. — Заключеше. 


Часть П. ЭПЕКТРОДИНАМИКА. 


Главы Г — [Х: Общя свойства магнитнаго поля. — Электрическое напряжен:е 


и сила тока. — Силовыя дфйствя магнитнаго поля. — Появлеше и исчезно- 
вене магнитнаго поля.—Магнитныя свойства веществъ.—Техническя примЪ- 
нен!я электромагнитныхъ силовыхъ дЬйствьй. — Электромагнитныя колебания. 


— Принципъ релятивности (относительности). — Указатель. 


Книга МИ выйдеть въ свфть 4-мя выпусками. 


Выходъ 1-го выпуска предполагается въ мартБ 1912 года, 
каждаго послБдующаго черезъ два-три мЪсяца посл выхода 
предыдущаго. 


Подписная цфна на все издаше 5 рублей. ©” 
в 


Допускается разсрочка: при подпискЪ 2 руб., по полученНи которыхъ 
высылается первый выпускъ; выпуски 2-й, 3-Й и 4-й высылаются съ нало- 
жешемъ платежа въ 1 руб. 10 коп. на каждый. © 

\ 


О всякой перемьнь адреса издательство просить сообщать немедленно. 
У 
По выходЪ въ свфть всего изданя цфна о ене. 
$ 13 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЬ“. 


БИБЛЮТЕКА КЛАССИНОВЪ ТОЧНАГО ЗНАНИЯ 


Библ!отека содержитъ только так!я классическ!я творен!я великихъ 
мыслителей въ области математики и естествознан!я, которыя читаются 
безъ большого напряжен!я и не требують особенной подготовки со 
стороны читателя. Редакторы снабжаютъ каждый переводъ примЪчан!я- 
ми и разъясненями тБхъ м$стъ, понимане которыхъ представляется 
сколько - нибудь затруднительнымъ. Научная комися „Маез$!$“ въ 
своемъ выборЪ книгъ пля Библюотеки классиковъ стремится дать воз- 
можность молодому поколЪн!ю черпать доступныя для него знан!я изъ 
первоисточниковъ. 


Г 


Въ настоящее время вышли въ свфтъ ельдующе выпуски; 


1. Р. ДЕДЕКИНДЪ. Непрерывность и ирращональныя числа. 
Пер. съ нЪм. прив.-доц. С. О. И/Татуновскаго. 40 стр. 89. Изц. 2-е. Ц. 40 к. 

Идеи, развитыя въ этомь замБчательномъ трудз, составляютъ въ настоящее время 
основу всего высшаго анализа. Къ книгЪ приложена статья переводчика: „Доказательство 
существован!я трансцендентныхъ чиселъ (по Сащог’у)“. 

П. АРХИМЕДЪ. Послаше къ Эратосеену о нБкоторыхт, теоре- 
махъ механики. Пер. съ нЪм. подъ ред. „ВЪстника Оп. Физики и Элем. 
Математики“. Съ предисл. прив.-пдоц. И. Ю. Гимченко. ХУ--27 стр. 89 
Ц. 40 к. (См. каталогъ 1. Гейбергъ. Новое сочинене Архимеда). 

Сочинен1е содержитъ въ себЪ обще методы, какими пользовался Архимедъ при на- 
хожден!и площадей, объемовъ и центровъ тяжести; эти методы свид$тельствуютъ, что ве- 


лиюЮЯ гречесый геометръ былъ весьма близокъь кь идеямъ современнаго интегральнаго 
исчислешя. 


Ш. АРХИМЕДЪ, ГЮИГЕНСЪ, ЛЕЖАНДРЪ, ЛАМБЕРТЪ. О 
квадратурЪ круга. Съ приложенемъ истори вопроса, составленной 
проф. Ф. Руд. Пер. съ нЪм. т, рел. прив.-доц. С. Н. Берниитейна. 
УШ-Е 155 стр. 80. Съ 21 черт. Ц. 1 р. 20 к. 


Посл того, какъ задача о | круга была совершено исчерлава доказа- 
тельствомъ трансцендентности числа пл, профессоръ Руд!0 счелъь нужнымъ обратить ьниман!е 
на тъ древнЪйш!я работы, которымъ задача о квадратур» круга обязана своимъ развитемъ. 

У. Б. БОЛЬЦАНО. Парадоксы безконечнаго, изданные по по- 
смертной рукописи ты др. Фр. Пржигонскиме. Переводъ съ н\мец- 
каго подъ ред. проф. И. В. Слешинскаго. УШ- 119 стр. 89. Ц. 80 к. 


Въ этомъ сочинен! Больцано яРЛЯется предшественникомъ Кантора въ теор1и без- 
конечныхъ многообраз1й. Онъ устанавливаетъ и развиваетъ тЪз свойства безконечнаго, кото- 
рыя легли въ основан!е теор1и Кантора. 


Печатаются и готовятся къ печати’ 


У. 1. ЛАГРАНЖЪ. Прибавлемя къ „Элементамъ Алгебры“ 
Эйлера. НеопредЪленный анализъ. Переводъ съ французскаго“подъ 
репакшей приватъ-доцента С. О. [/Матуновскаго. °_©5° 

Въ этихъ прибавлен!яхъ впервые дано полное р&шене неопред%леннагожвадратнаго 
уравнен!я съ двумя неизвзстными въ самомъ общемъ вид%. По изяществу и'ТлубинЪ мето- 
довъ эта книга несомнзнно предетавляеть собой одинъ изъ перловъ ох _хворенй вели- 
каго геометра. 

УТ. ЕВКЛИДЪ. Первыя шесть книгъ „Началь“, Цереводь проф. 
Д. М. Синиова и пр.-лоц. С. Н. Берншитейна. \\5У 


УП. САДИ-КАРНО. О движущей силЪ огня. \\ 
УШ. БРАВЕ. Математическая начала кристаллографи. 
А У 
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дожди 


УСПЬХИ ТОЧНАГО ЗНАНИЯ, 


Въ серю книгъ подъ этимъ общимъ заглавемъ входятъ: 


& УСТЬХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей о важнфйшихъ открытяхъ послЪлд- 


нихъ лфть въ общедосту пномъ изложени, подъ 
редакщей „ВъЪст. Оп. Физ. и Эл. Мат.“ 


Выпускъ 1. УШ-148 стр. 89. Съ 41 рис. и 2 табл. Издаме 3-е. 
1910 г. Ц. 75 


Содержан1е: Ринеръ. Расширеше нашихъ чувствъ.— ЛильчикКобвъ. 
Радй и его лучи-—ФДед!ернъ. Рад и радюактивность.-— Рихарцъ. Электри- 
ческя волны.— Слади. Телеграфироване безъ проводовъ.— (Дмидтъ. Задача 
объ элементарномъ веществЪ (основанйя теор1и электроновъ). 


Выпускъ ИП. ГУ--204 стр. Съ 50 рис. 1911 г. КЮ. 20 в. 


Содержан!е: ЛУарКсь Ллан_ъ. Единство физическаго мросозер- 
наня.— М. Лиги. Новые взгляды на внутреннее строеше вещества.— 
&. Ретгерфордъ. Атомная теоря въ физик$.—5. Рике. О радоактивномъ 
превращени — Эж. Эж. Жомсонъ. О новЪйшихъ успфхахъ физики. 7. Слади. 
Спутники электричества—тепло и свЪтъ. Ж. Штреккеръ. Современное со- 
‹<тоян!е безпроволочной телеграфуи. 


Печатаются и готовятся къ печати: 


Сб атей :ей 
Ц. УСПЪХИ ХИМИИ. же а с ЕР редакщей журнала 


Содержан!е выпуска [: Редкерель. НовЪйшия идеи о строен! ма- 
тер!и.— Жоли. Брауновское движеше.—Терренъ. Можно ли съ точностью 
ВЗВЪСиТЬ | Открыте новыхъ газовъ.— Рамзай. ОпредЪлен!я 
беконечно малыхъ количествъ вещества. Ральделъ. О сущности процесса 
растворенйя и роли растворителя.— рули. Труды Вантъ-Гоффа.—Оствальдъ. 
Катализъ.— 3. Фишеръ Органичесюй синтезь и б1олопя.—-7Юнефлейшь. 
Труды Бертело. 


Ш. УСТЪХИ АСТРОНОМИИ. Сборникъ статей по астроном подъ редак- 


щей журнала „ВъЪст. Оп. Физ. и Эл. Мат“. 
Содержан!е выпуска 1-го: .7/066ъ. Задачи точной астрономш.— Хром- 
мелинъ. Происхождене и природа кометъ.— //обеллъ. Марсъ — Лаунодеръ. 
Марсъ.— /эль. НовЪфйшия изслфдовавя солнца.— /аллемалнъ. Приливы и 
отливы въ морской корЪ и упругость земного шара. — Риги. Кометы и элек- 
троны.—.енКель. Джорджъ Дарвинъ и его творен/я. 


У УСПЬХИ БИОЛОГИИ, Сборникъ статей по б1оломи подъ редакшей 


проф. В. В. Завьялова. 
Содержан!е выпуска 1-го. Эж. /160ъ. НовЪфйпие усп$хи б1олоци.-—,‚^, 
7. де- Фризъ Мутащши и мутащонные пер1оды въ связи сь происхождешемф ^ 
видовъ.—Ж. С. Шеррингтонь. Ассошашя спинномозговыхь рефлексовьои 
принципъ общаго поля— //еонъ бредерикъ. Химическая координащя жизнен- 
ныхъ явленй.— 2. Фра.нсэ. Реакщонная_ способность растенй.—.. У@деръ 
Бологическое значеше коллоидовъ.— //. сберборнъ. О процессахъоВЪ’ эмен- 
тарныхъ единицахъ нервной системы.—/. Боруттау. Старое исновое по 
вопросу о сущности нервнаго проведеня.— 7. Рэтэ. НовЪйше®`взгляды на 
сущность б1о-электрическихъ токовъ.— /. Лмоффъ. Теоря | ОКОВыхЪ цфпей 
Эрлиха.— Р. Эдштейнъ. Къ истор!и развийя понятя о болфз! Л. Жан». 
Подсознательное. 5 
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Библуотека элементарной математики. 


Издается подъ общей редакщей прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. 


Библлотека элементарной математики будетъ состоять изъ отдфльныхъ кни- 
жекъ, не зависящихь другь отъ друга по содержаню и им$ющихъ разм$ръ около 
пяти печатныхъ листовъ малаго формата каждая. Книжки библотеки будутъ 
посвящены разработк$ наибол$е важныхъ или интересныхь вопросовъ элемен- 
тарной математики въ историческомь и, по возможности, философскомъ освЪ- 
щени, при чемъ полная доступность изложен1я, какъ основное требоваше, 
ставится на первый планъ. 

ВсЪф сочиненя, которыя войдутъ въ эту библютеку, предполага- 
ютъ въ читателЪ лишь элементарныя свфдфня по математик5 въ пре- 
дфлахъ курса среднихъ учебныхъ заведенй, и потому книжки библю- 
теки должны быть доступны для учащихся старшихъ классовъ сред- 
нихъ учебныхъ заведенй, сохраняя интересъ и для лицъ, влад ющихъ 
болЪе полнымъ математическимъ образоващемъ. 


Печатаются: 


Г. С. бурре. Очеркъ истори геометрии. 
П. Р. Лренсъь. Мысли и изреченмя великихъ математиковъ. 
Ш. 2. Лицманъ. Теорема Пиеахгора. 
ГУ. С. ббурре. Геометрическая головоломки и курьезы. 
У. 7. Рилейтнеръ. Поняме о числ$, 
УТ. Э. /Лёфлеръ. Цифры и цифровыя системы главнйшихъ культурныхъ народовъ. 
УП. О. Лейснеръ. Элементы теор!и вфроятностей. 


ВБетникь Опытной ФИЗИКИ —зхолить 24 раза въ годь 


отдфльными выпусками, 


и элементарной Математики, >= 24 и 2 стр. кежыя 


подъ редакшей приватъ-доцента В. Ф. Кагана. 


ПРОГРАММА ЖУРНАЛА: Оригинальныя и переводныя ‘статьи изъ 
области физики и элементарной математики. Статьи, посвященныя вопро- 
самъ преподаван!я матемагики и физики. Опыты и приборы. Научная 
хроника. Разныя извЪстя. Математическая мелочи. Темы для сотрудни- 
ковъ. Задачи для рЪшен1я. РЬшен!я предложенныхъ задачъ съ фами- 
ллями рьшившихъ. Упражнен!я для учениковъ. Задачи на премю. Би- 
блографичесый отдЪлъ: обзоръ спещальныхъ журналовъ; замВтки и ре- 
ценз!и о новыхъ книгахъ. 


Усповя подписки: о 
7 


Подписная цъна съ пересылкой: за годъ 6 руб., за полгода 3 руб. „Учи- 
теля и учительницы низшихъ училищъ и вс учашеся, выписывающ!е 
журналъ иепосредственно изъ конторы редакщи, платятъ за годъ 4 руб., 
за полугоде 2 руб. Допускается разсрочка подписной платы по согла- 
шен1ю съ конторой редакци. Книгопродавцамъ 5°/суступки. 

9 . 
Журналъ за прошлые годы по 2 р. 50 к., а учащимся и книгопродавцамъ 
по 2 р. за семестръ. Отд$льные номера текущаго сем бтра по 30 к., про- 

шлыхъ семестровъ по 25 ко.) < 

Адресь для корреспонденийсгх, 

Одесса. Въ редакщю „ВЗстника Опытной Физики“. 


16 


В 
т» 


А 


* 
т <". 
|. 
9 
4“ 
Га в 
Уф 
< ТЕ > 
|. © 


кой 
м гы 
д: 
® 


$} 


2 - 


м М 
. 

’ < 
ре 


го - ® 

и гъ м 
“ 

- 


сы + 


Са, 


— 


А 


Ри = я 
и’) В у 
= 2 


г 


ая 
<“ == — .. ( 


и 


то 


ь | 
`` ‹ в 
| . ь 3 Г | 
в 


Тит. Ани. Южно-Русскаго 
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| "Общее та з ематцаго Двла, 


Одесса, ПУьнин-кая, № 18. 
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